Ueber das Verschwinden der YJ-Functionen.

(Von Herrn B. Riemann zu Gottingen.)

Die zweite Abtheilung meiner im 545*°® Bande dieses Journals erschienenen
Theorie der Abelschen Functionen enthilt den Beweis eines Satzes tiber das Ver-
schwinden der ¥-Functionen, welchen ich sogleich wieder anfiihren werde, indem
ich dabei die in jener Abhandlung angewandten Bezeichnungen als dem Leser
bekannt voraussetze. Alles in der Abhandlung noch Folgende enthélt kurze
Andeutungen iiber die Anwendung dieses Satzes, welcher bei unserer Methode,
die sich auf die Bestimmung der Functionen durch ihre Unstetigkeiten und ihr
Unendlichwerden stiitzt, wie man leicht sieht, die Grundlage der Theorie der
Abelschen Functionen bilden muss. Bei dem Satze selbst und dessen Beweise ist
jedoch der Umstand nicht gehorig beriicksichtigt worden, dass die 9¥-Function
durch die Substitution der Integrale algebraischer Functionen Einer Verdnder-
lichen identisch, d. h. fiir jeden Werth dieser Verédnderlichen, verschwinden
kann. Diesem Mangel abzuhelfen ist die folgende kleine Abhandlung bestimmt.

Bei der Darstellung der Untersuchungen {iber 9¥-Functionen mit einer unbes-
timmten Anzahl von Variablen macht sich das Bediirfniss einer abkiirzenden
Bezeichnung einer Reihe, wie

U1, V2, LERE Um

geltend, so bald der Ausdruck von v, durch v complicirt ist. Man kénnte dieses
Zeichen ganz analog den Summen- und Productenzeichen bilden; eine solche
Bezeichnung wiirde aber zu viel Raum wegnehmen und innerhalb der Function-
szeichen unbequem fiir den Druck sein; ich ziehe es daher vor

m
vy, Uz, ..., Uy durch (11)(%))
zu bezeichnen, also

¥(v1,v2,...,v,) durch ¢ (?(vy)) .

1.
Wenn man in der Function ¥(vi,vs,...,v,) fiir die p Verdnderlichen v die p
Integrale u; —eq, ug —ea, ..., up — e, algebraischer wie die Flache T' verzweigter

Functionen von z substituirt, so erhdlt man eine Function von z, welche in der
ganzen Flache T ausser den Linien b sich stetig dndert, beim Uebertritt von
der negativen auf die positive Seite der Linie b, aber den Factor e~ —t +2¢v
erlangt. Wie im §. 22 bewiesen worden ist, wird diese Function, wenn sie nicht
fiir alle Werthe von z verschwindet, nur fiir p Punkte der Fliche T unendlich
klein von der ersten Ordnung. Diese Punkte wurden durch 7, 12, ..., np

bezeichnet, und der Werth der Function u, im Punkte n, durch al(,“). Es ergab



sich dann nach den 2p Modulsystemen der ¥J-Function die Congruenz

p p b
(615827' .. 7617) = (Zagu) + Kla Zagu) +K2a RN Za;#) +KP> ) ((1))
1 1 1

worin die Grossen K von den bis dahin noch willkiirlichen additiven Constanten
in den Functionen u abhingen, aber von den Groéssen e und den Punkten 7
unabhéngig waren.

Fihrt man die dort angegebene Rechnung aus, so findet sich

1 - ' H=p
2k, = YL [ ) —eri= S e (2)
p=1

In diesem Ausdrucke ist das Integral / (u} 4w, ) du, positiv durch b, auszudehnen,

und in der Summe sind fiir v/ alle Zahlen von 1 bis p ausser v zu setzen; £, = =+1,
je nachdem das Ende von [, auf der positiven oder negativen Seite von a, liegt,
und £/, = +1, je nachdem dasselbe auf der positiven oder negativen Seite von
b, liegt. Die Bestimmung der Vorzeichen ist iibrigens nur néthig, wenn die
Grossen e nach den in §. 22 gegebenen Gleichungen aus den Unstetigkeiten von
log ¥ vollig bestimmt werden sollen; die obige Congruenz (1.) bleibt richtig,
welche Vorzeichen man wéhlen mag.

Wir behalten zunéchst die dort gemachte vereinfachende Voraussetzung bei,
dass die additiven Constanten in den Functionen u so bestimmt werden, dass
die Grossen K sdammtlich gleich Null sind. Um die so gewonnenen Resultate
schliesslich von dieser beschrinkenden Voraussetzung zu befreien, hat man of-
fenbar nur nothig, tiberall in den ¥-Functionen zu den Argumenten —K;, — K>,
..., —K, hinzuzufiigen.

Wenn also die Function ¥(u; — eq,ug —eg, ..., u, — ep) fiir die p Punkte 7,
M2, . .., Np verschwindet und nicht identisch fiir jeden Werth von z verschwindet,

so ist
P

P P
(e1,€2,...,6p) = (Za&”), Zaéﬂ), e Zaé’”) .
1 1

1

Dieser Satz gilt fiir ganz beliebige Werthe der Grossen e, und wir haben
hieraus, indem wir den Punkt (s, z) mit dem Punkte 7, zusammenfallen liessen,
geschlossen, dass

p—1 p—1 -1
o(-Sar-Sap S o
1 1 1

oder da die ¥-Function gerade ist,

p—1 p—1 p—1
9 <Za(1”),2ag“), . Za](g“)> =0,
1 1 1

welches auch die Punkte n:, n2, ..., 7,—1 seien.



2.

Der Beweis dieses Satzes bedarf jedoch einer Vervollstindigung wegen des Um-
standes, dass die Function ¢¥(u; —e1, uz —ea, . .., up —ep) identisch verschwinden
kann (was in der That bei jedem System von gleich verzweigten algebraischen
Functionen fiir gewisse Werthe der Grossen e eintritt.)

Wegen dieses Umstandes muss man sich begniigen, zunéchst zu zeigen, dass
der Satz richtig bleibt, wahrend die Punkte 1 unabhingig von einander inner-
halb endlicher Grenzen ihre Lage dndern. Hieraus folgt dann die allgemeine
Richtigkeit des Satzes nach dem Principe, dass eine Function einer complexen
Grosse nicht innerhalb eines endlichen Gebiets gleich Null sein kann, ohne iiber-
all gleich Null zu sein.

Wenn z gegeben ist, so kénnen die Gréssen ey, ez, ..., e, immer so gewéhlt
werden, dass ¥(ui—e1, ug—es, . .. , up—e,) nicht verschwindet; denn sonst miisste
die Function ¥(v1,vs,...,v,) fir jedwede Werthe der Gréssen v verschwinden,
und folglich miissten in ihrer Entwicklung nach ganzen Potenzen von eV, V2,

, €2v» simmtliche Coefficienten gleich Null sein, was nicht der Fall ist. Die
Grossen e konnen sich dann von einander unabhéngig innerhalb endlicher Gros-
sengebiete dndern, ohne dass die Function 9(u; — e1,ug — eg,...,u, — €,) fiir
diesen Werth von z verschwindet. Oder mit anderen Worten: man kann immer
ein Grossengebiet F von 2p Dimensionen angeben, innerhalb dessen sich das
System der Grossen e bewegen kann, ohne dass die Function ¥(u; — e, ug —

€,...,Uup — ep) fiir diesen Werth von z verschwindet. Sie wird also nur fir p
Lagen von (s,z) unendlich klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man
diese Punkte durch 7, 12, ..., np, so ist

P P P
(e1,€2,...,6p) = (Zagu)72aéﬂ),...,2a;“)> . ((1.))
1 1 1

Jeder Bestimmungsweise des Systems der Grossen e innerhalb E oder jedem
Punkte von E entspricht dann eine Bestimmungsweise der Punkte 7, deren
Gesammtheit ein dem Grossengebiete E entsprechendes Grossengebiet H bildet.
In Folge der Gleichung (1.) entspricht jedem Punkte von H aber auch nur ein
Punkt von FE; hétte also H nur 2p — 1, oder weniger Dimensionen, so wiirde
FE nicht 2p Dimensionen haben kénnen. Es hat folglich H 2p Dimensionen.
Die Schliisse, auf welche sich unser Satz stiitzt, bleiben daher anwendbar fir
beliebige Lagen der Punkte 7 innerhalb endlicher Gebiete, und die Gleichung

p—1

p—1 o1
v (—Zagl‘), —Zag“), ol —Za](gu)> —0
! 1

1

gilt fiir beliebige Lagen der Punkte 71, 12, ..., np—1 innerhalb endlicher Gebiete
und folglich allgemein.



3.

Hieraus folgt, dass sich das Grossensystem (eq, ea,...,e,) immer und nur auf

p
eine Weise congruent einem Ausdrucke von der Form (1? (Z ozf,‘”)) setzen

lasst, wenn 19( (u, — el,)> nicht fiir jeden Werth von z verschwindet; denn

liessen sich die Punkte 11, 72, ..., 1, auf mehr als eine Weise so bestimmen,

dass der Congruenz
P
5 5 (1)
)= (£ (320

geniigt wére, so wiirde nach dem eben bewiesenen Satze die Function ¢ (?(uy — e,,))

fiir mehr als p Punkte verschwinden, ohne identisch gleich Null zu sein, was un-
moglich ist.
Wenn ¢ (?(uy - e,,)) identisch verschwindet, muss man, um (?(ey)) in die

obige Form zu setzen, 1 (?(uy + 04,(,1) — u&l) — eu)> betrachten, und wenn diese

Function identisch fiir jeden Werth von z, si, 21 verschwindet, die Function

2 2
y (1) _ (B _
19(11) (ul,—i—El:al, zljuy el,>>.

Wir nehmen an, dass

g (B(Sr el -l o)
1

identisch Verschwindet ((1.))

o )

1
aber nicht identisch verschwindet.

Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von (1 betrachtet, fiir

Ep—1; Ep—2, - - -, Ep—m, ausserdem also noch fiir p — m Punkte, und bezeichnet
man diese mit 11, 72, ..., Np—m, SO ist
p L p (=
(- 3w ) )= (3(S o
p—m-+1 1
und diese Punkte 11, 72, ..., Np—m konnen nur auf eine Weise so bestimmt

werden, dass diese Congruenz erfiillt wird, weil sonst die Function fir mehr als
p Punkte verschwinden wiirde. Dieselbe Function verschwindet, als Function

von z,—1 betrachtet, ausser fiir np41, Mp, - ., Pp—m+1 noch fiir p—m —1 Punkte,
und bezeichnet man diese durch ey, €3, ..., €p—m—1, S0 ist
p—2 p—m—1
P _ [
p—m 1
und die Punkte €1, €2, ..., €p—m—1 sind durch diese Congruenz vollig bestimmt.



Unter der gemachten Voraussetzung (1.) konnen also, um den Congruenzen

(b)) = ( (Z aw)) ((2.))
(f-e) = (1)) ()

zu geniigen, m von den Punkten 7 und m—1 von den Punkten ¢ beliebig gewéhlt
werden, dadurch aber sind die iibrigen bestimmt. Offenbar gelten diese Sétze
auch umgekehrt, d. h. die Function verschwindet, wenn eine dieser Bedingungen
erfiillt ist. Wenn also die Congruenz (2.) auf mehr als eine Weise l6sbar ist,
so ist auch die Congruenz (3.) lésbar, und wenn von den Punkten 7, m aber
nicht mehr beliebig gewédhlt werden koénnen, so kénnen von den Punkten e,
m — 1 beliebig gewéhlt werden und dadurch sind die iibrigen bestimmt, und
umgekehrt.
Auf ganz dhnlichem Wege ergiebt sich, dass, wenn

o (1) =1

und

ist, die Congruenzen
1

() = (1 () (©)

1

(b)) = ( (Z aw)) , ((4.)

immer 16sbar sind; und zwar kénnen sowohl von den Punkten 7 als von den
Punkten e, m beliebig gewéhlt werden, und es sind dadurch die iibrigen p—1—m

bestimmt, wenn
p (1) _ (1)

identisch gleich Null ist,

m—+1 m—+1
P (W) _ (1)
19(111 (Zuy Zau —|—T,,>>

1 1

aber nicht identisch gleich Null ist, wobei der Fall m = 0 nicht ausgeschlossen
ist. Dieser Satz lasst sich auch umkehren. Wenn also von den Punkten 7, m und
nicht mehr beliebig gewahlt werden konnen, so ist die Voraussetzung desselben
erfullt; und es konnen folglich auch von den Punkten &, m und nicht mehr
beliebig gewahlt werden.



Bezeichnen wir die Derivirte von
19(1}1,1}2, N ,Up)
nach v, mit ¥,,, die zweite Derivirte nach v, und v, mit 19;,’# u. s. f.,

(1))

so sind, wenn ¥ (?(ul(,l) — al(,l) + r,,)) identisch fiir jeden Werth von z; und (3

verschwindet, sdimmtliche Functionen ¢’ ({i)(rl,)) gleich Null. In der That geht
die Gleichung

9 (Bl — o) 1)) =0,

wenn s; und z; unendlich wenig von o7 und (; verschieden sind, iiber in die

Gleichung
P
XA @(n)) da(V) = 0.
1

Nehmen wir an, dass

wu(s,2)0z
duu = MT
ds
: . . 28!
sei, so verwandelt sich diese Gleichung nach Weglassung des Factors —————
OF(01,(1)
80’1

Zp:% (?(TV)) eulor, 1) = 0;
1

und da zwischen den Functionen ¢ keine lineare Gleichung mit constanten Co-
efficienten stattfindet, so folgt hieraus, dass sdmmtliche erste Derivirten von

. D . .
¥(v1,v2, ... ,vp) fir 111(% = r,) verschwinden miissen.
. . p
Um den umgekehrten Satz zu beweisen, nehmen wir an, dass zl)(vy =r,) und
p . . .. . . .
11J(v,, = t,) zwei Werthsysteme seien, fiir welche die Function 9 verschwindet,

ohne fiir 1?(11,, = ug) — a(yl) + 7,) und 1?(111, = u(ul) — a(yl) + t,) identisch zu

verschwinden, und bilden den Ausdruck

9 ({i}(uf}) —afM + r,,)) 9 (?(al(,l) —ul! + r,,))

v (%;)(uil) — a,(,l) + t,,)) ¥ (1?(049) — u(ul) + ty)) .

((2.))

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von z;, so ergiebt sich, dass er eine
algebraische Function von z; und zwar eine rationale Function von s; und z;
ist, da Nenner und Zahler in T stetig sind und an den Querschnitten diesel-
ben Factoren erlangen. Fiir z; = (; und s; = o1 werden Nenner und Z&hler



unendlich klein von der zweiten Ordnung, so dass die Function endlich bleibt;
die ubrigen Werthe aber, fiir welche Nenner oder Zéhler verschwinden, sind,
wie oben bewiesen, durch die Werthe der Gréssen r und der Grossen ¢ vollig
bestimmt, also von (; ganz unabhéngig. Da nun eine algebraische Function
durch die Werthe, fiir welche sie Null und unendlich wird, bis auf einen con-
stanten Factor bestimmt ist, so ist der Ausdruck gleich einer rationalen von (3
unabhéngigen Function von s und z1, x(s1, 21), multiplicirt in eine Constante,
d. h. eine von z; unabhéngige Grosse. Da der Ausdruck symmetrisch in Bezug
auf die Grossensysteme (s1,21) und (o1,¢1) ist, so ist diese Constante gleich
x(01, (1), multiplicirt in eine auch von {; unabhéngige Grosse A. Setzt man
nun v/A - x(s, 2) = o(s, ), so erhilt man fiir unsern Ausdruck (2.) den Werth

o(s1,21) 0(01,C1) ((3.))

wo 0(s, z) eine rationale Function von s und z ist.
Um diese zu bestimmen, hat man nur néthig (; = z; und o7 = s; werden
zu lassen; es ergiebt sich dann

2

5,0 (60)) du
5, 0 (b)) g

(9(31721))2 =

d
oder nach Ausziehung der Quadratwurzel und Weghebung des Factors e

681

St (80)) eulsn )

+ .
520 (B)) pulsr 21)

Man hat daher aus (3.) und (4.) die Gleichung

((4.))

«9(81321) =

9 (Bs? = ol +1,)) 0 (Ba —ul +1,))
3 (el ) (o )

)
_zwﬂ%Mwwm> o2 (§0) ulon, )
TS () a0 ()

Pu UlaCl

Aus dieser Gleichung folgt, dass ¢ ( (uy M _ o+ ru)> fiir jeden Werth von z;
und (; gleich Null sein muss, wenn die ersten Derivirten der Function 9(vy,va, . ..

. P " . .
fiir q_f(vu = r,) sémmtlich verschwinden.

BF(sl,zl)

s Up)



5.

Wenn . .
P ( (Z o) — 3 ) +)> (1))
1 1

identisch, d. h. fir jedwede Werthe von ﬁ(aw ¢u) und ﬁ(s#, z,.), verschwindet,
1 1

so findet man auf dem oben angegebenen Wege zunéchst, indem man (,, = 2z,
Om = Sm werden ldsst, dass die ersten Derivirten der Function ¥(v1,ve, ..., vp)

m—1 m—1
se b — (1) _ (1) : < hws :
flr v (vy g o,/ El w + rl,> sammtlich verschwinden, dann, indem

1
m—2

m—2
man (o 1—2m—1, Om—1—Sm—1 unendlich klein werden lasst, dass fiirf? v, = Z a(y“) — Z u(u”) + 7"1,>
auch die zweiten Derivirten simmtlich verschwinden; und offenbar ergiebt sich '
m—n m—n
allgemein, dass die Derivirten n*** Ordnung simmtlich verschwinden fiir 1113 <v,, = Z az(,“) _ Z uf,”) + 7“,,) ,
welche Werthe auch die Grossen z und die Grossen ¢ haben mogen. ' '

Es folgt hieraus, dass unter der gegenwértigen Voraussetzung (1.) fiir ?(vu =

r,) die ersten bis m'® Derivirten der Function ¥(vy,vs, ..., v,) simmtlich gleich
Null sind.
Um zu zeigen, dass dieser Satz auch umgekehrt gilt, beweisen wir zunéchst,

m—1 m—1
5 E () _ E ' () i i schwi i
dass wenn o (11; < 1 o,/ 1 u,l + rl,>> identisch verschwindet und die

.. (m) (p ) .. . . . D (n) _ (1)
Grossen ¥ 111(73,) sammtlich gleich Null sind, auch ¢ v Z o,/ Z w! +ry,

1 1
identisch verschwinden muss und verallgemeinern zu diesem Zwecke die Gle-
ichung (g. 4, (5.)).
m—1 m—1
Wir nehmen an, dass ¢ <$ (Z u,(j‘) - Z a(y”) + ru>> identisch verschwinde,
"\ T 1

9 <5 (Z ul — Z oW r,,)) aber nicht identisch verschwinde, behalten in
"\ 1

Bezug auf die Grossen t die frithere Voraussetzung bei und betrachten den Aus-
druck

19 (%13 ( ) - 4 rl,)) 9 (? (ZT al — s 4 T,,)) [T, (f?(ug —ug + tu)) 9 (?(aﬁ —ag 4

(?:1)2 9 (?(ug —of + tl,)) 9 (%13(@5 —ug + tu))
((2.))

In diesem Ausdrucke sind unter den Productzeichen sowohl fiir p, als fiir o
siammtliche Werthe von 1 bis m zu setzen, im Zéhler aber die Falle, wo o = o
wiirde, wegzulassen.




Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von z;, so ergiebt sich, dass
er an den Querschnitten den Factor 1 erlangt und folglich eine algebraische
Function von z; ist. Fiir 2; = (, und s; = 0, werden Nenner und Zahler
unendlich klein von der zweiten Ordnung, der Bruch bleibt also endlich; die
iibrigen Werthe aber, fiir welche Zahler und Nenner verschwinden, sind durch
die Gréssen [i(s,,2,), die Gréssen r und die Gréssen t, wie oben (8. 3) be-

2

wiesen, vollig bestimmt, und folglich von den Gréssen ¢ ganz unabhéngig. Da
der Ausdruck nun eine symmetrische Function von den Grossen z ist, so gilt
dasselbe fiir jedes beliebige z,: er ist eine algebraische Function von z,, und die
Werthe dieser Grosse, fiir welche er unendlich gross oder unendlich klein wird,
sind von den Grossen ¢ unabhéngig. Er ist daher gleich einer von den Grossen
¢ unabhéngigen algebraischen Function der Grossen z, x(z1, 22, - . ., Zm ), multi-
plicirt in einen von den Gréssen z unabhingigen Factor. Da er aber ungedndert
bleibt, wenn man die Grossen z mit den Grossen ¢ vertauscht, so ist dieser
Factor gleich x((1,Ca,- .., (n), multiplicirt mit einer von den Gréssen z und
den Grossen ¢ unabhéngigen Constanten A; und wir kdnnen daher, wenn wir
VA - x(21,22,. .., 2m) = (21,22, .., %n) setzen, unserm Ausdrucke (2.) die
Form

1/1(217227'"’Zm)'(/)(ChC%“-aCm) ((3))

geben, wo (21, 22, ...,2m,) eine algebraische von den Grossen ¢ unabhéngige

Function der Grossen z ist, welche in Folge ihrer Verzweigungsart sich rational

in ﬂ(su,zu) ausdriicken lassen muss. Lésst man nun die Punkte n mit den
1

Punkten e zusammenfallen, so dass die Grossen ¢, — z,, und die Gréssen o, — s,
sdémmtlich unendlich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirten von
¥(v1,v2,...,0p) wie oben (g. 4, (1.)) bezeichnet,

p m
(z) o, (zm)) B . dul™
j: 1

¢(Z1722,-~-7Z'm) = n=m v=p I ((4))
T IT 2% (b)) ot
p=1 v=1 1
! wo die Summationen im Zéhler sich auf vy, va, ..., vy, bezichen. Es ist kaum

n6thig zu bemerken, dass die Wahl des Vorzeichens gleichgiiltig ist, da sie auf den
Werth von (21, 22, . - ., 2m) ¥((1, 2, - - -, Gm) keinen Einfluss hat, und dass statt

der Grossen dugu), dué’i), ey dul(,“ ) auch, im Zahler und Nenner gleichzeitig, die
ihnen proportionalen Grossen v1(Su, 2u), ©2(Su, 2u)s - -5 ©p(Su, zu) eingefithrt

werden koénnen.
Aus der in (2.), (3.) und (4.) enthaltenen Gleichung, welche fiir den Fall
bewiesen ist, dass

m—1 m—1
p (w) _ (1)
19(1{(21:111, zljoz,/ +ry>>

L Editorial note: The second product sign in the denominator is printed as IT; from the
context, a summation over v is required. Reproduced here as printed.




gleich Null und
p (0 (1) _ S (w)
19(111 <¥uy 20@ +ry>>

von Null verschieden ist, folgt, dass
B (n) _ (n)

nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen (™) ({i}(r,,)) sammtlich
gleich Null sind.

Wenn also die Functionen 9("+1) (1?(7"”) sammtlich gleich Null sind, so folgt
aus der Gililtigkeit der Gleichung

e o)

fiir n = m ihre Giltigkeit fiir n = m + 1. Gilt daher die Gleichung fiir n = 0

oder ist ¥ (?(ru)) = 0 und verschwinden die ersten bis m"" Derivirten der Func-

tion ¢ (?(vy)) fiir ?(vy = r,) simmtlich, die (m + 1)**® aber nicht simmtlich,

so gilt die Gleichung auch fir alle grosseren Werthe von n bis n = m, aber

m—+1 m—41
: IR . . v (1) _ (1) - i
nicht fiir n = m + 1; denn aus (11) (21: u,! 21: ol + r,,)) 0 wiirde,

wie wir vorher schon gefunden hatten, folgen, dass die Grossen 9(m+1) (?(rﬁ)

sammtlich verschwinden miissten.

6.

Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Fritheren zusammen, so erhalten wir
folgendes Resultat:

Ist 9(r1,72,...,7rp) = 0, so lassen sich (p — 1) Punkte 71, 12, ..., 1p—1 SO
bestimmen, dass

p—1 p—1 p—1
(11,72, ..., 1p) = (Zagu)7zaéu)’.”7 a}()#)>;
1 1 1

und umgekehrt.

Wenn ausser der Function 9(vy,vs,...,v,) auch ihre ersten bis m®" De-
rivirten fiir v1 = rq, va =79, ..., v, = 1, sammtlich gleich Null, die (m + 1)*»
aber nicht sémmtlich gleich Null sind, so konnen m von diesen Punkten 7, ohne
dass die Grossen r sich dndern, beliebig gewéhlt werden und dadurch sind die
iibrigen p — 1 — m vollig bestimmt.

10



Und umgekehrt:
Wenn m und nicht mehr von den Punkten 7, ohne dass sich die Grossen r dn-

dern, beliebig gewéhlt werden kénnen, so sind ausser der Function 9(v1, vg, . .., vp)
auch ihre ersten bis m'"® Derivirten fiir vi = r1, voa =79, ..., vp = 1, sémmtlich
gleich Null, die (m + 1)*" aber nicht simmtlich gleich Null.

Die vollstandige Untersuchung aller besonderen Félle, welche bei dem Ver-
schwinden einer ¥-Function eintreten konnen, war weniger nothig wegen der
besondern Systeme von gleichverzweigten algebraischen Functionen, fiir welche
diese Félle eintreten, als vielmehr desshalb, weil ohne diese Untersuchung Liicken
in dem Beweise der Sétze entstehen wiirden, welche auf unsern Satz iiber das
Verschwinden einer ¥-Function gegriindet werden.

Gottingen, im October 1865.

11



