Theorie der Abel’schen Functionen.

(Von Herrn B. Riemann.)

In der folgenden Abhandlung habe ich die Abel’schen Functionen nach einer
Methode behandelt, deren Principien in meiner Inauguraldissertation *) aufgestellt
und in einer etwas verdnderten Form in den drei vorhergehenden Aufsétzen
dargestellt worden sind. Zur Erleichterung der Uebersicht schicke ich eine kurze
Inhaltsangabe voraus.

Die erste Abtheilung enthélt die Theorie eines Systems von gleichverzweigten
algebraischen Functionen und ihren Integralen, soweit fiir dieselbe nicht die Be-
trachtung von ¥-Reihen mafigebend ist, und handelt im §. 1-5 von der Bestim-
mung dieser Functionen durch ihre Verzweigungsart und ihre Unstetigkeiten,
im §. 6-10 von den rationalen Ausdriicken derselben in zwei durch eine alge-
braische Gleichung verkniipfte verénderliche Grofien, und im §. 11-13 von der
Transformation dieser Ausdriicke durch rationale Substitutionen. Der bei dieser
Untersuchung sich darbietende Begriff einer Klasse von algebraischen Gleichun-
gen, welche sich durch rationale Substitutionen in einander transformiren lassen,
diirfte auch fiir andere Untersuchungen wichtig und die Transformation einer
solchen Gleichung in Gleichungen niedrigsten Grades ihrer Klasse (§. 13) auch
bei anderen Gelegenheiten von Nutzen sein. Diese Abtheilung behandelt endlich
im §. 14-16 zur Vorbereitung der folgenden die Anwendung des Abel’schen Ad-
ditionstheorems fiir ein beliebiges System allenthalben endlicher Integrale von
gleichverzweigten algebraischen Functionen zur Integration eines Systems von
Differentialgleichungen.

In der zweiten Abtheilung werden fiir ein beliebiges System von immer
endlichen Integralen gleichverzweigter, algebraischer, 2p + 1fach zusammenhangen-
der Functionen die Jacobi’schen Umkehrungsfunctionen von p verdnderlichen
Groflen durch pfach unendliche ¥-Reihen ausgedriickt, d. h. durch Reihen von
der Form

*) Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verinder-
lichen complexen Gréfle. Gottingen 1851.
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worin die Summationen im Exponenten sich auf p und g/, die dufleren Sum-
mationen auf mq,ma,...,m, bezichen. Es ergiebt sich, daff zur allgemeinen
Losung dieser Aufgabe eine — wenn p > 3, specielle — Gattung von J-Reihen
ausreicht, in denen zwischen den % Groflen a %_(2”_3) Relationen stat-
tfinden, so dal nur 3p — 3 willkiihrlich bleiben. Dieser Theil der Abhandlung
bildet zugleich eine Theorie dieser speciellen Gattung von ¥-Functionen; die
allgemeinen ¥-Functionen bleiben hier ausgeschlossen, lassen sich jedoch nach
einer ganz dhnlichen Methode behandeln.

Das hier erledigte Jacobi’sche Umkehrungsproblem ist fiir die hyperelliptis-
chen Integrale schon auf mehreren Wegen durch die beharrliche mit so schénem
Erfolge gekronten Arbeiten von Weierstrafi gelost worden, von denen eine Ue-



bersicht im 47. Bande d. J. (S. 289) mitgetheilt worden ist. Es ist jedoch bis
jetzt nur von dem Theile dieser Arbeiten, welcher in den §§. 1 und 2 und der
ersten die elliptischen Functionen betreffenden Hélfte des §. 3 der angefiihrten
Abhandlung skizzirt wird, die wirkliche Ausfithrung verdffentlicht (Bd. 52 S. 285
d. J.); in wie weit zwischen den spéteren Theilen dieser Arbeiten und meinen
hier dargestellten eine Uebereinstimmung nicht blof in Resultaten, sondern auch
in den zu ihnen fithrenden Methoden stattfindet, wird groflentheils erst die ver-
sprochene ausfiihrliche Darstellung derselben ergeben kénnen.

Die gegenwértige Abhandlung bildet mit Ausnahme der beiden letzten §§. 26
und 27, deren Gegenstand damals nur kurz angedeutet werden konnte, einen
Auszug aus einem Theile meiner von Michaelis 1855 bis Michaelis 1856 zu G&t-
tingen gehaltenen Vorlesungen. Was die Auffindung der einzelnen Resultate
betrifft, so wurde ich auf das im §. 1-5, 9 und 12 Mitgetheilte und die dazu
nothigen vorbereitenden Séatze, welche spéater Behufs der Vorlesungen so, wie
es in dieser Abhandlung geschehen ist, weiter ausgefithrt wurden, im Herbste
1851 und zu Anfang 1852 durch Untersuchungen iiber die conforme Abbildung
mehrfach zusammenhangender Fldchen gefiihrt, ward aber dann durch einen
andern Gegenstand von dieser Untersuchung abgezogen. Erst um Ostern 1855
wurde sie wieder aufgenommen und in den Oster- und Michaelisferien jenes
Jahres bis zu §. 21 incl. fortgefithrt; das Uebrige wurde bis Michaelis 1856
hinzugefiigt. FEinzelne ergénzende Zusédtze sind an manchen Stellen wéhrend
der Ausarbeitung hinzugekommen.

Erste Abtheilung.
1.

Ist s die Wurzel einer irreductibeln Gleichung nten Grades, deren Coefficienten
ganze Functionen mten Grades von z sind, so entsprechen jedem Werthe von
z n Werthe von s, die sich mit z iiberall, wo sie nicht unendlich werden, stetig
dndern. Stellt man daher (nach S. 103 dieses Bandes) die Verzweigungsart
dieser Function durch eine in der z-Ebene ausgebreitete unbegrenzte Fliche T'
dar, so ist diese in jedem Theile der Ebene nfach, und s ist dann eine einwerthige
Function des Orts in dieser Fliche. Eine unbegrenzte Fliache kann entweder als
eine Fldache mit unendlich weit entfernter Begrenzung oder als eine geschlossene
angesehen werden, und Letzteres soll bei der Flache T geschehen, so dafl dem
Werthe z = oo in jedem der n Blatter der Fliche ein Punkt entspricht, wenn
nicht etwa fiir z = oo eine Verzweigung stattfindet.

Jede rationale Function von s und z ist offenbar ebenfalls eine einwerthige
Function des Orts in der Fliche T und besitzt also dieselbe Verzweigungsart
wie die Function s, und es wird sich unten ergeben, dafl auch das Umgekehrte
gilt.

Durch Integration einer solchen Function erhdlt man eine Function, deren
verschiedene Fortsetzungen fiir denselben Theil der Fliche T' sich nur um Con-
stanten unterscheiden, da ihre Derivirte fiir denselben Punkt dieser Flache im-



mer denselben Werth wieder annimmt.

Ein solches System von gleichverzweigten algebraischen Functionen und Inte-
gralen dieser Functionen bildet zunéchst den Gegenstand unserer Betrachtung;
statt aber von diesen Ausdriicken dieser Functionen auszugehen, werden wir sie
mit Anwendung des Dirichlet’schen Princips (S. 111 dieses Bandes) durch ihre
Unstetigkeiten definiren.

2.

Zur Vereinfachung des Folgenden heifle eine Function fir einen Punkt der Fliche
T unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn ihr Logarithmus bei einem
positiven Umlaufe um ein diesen Punkt umgebendes Flachenstiick, in welchem
sie endlich und von Null verschieden bleibt, um 27: wéchst. Es ist demnach
fiir einen Punkt, um den die Fliache T sich p mal windet, wenn dort z einen
endlichen Werth « hat, (z — a)i, also (dz)i, wenn aber

1
z = 00, (%) # unendlich klein von der ersten Ordnung. Der Fall, wo eine

Function in einem Punkte der Fldche T unendlich klein oder unendlich grof3
von der vten Ordnung wird, kann so betrachtet werden, als wenn die Function
in v dort zusammenfallenden (oder unendlich nahen) Punkten unendlich klein
oder unendlich gro8 von der ersten Ordnung wird, wie in der Folge bisweilen
geschehen soll.

Die Art und Weise, wie jene hier zu betrachtenden Functionen unstetig wer-
den, kann dann so ausgedriickt werden. Wird eine von ihnen in einem Punkte
der Fléche T unendlich, so kann sie, wenn 7 eine beliebige Function bezeichnet,
die in diesem Punkte unendlich klein von der ersten Ordnung wird, stets durch
Subtraction eines endlichen Ausdrucks von der Form

Alogr +Br ' +Or 2 4.

in eine dort stetige verwandelt werden, wie sich aus den bekannten — nach
Cauchy oder durch die Fourier’sche Reihe zu beweisenden — Sétzen iiber die
Entwicklung einer Function in Potenzreihen ergiebt.

3.

Man denke sich jetzt eine in der z-Ebene allenthalben nfach ausgebreitete un-
begrenzte und nach dem Obigen als geschlossen zu betrachtende zusammen-
hangende Flache T gegeben und diese in eine einfach zusammenhangende T”
zerschnitten. Da die Begrenzung einer einfach zusammenhangenden Flache aus
einem Stiicke besteht, eine geschlossene Fliache aber durch eine ungerade Anzahl
von Schnitten eine gerade Zahl von Begrenzungsstiicken, durch eine gerade eine
ungerade erhilt, so ist zu dieser Zerschneidung eine gerade Anzahl von Schnit-
ten erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte sei = 2p. Die Zerschneidung
werde zur Vereinfachung des Folgenden so ausgefiihrt, dafl jeder spatere Schnitt
von einem Punkte eines fritheren bis zu dem anstoflenden Punkte auf der andern
Seite desselben geht: wenn sich dann eine Grofle langs der ganzen Begrenzung



von T’ stetig andert und im ganzen Schnittsysteme zu beiden Seiten gleiche
Aenderungen erleidet, so ist die Differenz der beiden Werthe, die sie in dem-
selben Punkte des Schnittnetzes annimmt, in allen Theilen eines Querschnitts
derselben Constanten gleich.

Man setze nun z = z + yi und nehme in T eine Function « + §i von z, y
folgendermaflen an:

In der Umgebung der Punkte €1, €2, ... bestimme man sie gleich gegebenen
in diesen Punkten unendlich werdenden Functionen von = + yi, und

zwar um €, indem man eine beliebige Function von z, die in €, unendlich
klein von der ersten Ordnung wird, durch r, bezeichnet, gleich einem endlichen
Ausdrucke von der Form

A, logru + BVTJI + CVT;2 +e= QOV(TV)7

worin A,, B,, C, ... willkithrliche Constanten sind. Man ziehe ferner nach
einem beliebigen Punkte von allen Punkten ¢, fiir welche die Gréfle A von Null
verschieden ist, einander nicht schneidende Linien durch das Innere von 1”7, von
€, die Linie [,. Man nehme endlich die Function in der ganzen noch iibrigen
Flache T so an, dafi sie auler den Linien [ und den Querschnitten tiberall stetig,
auf der positiven (linken) Seite der Linie [, um —2miA, und auf der positiven
Seite des vten Querschnitts um die gegebene Constante h, grofler ist, als auf

2 2
der andern, und daf3 das Integral / 8—a — % + 8704 + % dT durch
Jor Oy dy O

die Flache T ausgedehnt einen endlichen Werth erhélt. Dies ist wie leicht zu
sehen immer moglich, wenn die Summe sidmmtlicher Gréflen A gleich Null ist,
aber auch nur unter dieser Bedingung, weil nur dann die Function nach einem
Umlaufe um das System der Linien ! den vorigen Werth wieder annehmen kann.

Die Constanten h) A .. hP) um welche eine solche Function auf der
positiven Seite der Querschnitte grofler ist, als auf der andern, sollen die Peri-
odicititsmoduln dieser Function genannt werden.

Nach dem Dirichlet’schen Princip kann nun die Function a+ ¢ in eine Func-
tion w von x + yi verwandelt werden durch Subtraction einer &hnlichen in 7’
allenthalben stetigen Function von z, y mit rein imagindren Periodicitdtsmod-
uln, und diese ist bis auf eine additive Constante vollig bestimmt. Die Function
w stimmt dann mit a + 87 in den Unstetigkeiten im Innern von 7" und in den
reellen Theilen der Periodicitdtsmoduln iiberein. Fiir w kénnen daher die Func-
tionen ¢, und die reellen Theile ihrer Periodicitdtsmoduln willkiihrlich gegeben
werden. Durch diese Bedingungen ist sie bis auf eine additive Constante vollig
bestimmt, folglich auch der imaginére Theil ihrer Periodicitdtsmoduln.

Es wird sich zeigen, dafl diese Function w sdmmtliche im §. 1 bezeichneten
Functionen als specielle Félle unter sich enthélt.



4.

Allenthalben endliche Functionen w. (Integrale erster Gat-
tung.)

Wir wollen jetzt die einfachsten von ihnen betrachten und zwar zuerst diejeni-
gen, die immer endlich bleiben und also im Innern von T allenthalben stetig
sind. Sind wy,wo,...,w, solche Functionen, so ist auch

w = qiwy + aswsy + - -+ + ayw, + const.,

worin a1, ag, ..., a, beliebige Constanten sind, eine solche Function. Es seien
die Periodicitdtsmoduln der Functionen wy, ws, . .., w, fiir den vten Querschnitt
k%y),kéy), .. .,k,(f’). Der Periodicitdtsmodul von w fiir diesen Querschnitt ist

dann ap k) + ookl + -+ apkl”) = ®); und setzt man die Grofen a in
die Form ~y + 81, so sind die reellen Theile der 2p GréBen kM, k3. k() lin-
eare Functionen der GréSen v1, v, ..., Vp, 61,02, ...,dp. Wenn nun zwischen den
Groflen wy, wa, . .., wp keine lineare Gleichung mit constanten Coeflicienten stat-
tfindet, so kann die Determinante dieser linearen Ausdriicke nicht verschwinden;
denn es lieflen sich sonst die Verhéltnisse der Grolen o so bestimmen, dafl die
Periodicitdtsmoduln des reellen Theils von w sdmmtlich 0 wiirden, folglich der
reelle Theil von w und also auch w selbst nach dem Dirichlet’schen Princip
eine Constante sein miifite. Es konnen daher dann die 2p GroSen a und B!
so bestimmt werden, daf die reellen Theile der Periodicitdtsmoduln gegebene
Werthe erhalten; und folglich kann w jede immer endlich bleibende Function w
darstellen, wenn wy, ws, ..., w, keiner linearen Gleichung mit constanten Coef-
ficienten geniigen. Diese Functionen lassen sich aber immer dieser Bedingung
gemaf wihlen; denn so lange p < p, finden zwischen den Periodicitdtsmoduln
des reellen Theils von ajwy + agwy + - - + ow,, + const. lineare Bedingungs-
gleichungen statt; es ist daher w41 nicht in dieser Form enthalten, wenn man,
was nach dem Obigen immer moglich ist, die Periodicitdtsmoduln des reellen
Theils dieser Function so bestimmt, daf} sie diesen Bedingungsgleichungen nicht
geniigen.

Functionen w, die fiir einen Punkt der Fliache T unendlich
von der ersten Ordnung werden. (Integrale zweiter Gat-
tung.)

Es sei w nur fiir einen Punkt € der Fliche T unendlich, und fiir diesen seien alle
Coefficienten in ¢ aufler B gleich 0. Eine solche Function ist dann bis auf eine
additive Constante bestimmt durch die Gréfle B und die reellen Theile ihrer

Periodicitidtsmoduln. Bezeichnet t°(¢) irgend eine solche
Function, so kénnen in dem Ausdrucke

t(e) = Bt°(e) + arwy + aswa + -+ + apw, + const.

L Editorial note: Printed so. The 2p real quantities just introduced are 71 . .. Yp, 01 ...0p
(from o = v + §%), so "a und B” appears to be a misprint for 7y und §”. Kept as printed.



die Constanten 8, o, a2, ..., o, immer so bestimmt werden, da fiir ihn
die Gréfle B und die reellen Theile der Periodicitdtsmoduln beliebig gegebene
Werthe erhalten. Dieser Ausdruck stellt also jede solche Function dar.

Functionen w, welche fiir zwei Punkte der Fliche T loga-
rithmisch unendlich werden. (Integrale dritter Gattung.)

Betrachten wir drittens den Fall, wo die Function w nur logarithmisch unendlich
wird, so muf} dies, da die Summe der Gréflen A gleich 0 sein muf}, wenigstens
fiir zwei Punkte der Fliache T, 1 und e5, geschehen und Ay = —A; sein. Ist
von den Functionen, bei denen dies statt hat und die beiden letztern Groéfien
= 1 sind, irgend eine @°(e1, £2), so sind nach dhnlichen Schliissen, wie oben, alle
iibrigen in der Form

w(er,e2) = QO(El,Eg) + ajw; + agwg + - - - + apw, + const.

enthalten.

Fir die folgenden Bemerkungen nehmen wir zur Vereinfachung an, dafl die
Punkte ¢ keine Verzweigungspunkte sind und nicht im Unendlichen liegen. Man
kann dann r, = z — z, setzen, indem man durch z, den Werth von z in ¢, beze-
ichnet. Wenn man dann @(e1,e2) so nach z; differentiirt, dafl die reellen Theile
der Periodicitdtsmoduln (oder auch p von den Periodicitidtsmoduln) und der
Werth von (e, e2) fiir einen beliebigen Punkt der Fliache 7" constant bleiben,

so erhélt man eine Function ¢(e1), die in €1 unstetig wie wird. Umgekehrt

zZ— 2z
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ist, wenn t(e1) eine solche Function ist, / t(e1)0%1, durch eine beliebige in T
z2

von €3 nach e3 fiihrende Linie genommen, gleich einer Function w(ez,e3). Auf

ahnliche Art erhédlt man durch n successive Differentiationen eines solchen #(e1)
nach z; Functionen w, welche im Punkte 1 wie n!(z — 21)_”_1 unstetig werden
und iibrigens endlich bleiben.

Fiir die ausgeschlossenen Lagen der Punkte ¢ bediirfen diese Sétze einer
leichten Modification.

Offenbar kann nun ein mit constanten Coefficienten aus Functionen w, aus
Functionen @ und ihren Derivirten nach den Unstetigkeitswerthen gebildeter lin-
earer Ausdruck so bestimmt werden, daf er im Innern von 7" beliebig gegebene
Unstetigkeiten von der Form, wie w, erhélt, und die reellen

Theile seiner Periodicitdtsmoduln beliebig gegebene Werthe annehmen. Durch
einen solchen Ausdruck kann also jede gegebene Function w dargestellt werden.

5.

Der allgemeine Ausdruck einer Function w, die fiir m Punkte der Flache T,
€1,€9,...,&m unendlich grofl von der ersten Ordnung wird, ist nach dem Obigen

S = ﬂltl —+ ﬂgtg + -+ Bmtm —+ W1 —+ W2 + -+ apwp —+ const.,



worin ¢, eine beliebige Function ¢(s,) und die Gréflen o und 5 Constanten sind.
Wenn von den m Punkten e eine Anzahl g in denselben Punkt n der Fliche
T zusammenfallen, so sind die ¢ diesen Punkten zugehérigen Functionen ¢ zu
ersetzen durch eine Function ¢(n) und deren ¢ — 1 erste Derivirte nach ihrem
Unstetigkeitswerthe (§. 2).

Die 2p Periodicitdtsmoduln dieser Function s sind lineare homogene Func-
tionen der p+m Grofien « und 8. Wenn m = p+ 1, lassen sich also 2p von den
Groflen a und B als lineare homogene Functionen der tbrigen so bestimmen,
daf die Periodicitdtsmoduln sdmmtlich 0 werden. Die Function enthélt dann
noch m — p 4 1 willkiihrliche Constanten, von denen sie eine lineare homogene
Function ist, und kann als ein linearer Ausdruck von m — p Functionen betra-
chtet werden, deren jede nur fiir p4+1 Werthe unendlich von der ersten Ordnung
wird.

Wenn m = p+ 1 ist, so sind die Verhéltnisse der 2p + 1 Gréflen a und 3 bei
jeder Lage der p+ 1 Punkte € vollig bestimmt. Es kénnen jedoch fiir besondere
Lagen dieser Punkte einige der Grolen 3 gleich 0 werden. Die Anzahl dieser
Groflen sei = m — pu, so dafl die Function nur fiir ;2 Punkte unendlich von der
ersten Orduung wird. Diese p Punkte miissen dann eine solche Lage haben, dafl
von den 2p Bedingungsgleichungen zwischen den p + p tibrigen Groéflen 8 und
a p+ 1 — p eine identische Folge der iibrigen sind, und es kénnen daher nur
214 — p — 1 von ihnen beliebig gewéahlt werden. Auflerdem enthilt die Function
noch 2 willkiihrliche Constanten.

Es sei nun s so zu bestimmen, dafl pu moglichst klein wird. Wenn s pmal
unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit jeder rationalen
Function ersten Grades von s der Fall; man kann daher fiir die Losung dieser
Aufgabe einen der p Punkte beliebig wéhlen. Die Lage der iibrigen mufl dann
so bestimmt werden, dal p + 1 — p von den Bedingungsgleichungen zwischen
den Groflen a und S eine identische Folge der iibrigen

sind; es muB also, wenn die Verzweigungswerthe der Fliache T nicht beson-
dern Bedingungsgleichungen geniigen, p+1 — p < p— 1 oder p = p + 1 sein.

Die Anzahl der in einer Function s, die nur fiir m Punkte der Flache T
unendlich von der ersten Ordnung wird und iibrigens stetig bleibt, enthaltenen
willkiihrlichen Constanten ist in allen Fallen = 2m — p + 1.

Eine solche Function ist die Wurzel einer Gleichung n**™ Grades, deren
Coefficienten ganze Functionen m'*™ Grades von z sind.

Sind s1, S9, . . ., S, die n Werthe der Function s fiir dassalbe z, und bezeichnet
o eine beliebige Grofle, so ist (o — s1)(0 — s2)...(0 — s,) eine einwerthige
Function von z, die nur fir einen Punkt der z-Ebene, der mit einem Punkte &
zusammentfallt, unendlich wird und unendlich von einer so hohen Ordnung, als
Punkte € auf ihn fallen. In der That wird fiir jeden auf ihn fallenden Punkt ¢,
der kein Verzweigungspunkt ist, nur ein Factor dieses Products von einer um
1 hoheren Ordnung unendlich, fiir einen Punkt ¢, um den die Fliche T sich

1
pmal windet, aber u Factoren von einer um — hoéheren Ordnung. Bezeichnet

1
man nun die Werthe von z in den Puukten e, wo z nicht unendlich ist, durch

C1,C2y. -, Gund (2—CG)(2—C) ... (2= () durch ag; so ist ag(0—s1) ... (0 —s,)



eine einwerthige Function von z, die fir alle endlichen Werthe von z endlich ist
und fiir z = oo unendlich von der m®® Ordnung wird, also eine ganze Function
m*® Grades von z. Sie ist zugleich eine ganze Function n**® Grades von o, die
fiir 0 = s verschwindet. Bezeichnet man sie durch F' und, wie wir in der Folge
thun wollen, eine ganze Function F n'*™ Grades von o und m'" Grades von z
durch F(5,%), so ist s die Wurzel der Gleichung F(5,z) = 0.

Diese Function F' ist eine Potenz einer unzerfillbaren — d. h. nicht als ein
Product aus ganzen Functionen von ¢ und z darstellbaren — Function. Denn
jeder ganze rationale Factor von F'(o,z) bildet, da er fiir einige der Wurzeln
$1,82,...,8, verschwinden muf}, fiir 0 = s eine Function von z, die in einem
Theile der Fliache T verschwindet und folglich, da diese Fldche zusammen-
hangend ist, in der ganzen Fliche 0 sein muf. Zwei unzerfillbare Factoren von
F(o, z) kénnten aber nur fiir eine endliche Anzahl von Werthenpaaren zugleich
verschwinden, wenn die eine nicht durch Multiplication mit einer Constanten
aus der andern erhalten werden kénnte. Folglich mufl F' eine Potenz einer unz-
erfallbaren Function sein.

Wenn der Exponent v dieser Potenz > 1 ist, so wird die Verzweigungsart
der Function s nicht dargestellt durch die Fléche T, sondern durch eine in
der z-Ebene allenthalben Efach ausgebreitete Flache 7, in welcher die Flache

T allenthalben vfach ausgl(/ebreitet ist. Es kann dann zwar s als eine wie T
verzweigte Function betrachtet werden, nicht aber umgekehrt T als verzweigt,
wie s.

FEine solche nur in einzelnen Punkten von T unstetige Function, wie s, ist

Ow
auch —. Denn diese Function nimmt zu beiden Seiten der Querschnitte und

der Linizen | denselben Werth an, da die Differenz der beiden Werthe von w in
diesen Linien ldngs denselben constant ist; sie kann nur unendlich werden, wo w
unendlich wird, und in den Verzweigungspunkten der Flidche und ist sonst allen-
thalben stetig, da die Derivirte einer eindndrig und endlich bleibenden Function
ebenfalls eindndrig und endlich bleibt.

Es sind daher simmtliche Functionen w algebraische wie T verzweigte Func-
tionen von z oder Integrale solcher Functionen. Dieses System von Functionen
ist bestimmt, wenn die Fléche T" gegeben ist und hingt nur von der Lage ihrer
Verzweigungspunkte ab.

6.

Es sei jetzt die irreductible Gleichung F(5,%) = 0 gegeben und die Art der
Verzweigung der Function s oder der sie darstellenden Fliache T zu bestimmen.
Wenn fiir einen Werth 8 von z p Zweige der Function zusammenhangen, so dafl
einer dieser Zweige sich erst nach g Umléufen des z um S wieder in sich selbst
fortsetzt, so konnen diese u Zweige der Function (wie nach Cauchy oder durch
die Fourier’sche Reihe leicht bewiesen werden kann) dargestellt werden durch
eine Reihe nach steigenden rationalen Potenzen von z — 8 mit Exponenten vom
kleinsten gemeinschaftlichen Nenner p, und umgekehrt.



Ein Punkt der Flache T, in welchem nur zwei Zweige einer Function zusam-
menhangen, so dafl sich um diesen Punkt der erste in den zweiten und dieser in
jenen fortsetzt, heile ein einfacher Verzweigungspunkt.

Ein Punkt der Fliche, um welchen sie sich (¢ + 1)mal windet, kann dann
angesehen werden als p zusammengefallene (oder unendlich nahe) einfache Verzwei-
gungspunkte.

Um dies zu zeigen, seien in einem diesen Punkt umgebenden Stiicke der
z-Ebene 51, s9,...,s,, eindndrige Zweige der Function s und in der

Begrenzung desselben, bei positiver Umschreibung auf einander folgend,
ay,az,...,a, einfache Verzweigungspunkte. Durch einen positiven Umlauf um
ap werde s; mit sp, um az s; mit sz, ..., um a, s; mit s#2 vertauscht. Es
gehen dann nach einem positiven Umlaufe um ein alle diese Punkte (und keinen
andern Verzweigungspunkt) enthaltendes Gebiet

81, 82, ..., S#, S#+1
in

S92, 83, ..., S'u+17 S1,
iiber, und es entsteht daher, wenn sie zusammenfallen, ein (u + 1)facher Win-
dungspunkt.

Die Eigenschaften der Functionen w hangen wesentlich davon ab, wie vielfach
zusammenhangend die Fléche T ist. Um dies zu entscheiden, wollen wir zunéchst
die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Function s bestimmen.

In einem Verzweigungspunkte nehmen die dort zusammenhangenden Zweige
der Function denselben Werth an, und es werden daher zwei oder mehrere
Wurzeln der Gleichung

F(s)=aps" +a1s" ' +---+a,=0
einander gleich. Dies kann nur geschehen, wenn
F'(s) =aopns" '+ ain —1s" 24+ 4 ap_1

oder die einwerthige Function von z, F’'(s1)F'(s2) ... F'(sy), verschwindet. Diese
Function wird fiir endliche Werthe von z nur unendlich, wenn s = oo, also ag = 0
ist und muf}, um endlich zu bleiben, mit ag'_Z multiplicirt werden. Sie wird
dann eine einwerthige, fiir ein endliches z endliche Function von z, welche fiir
z = oo unendlich von der 2m(n — 1)ten Ordnung wird, also eine ganze Function
2m(n —1)ten Grades. Die Werthe von z, fiir welche F’(s) und F'(s) gleichzeitig

verschwinden, sind also die Wurzeln der Gleichung 2m(n — 1)ten Grades

Q(z) =ag > [[ F'(si) =0 oder auch, da F'(s;) = ao [ [ (si — s1), (i 2 )

3

= ag(n_l) H(Sl — Si’) = O, (Z 2 i,),

2 Editorial note: Printed su; the sequence that follows requires s, 1. Kept as printed.



welche durch Elimination von s aus F’(s) = 0 und F(s) = 0 gebildet werden
kann.
Wird F(s,z) =0 fir s = «, z = 3, so ist

oF oF
F(s,z)—g(s—a)ﬁ-g(z—ﬁ)
O%F 0%F 0%F
1 i _ 2 _ _ i _ 2
+2{852 (5= af + 25, ~ = A+ gl —h) }
+ ...... R
9?2 0?2
/ e — J— J—
Fs) = Do (s o)+ o () +
Ist also fiir (5 = @, = 5) 2L — 0 und verschwinden 2, 2 qann nicht
SU also 1ur (s = o, 2 = as = und verscnwinden az, 882 ann nicnt, so

wird s — o unendlich klein, wie (z — ﬁ)%, und findet also ein einfacher Verzwei-
gungspunkt statt. Es werden zugleich in dem Producte H F'(s;) zwei Factoren

unendlich klein wie (z — 8)2, und Q(z) erhélt dadurch den Factor (z — 3). In
OF 2

dem Falle, daf3 5, und a2 nie verschwinden, wenn gleichzeitig F' = 0 und
z S
oF

— = 0 werden, entspricht demnach jedem linearen Factor von Q(z) ein ein-

fagher Verzweigungspunkt, und die Anzahl dieser Punkte ist also = 2m(n — 1).

Die Lage der Verzweigungspunkte hingt von den Coefficienten der Potenzen
von z in den Functionen a ab und édndert sich stetig mit denselben.

Wenn diese Coefficienten solche Werthe annehmen, dafl zwei demselben
Zweigepaar angehorige einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, so heben
diese sich auf, und es werden zwei Wurzeln von F'(s) einander gleich, ohne dafl
eine Verzweigung stattfindet. Setzt sich nun jeder von ihnen s; in so und s
in sy fort, so geht durch einen Umlauf um ein beide enthaltendes Stiick der
z-Ebene s; in s; und ss in so iiber, und beide Zweige werden einéndrig, wenn

s
sie zusammenfallen. Es bleibt dann also auch ihre Derivirte — einéindrig und

0z
oF ds OF
dlich, und folglich wird — = ——— =
endlich, un oag};c W;IF P % B
Wird F = 25 9. = 0 fiir s = a, z = B, so ergeben sich aus den drei
folgenden Gliedern der Entwicklung von F(s, z) zwei Werthe fiir > 7; = %,
z— z

(s = a,z = B). Sind diese Werthe ungleich und endlich, so kénnen die beiden
Zweige der Function s, denen sie angehoren, dort nicht zusammenhangen und

sich nicht verzweigen. Es wird dann 8— fiir beide unendlich klein wie z — j3,

s
und Q(z) erhélt dadurch den Factor (z — 3)?; es fallen also nur zwei einfache
Verzweigungspunkte zusammen.
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Um in jedem Falle, wenn fiir z = 8 mehrere Wurzeln der Gleichung F'(s) =0
gleich a werden, zu entscheiden, wie viele einfache Verzweigungspunkte fiir
(s = o,z = B) zusammenfallen, und wie viele von diesen sich aufheben, mufl
man diese Wurzeln (nach dem Verfahren von Lagrange) soweit nach steigenden
Potenzen von z — 3 entwickeln, bis diese Entwicklungen sdmmtlich von einander
verschieden werden; wodurch sich die wirklich noch stattfindenden Verzweigun-
gen ergeben. Und man mufl dann untersuchen, von welcher Ordnung F’(s) fiir
jede dieser Wurzeln unendlich klein wird, um die Anzahl der ihnen zugehorigen
linearen Factoren von @Q(z) oder der fiir (s = «,z = ) zusammengefallenen
einfachen Verzweigungspunkte zu bestimmen.

Bezeichnet die Zahl g, wie oft sich die Flache T' um den Punkt (s, z) windet,
so wird im Punkte (z) F’(s) so oft unendlich klein von der ersten Ordnung,
als dort einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, dz""% so oft, als deren
wirklich stattfinden, folglich F”(s) dz2 1 so oft, als von ihnen sich aufheben.

Ist die Anzahl der wirklich stattfindenden einfachen Verzweigungen w, die
Anzahl der sich aufthebenden 2r, so ist

w+2r =2(n—1)m.

Nimmt man an, dafl die Verzweigungspunkte nur paarweise und sich aufthebend
oF OF
zusammenfallen, so ist fiir » Werthenpaare (s = v,,2 =0,) ' = — = =

ds 0z

2F 0°F [ 9°F\°
und 922 952 ( 99 82) nicht Null und fiir w Werthenpaare von s und z
F F 2F
F =0, %— =0, ({;—Z nicht Null und %—2 nicht Null.

Wir beschréanken uns meistens auf gie Behandlung dieses Falles, da sich die
Resultate auf die tibrigen als Grenzfille desselben leicht ausdehnen lassen, und
wir kénnen dies hier um so mehr thun, da wir die Theorie dieser Functionen auf
eine von der Ausdrucksform unabhéngige, keinen Ausnahmefillen unterworfene
Grundlage gestiitzt haben.

7.

Es findet nun bei einer einfach zusammenhangenden, {iber einen endlichen Theil
der z-Ebene ausgebreiteten Flache zwischen der Anzahl ihrer einfachen Verzwei-
gungspunkte und der Anzahl der Umdrehungen, welche die Richtung ihrer Be-
grenzungslinie macht, die Relation statt, dafi die letztere um

eine Einheit grofler ist, als die erstere; und aus dieser ergiebt sich fiir eine
mehrfach zusammenhangende Fliche eine Relation zwischen diesen Anzahlen
und der Anzahl der Querschnitte, welche sie in eine einfach zusammenhangende
verwandeln. Wir konnen diese Relation, welche im Grunde von Mafiverhéltnis-
sen unabhéngig ist und der analysis situs angehort, hier fiir die Flache T so
ableiten.

Nach dem Dirichlet’schen Princip ld8t sich in der einfach zusammenhangen-
den Flache T” die Function log ¢ von z so bestimmen, daf} ¢ fiir einen beliebigen
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Punkt im Innern derselben unendlich klein von der ersten Ordnung wird, und
log ¢ langs einer beliebigen sich nicht schneidenden, von dort nach der Begren-
zung fithrenden Linie auf der positiven Seite um —27i grofler, als auf der nega-
tiven, {ibrigens aber allenthalben stetig und lings der Begrenzung von T” rein
imagindr ist. Es nimmt dann die Function ¢ jeden Werth, dessen Modul < 1,
einmal an; die Gesammtheit ihrer Werthe wird folglich durch eine {iber einen
Kreis in der (-Ebene einfach ausgebreitete Fliche vertreten. Jedem Punkte von
T’ entspricht ein Punkt des Kreises, und umgekehrt. Es wird daher fir einen
beliebigen Punkt der Fliche, wo z = 2/, ¢ = ¢/, die Function ¢ — ¢’ unendlich
klein von der ersten Ordnung, und folglich bleibt dort, wenn die Flache T” sich
(£ + 1)mal um ihn windet, bei endlichem z’

z—2z 0z

(C— ¢yt~ ac(C—¢ym

bei unendlichem 2’ aber

21 0z

(€= ¢+ 220¢(C — ¢

0
endlich. Das Integral / Jdlog a—z, um den ganzen Kreis positiv herumgenom-

0
men, ist gleich der Summe der Integrale um die Punkte, wo i unendlich oder

o¢
Null wird, und also = 2mi(w — 2n). Bezeichnet s ein Stiick der Begrenzung von
T’ von einem und demselben bestimmten Punkte bis zu einem veranderlichen
Punkte der Begrenzung, und o das entsprechende Stiick auf dem Kreisumfange,
So ist

0z 0z Js aC
loga—g zlogg —l—loga—g —loga—g,

und, durch die ganze Begrenzung ausgedehnt,
0z . Os aC .
/8log%—(2p—1)2m, /8log%—0, —/8log%——2m,
also 9
/alog 8—2 = (2p — 2)2mi.

Es ergiebt sich demnach w —2n = 2(p—1). Da nun w = 2((n — 1)m —r), so ist
p=n-1)(m-1)—r.

8.

Der allgemeine Ausdruck der wie T verzweigten Functionen s’ von z, die fiir
m’ beliebig gegebene Punkte von T unendlich von der ersten Ordnung werden
und tibrigens stetig bleiben, enthalt nach dem Obigen m’ — p + 1 willkiihrliche
Constanten und ist eine linedre Function derselben (§. 5). Lassen sich also, wie
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jetzt gezeigt werden soll, rationale Ausdriicke von s und z bilden, die fiir m’
beliebig gegebene, der Gleichung F' = 0 geniigende Werthenpaare von s und z
unendlich von der ersten Ordnung werden und lineare Functionen von m’ —p+1
willkiithrlichen Constanten sind, so kann durch diese Ausdriicke jede Function
s’ dargestellt werden.

Damit der Quotient zweier ganzen Functionen x(s,z) und ¢(s,z) fur s =
oo und z = oo beliebige endliche Werthe annehmen kann, miissen beide von
gleichem Grade sein; der Ausdruck, durch welchen s’ dargestellt werden soll, sei
(s, 2)
X(g,g
zwei Zweige der Function s ohne zusammenzuhangen einander gleich werden,

also fiir zwei verschiedene Punkte der Flache T z = v und s = § wird, so wird
s allgemein zu reden in diesen beiden Punkten verschiedene Werthe annehmen;
soll also 1 — s allenthalben = 0 sein, so muf fiir zwei verschiedene Werthe von
s" P(v,8) — s'x(v,6) = 0 sein, folglich x(v,d) = 0 und ¢(vy,d) = 0. Es miissen
also die Functionen x und ¢ fiir die r Werthenpaare s = 7,, z = §, (S. 127)
verschwinden *).

Die Function y verschwindet fiir einen Werth von z, fiir welchen die ein-
werthige und fiir ein endliches z endliche Function von z

daher von der Form , und tberdies sei v 2 n —1, p 2 m — 1. Wenn

K(z) = agx(s1)x(s2) ... x(sn) =0

ist; diese Function wird fiir ein unendliches z unendlich von der Ordnung

*) Es ist hier, wie gesagt, nur der Fall beriicksichtigt, wo die Verzwei-
gungspunkte der Function s nur paarweise und sich aufhebend zusammenfallen.
Im Allgemeinen miissen in einem Punkte von 7', wo nach der Auffassung im
§. 6 sich aufhebende Verzweigungspunkte zusammenfallen, y und ), wenn T'
sich um diesen Punkt gmal windet, unendlich klein werden, wie F”(s) dzé_l,
damit die ersten Glieder in der Entwicklung der darzustellenden Function nach
ganzen Potenzen von (Az)i beliebige Werthe annehmen konnen.

mv + nu und ist also eine ganze Function (mv 4+ nu)ten Grades. Da fiir die

Werthenpaare (v,d) zwei Factoren des Prodncts H X(s;) unendlich klein von

1
der ersten Ordnung werden, also K (z) unendlich klein von der zweiten Ordnung,
so wird x aulerdem noch unendlich klein von der ersten Ordnung fiir

T =mv+nyu—2r

Werthenpaare von s und z oder Punkte von T
Ist v >n—1, u > m — 1, so bleibt der Werth der Function x ungeéndert,
wenn man
x(5,%) +o("s", 2R, D),
worin o beliebig ist, fiir x (¥, %) setzt; es konnen also (v—n+1)(u—m~+1) von den
Coefficienten dieses Ausdrucks willkiihrlich angenommen werden. Werden nun
von den (u+1)(v+1)—(v—n+1)(u—m+1) noch iibrigen r als lineare Functionen
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der iibrigen so bestimmt, dafl x fiir die » Werthenpaare (v, §) verschwindet, so
enthalt die Function x noch

e=p+)v+1)—v-—n+D(p—m+1)—r
=nu+mv—(n—-1)(m-1)—r+1

willkiihrliche Constanten. Esist alsoi —e=(n—-1)(m—-1)—r—1=p— 1.
Nimmt man g und v so an, dafl € > m/ ist, so kann man x so bestimmen,
dafl es fiir m’ beliebig gegebene Werthenpaare unendlich klein von der ersten

Ordnung wird, und dann, wenn m’ > p, ¥ so einrichten, daf} % flir alle tibrigen

Werthe endlich bleibt. In der That ist ¢ ebenfalls eine linearé( homogene Func-
tion von e willkithrlichen Constanten, und es lassen sich also, wenn e —i+m’ > 1
ist, # — m/ von ihnen als lineare Functionen der iibrigen so bestimmen, daf} v
fiir die © — m’ Werthenpaare von s und z, fiir welche y noch unendlich klein
von der ersten Ordnung wird, ebenfalls verschwindet. Die Function v enthélt

demnach ¢ — i +m' = m’ — p + 1 willkiihrliche Constanten, und ¥ kann also
X

jede Function s’ darstellen.

9.

Ow
Da die Functionen — algebraische wie s verzweigte Functionen von z sind

(§. 5), so lassen sie sich zufolge des eben bewiesenen Satzes rational in s und z
ausdriicken, und sdmmtliche Functionen w als Integrale rationaler Functionen
von s und z. 5

Ist w eine allenthalben endliche Function w, so wird v unendlich von der

z
ersten Ordnung fiir jeden einfachen Verzweigungspunkt der Flache T', da dw und
1

(dz)2 dort unendlich klein von der ersten Ordnung sind, bleibt aber sonst al-
lenthalben stetig und wird fiir z = oo unendlich klein von der zweiten Ordnung.
Umgekehrt bleibt das Integral einer Function, die sich so verhalt, allenthalben
endlich. 5

Um diese Function —— als Quotient zweier ganzen Functionen von s und

z auszudriicken, muf marf (nach §. 8) zum Nenner eine Function nehmen, die
verschwindet in den Verzweigungspunkten und fir die » Werthenpaare (v, d).
Dieser Bedingung geniigt man am einfachsten durch eine Function, die nur fiir
diese Werthe 0 wird. Eine solche ist

oF -
— —ams" P4 an—1s""2+ - +a,_1.

0s

Diese wird fiir ein unendliches s unendlich von der n — 2ten Ordnung (da ag
dann unendlich klein von der ersten Ordnung wird) und fiir ein unendliches z

w
unendlich von der mten Ordnung. Damit — aufler den Verzweigungspunkten

z
endlich und fir ein nnendliches z unendlich klein von der zweiten Ordnung
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ist, muf also der Zihler eine ganze Function @(ngz,mg 2) sein, die fiir die r
Werthenpaare (7, d) (S. 127) verschwindet. Demnach ist

n—2 m-—2 n—2 m-—2

(s, 27)0z w(s, z7)0s
R 7 B

Os 0z

worin ¢ =0 fiir s =,, 2 =6,, 0=1,2,...,7.

Die Function ¢ enthélt (n — 1)(m — 1) constante Coefficienten, und wenn r
von ihnen als lineare Functionen der iibrigen so bestimmt werden, daff ¢ = 0
fir die » Werthenpaare s =, z = §, so bleiben noch (m —1)(n — 1) —r oder p
willkiihrlich, und es erhélt ¢ die Form

a1p1 + agpa + -0+ apep,

worin ¢1, 2, ..., pp besondere Functionen ¢, von denen keine eine lineare Func-
tion der {ibrigen ist, und ai, s, ..., a, beliebige Constanten sind. Als allge-
meiner Ausdruck von w ergiebt sich, wie oben auf anderem Wege

aywy + asws + - - - + apw, + const.

Die nicht allenthalben endlich bleibenden Functionen w und also die Integrale
zweiter und dritter Gattung lassen sich nach denselben Principien

rational in s und z ausdriicken, wobei wir indef} hier nicht verweilen, da
die allgemeinen Regeln des vorigen §. keiner weitern Erlduterung bediirfen und
zur Betrachtung bestimmter Formen dieser Integrale erst die Theorie der ¥-
Functionen Anlaf} giebt.

10.

Die Function ¢ wird aufler fiir die » Werthenpaare (-, d) noch fiir m(n — 2) +
n(m — 2) — 2r oder 2(p — 1) der Gleichung F' = 0 geniigende Werthenpaare von
s und z unendlich klein von der ersten Ordnung. Sind nun

oM = a1+l o + -+ oV,
und
2 2
o = a1+l + -+ oD,
2
zwei beliebige Functionen ¢, so kann man in dem Ausdrucke —— den Nenner

1)
so bestimmen, dafl er fiir p — 1 beliebig gegebene der Gleichusflg F = 0 geni-
gende Werthenpaare von s und z gleich Null wird, und dann den Z&ahler so,
daB er fiir p — 2 von den iibrigen Werthenpaaren, fiir welche ¢ noch gleich 0
wird, gleichfalls verschwindet. Er ist dann noch eine lineare Function von zwei
willkiihrlichen Constanten und folglich ein allgemeiner Ausdruck einer Function,
die nur fiir p Punkte der Flidche T unendlich von der ersten Ordnung wird. Eine
Function, die fiir weniger als p Punkte unendlich wird, bildet einen speciellen
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Fall dieser Function; es lassen sich daher alle Functionen, die fiir weniger als p+1

Punkte der Flache T unendlich von der ersten Ordnung werden, in der Form
2 dw®)

?__ oder in der Form L, wenn w) und w® zwei allenthalben endliche

1) dw®)

Integrale rationaler Functionen von s und z sind, darstellen.

11.

Eine wie T verzweigte Function z; von z, die fiir ny Punkte dieser Fléche un-
endlich von der ersten Ordnung wird, ist nach dem Fritheren (S. 123) die Wurzel

einer Gleichung von der Form G(Z;,"%) = 0 und nimmt daher jeden Werth fiir
n; Punkte der Flache T an. Wenn man sich also jeden Punkt von 7" durch einen
den Werth von z; in diesem Punkte geometrisch repréasentirenden Punkt einer
Ebene abgebildet denkt, so bildet die Gesammtheit dieser Punkte eine in der
z1-Ebene allenthalben nifach ausgebreitete und die Flache 7' — bekanntlich
in den kleinsten Theilen &hnlich — abbildende Fléche T7. Jedem Punkt in der
einen Flache entspricht dann ein Punkt in der an-

dern. Die Functionen w oder die Integrale wie T verzweigter Functionen
von z gehen daher, wenn man fiir z als unabhéngig verédnderliche Grofle z;
einfithrt, in Functionen iiber, welche in der Fliche T; allenthalben einen bes-
timmten Werth und dieselben Unstetigkeiten haben, wie die Functionen w in den
entsprechenden Punkten von 7', und welche folglich Integrale wie T} verzweigter
Functionen von z; sind.

Bezeichnet s; irgend eine andere wie T’ verzweigte Function von z, die fur
my Punkte von T und also auch von 77 unendlich von der ersten Ordnung wird,
so findet (§. 5) zwischen s; und z; eine Gleichung von der Form

mny mi

Fi(s1,21) =0

statt, worin F; eine Potenz einer unzerfallbaren ganzen Function von s; und z;
ist; und es lassen sich, wenn diese Potenz die erste ist, alle wie T} verzweigten
Functionen von z, folglich alle rationalen Functionen von s und z rational in
s1 und z; ausdriicken (§. 8).

Die Gleichung F (TSL,?) = 0 kann also durch eine rationale Substitution in
Fl(gi, 7,?11 ) und diese in jene transformirt werden.

Die GroBlengebiete (s, z) und (s, z1) sind gleichvielfach zusammenhangend,
da jedem Punkte des einen ein Punkt des andern entspricht. Bezeichnet daher
r1 die Anzahl der Félle, in welchen sy und z; fiir zwei verschiedene Punkte des
GroBengebiets (s1, z1) beide denselben Werth annehmen und folglich gleichzeitig
0Fy OFy i 0’F, 0°Fy 0*Fy
D5, und e gleich 0 und 552 922 — (851821
(nu—1(m1—1)—ri=p=(n—-1)(m—1) — r sein.

2
Fy, > nicht Null ist, so muf
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12.

Man betrachte nun als zu Einer Klasse gehorend alle irreductiblen algebrais-
chen Gleichungen zwischen zwei verinderlichen Gréflen, welche sich durch ra-
tionale Substitutionen in einander transformiren lassen, so dal F'(s,z) = 0 und
Fi(s1,21) = 0 zu derselben Klasse gehoren, wenn sich fiir s und z solche ratio-
nale Functionen von s; und z; setzen lassen, dal F(s,z) = 0 in Fi(s1,21) =0
iibergeht und zugleich s; und z; rationale Functionen von s und z sind.

Die rationalen Functionen von s und z bilden, als Functionen von irgend einer
von ihnen ( betrachtet, ein System gleichverzweigter algebraischer Functionen.
Auf diese Weise fithrt jede Gleichung offenbar zu einer Klasse von Systemen
gleichverzweigter algebraischer Functionen, welche sich durch

Einfiihrung einer Function des Systems als unabhéngig verdnderlicher Grofie
in einander transformiren lassen und zwar alle Gleichungen Einer Klasse zu
derselben Klasse von Systemen algebraischer Functionen, und umgekehrt fiihrt
(§. 11) jede Klasse von solchen Systemen zu Einer Klasse von Gleichungen.

Ist das Groflengebiet (s, z) 2p + 1fach zusammenhangend und die Function
¢ in p Punkten desselben unendlich von der ersten Ordnung, so ist die Anzahl
der Verzweigungswerthe der gleichverzweigten Functionen von ¢, welche durch
die tbrigen rationalen Functionen von s und z gebildet werden, 2(u + p — 1),
und die Anzahl der willkiihrlichen Constanten in der Function ¢ 2u — p + 1
(§ 5). Diese lassen sich so bestimmen, dafl 2u — p + 1 Verzweigungswerthe
gegebene Werthe annehmen, wenn diese Verzweigungswerthe von einander un-
abhéngige Functionen von ihnen sind; und zwar nur auf eine endliche Anzahl
Arten, da die Bedingungsgleichungen algebraisch sind. In jeder Klasse von
Systemen gleichverzweigter 2p + 1fach zusammenhangender Functionen giebt
es daher eine endliche Anzahl von Systemen pwerthiger Functionen, in welchen
21 — p + 1 Verzweigungswerthe gegebene Werthe annehmen. Wenn anderer-
seits die 2(u + p — 1) Verzweigungspunkte einer die (-Ebene allenthalben ufach
bedeckenden, 2p + 1fach zusammenhangenden Fliche beliebig gegeben sind, so
giebt es (§§. 3-5) immer ein System wie diese Fliche verzweigter algebraischer
Functionen von {. Die 3p—3 iibrigen Verzweigungswerthe in jenen Systemen gle-
ichverzweigter pwerthiger Functionen kénnen daher beliebige Werthe annehmen;
und es hangt also eine Klasse von Systemen gleichverzweigter 2p + 1fach zusam-
menhangender Functionen und die zu ihr gehorende Klasse algebraischer Gle-
ichungen von 3p — 3 stetig verdnderlichen Groflen ab, welche die Moduln dieser
Klasse genannt werden sollen.

Diese Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 2p + 1fach zusam-
menhangender algebraischer Functionen gilt jedoch nur unter der Vorausset-
zung, dafl es 2u — p + 1 Verzweigungswerthe giebt, welche von einander un-
abhéngige Functionen der willkiihrlichen Constanten in der Function ( sind.
Diese Voraussetzung trifft nur zu, wenn p > 1, und die Anzahl der Moduln ist
nur dann = 3p — 3, fiir p = 1 aber = 1. Die directe Untersuchung derselben
wird indefl schwierig durch die Art und Weise, wie die willkiihrlichen Constan-
ten in ¢ enthalten sind. Man fithre deshalb in einem Systeme gleichverzweigter
2p + 1fach zusammenhangender Functionen, um die Anzahl der
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Moduln zu bestimmen, als unabhéngig verdnderliche Grofle nicht eine dieser
Functionen, sondern ein allenthalben endliches Integral einer solchen Function
ein.

Die Werthe, welche die Function w von z innerhalb der Flache 7’ annimmt,
werden geometrisch reprasentirt durch eine einen endlichen Theil der w-Ebene
einfach oder mehrfach bedeckende und die Flache 7" (in den kleinsten Theilen
dhnlich) abbildende Flache, welche durch S bezeichnet werden soll. Da w auf
der positiven Seite des v*" Querschnitts um die Constante k() groBer ist, als
auf der negativen, so besteht die Begrenzung von S aus Paaren von parallelen
Curven, welche denselben Theil des T’ begrenzenden Schnittsystems abbilden,
und es wird die Ortsverschiedenheit der entsprechenden Punkte in den paralle-
len, den '™ Querschnitt abbildenden Begrenzungstheilen von S durch die com-
plexe Grofe k) ausgedriickt. Die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte
der Flache S ist 2p—2, da dw in 2p—2 Punkten der Fléache T unendlich klein von
der zweiten Ordnung wird. Die rationalen Functionen von s und z sind dann
Functionen von w, welche fiir jeden Punkt von .S Einen bestimmten, wo sie nicht
unendlich werden, stetig sich &ndernden Werth haben und in den entsprechen-
den Punkten paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Sie
bilden daher ein System gleichverzweigter und 2pfach periodischer Functionen
von w. Es laBt sich nun (auf dhnlichem Wege, wie in den §§. 3-5) zeigen,
daB, die 2p — 2 Verzweigungspunkte und die 2p Ortsverschiedenheiten paral-
leler Begrenzungstheile der Fliache S als willkiihrlich gegeben vorausgesetzt,
immer ein System wie diese Flidche verzweigter Functionen existirt, welche in
den entsprechenden Punkten paralleler Begrenznngstheile denselben Werth an-
nehmen und also 2pfach periodisch sind, und die, als Functionen von einer von
ihnen betrachtet, ein System gleichverzweigter 2p + 1fach zusammenhangender
algebraischer Functionen bilden, folglich zu einer Klasse von 2p + 1fach zusam-
menhangenden algebraischen Functionen fithren. In der That ergiebt sich nach
dem Dirichlet’schen Princip, dafl in der Fliache S eine Function von w bis auf
eine additive Constante bestimmt ist durch die Bedingungen, im Innern von
S beliebig gegebene Unstetigkeiten von der Form wie w in 7" anzunehmen
und in den entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile um Constan-
ten, deren reeller Theil gegeben ist, verschiedene Werthe zu erhalten. Hieraus
schlieit man, dhnlich wie im §. 5, die M6glichkeit von Functionen, welche nur in
einzelnen Punkten von S unstetig werden und in den entsprechenden Punkten
paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Wird eine solche

Function z in n Punkten von S unendlich von der ersten Ordnung und sonst
nicht unstetig, so nimmt sie jeden complexen Werth in n Punkten von S an;

denn, wenn a eine beliebige Constante ist, so ist / 0log(z —a), um S erstreckt,

= 0, da die Integration durch parallele Begrenzungstheile sich aufhebt, und es
wird daher z — a in S ebenso oft unendlich klein, als unendlich von der ersten
Ordnung. Die Werthe, welche z annimmt, werden folglich durch eine iiber die
z-Ebene allenthalben nfach ausgebreitete Fliache repriasentirt, und die iibrigen
ebenso verzweigten und periodischen Functionen von w bilden daher ein Sys-
tem wie diese Flache verzweigter 2p + 1fach zusammenhangender algebraischer
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Functionen von z, w. z. b. w.

Fiir eine beliebig gegebene Klasse 2p 4+ 1fach zusammenhangender algebrais-
cher Functionen kann man nun in dem als unabhéngig verédnderliche Grofle
einzufithrenden

W= Wy + Qewz + - + apwy + ¢

die Grolen a so bestimmen, dafl p von den 2p Periodicitdtsmoduln gegebene
Werthe annehmen, und ¢ wenn p > 1 so, daf} einer von den 2p — 2 Verzwei-
gungswerthen der periodischen Functionen von w einen gegebenen Werth er-
halt. Dadurch ist w vollig bestimmt, und also sind es auch die 3p — 3 iibrigen
Groflen, von denen die Verzweigungsart und Periodicitét jener Functionen von
w abhingt; und da jedweden Werthen dieser 3p — 3 Groflen eine Klasse von
2p 4 1fach zusammenhangenden algebraischen Functionen entspricht, so hingt
eine solche von 3p — 3 unabhéngig verdnderlichen Gréflen ab.

Wenn p = 1 ist, so ist kein Verzweigungspunkt vorhanden, und es 148t sich
in

w=aooiw; +c¢

die Groe a so bestimmen, dafl ein Periodicitdtsmodul einen gegebenen Werth
erhélt, und dadurch ist der andere Periodicitdtsmodul bestimmt. Die Anzahl
der Moduln einer Klasse ist also dann = 1.

13.

Nach den obigen (im §. 11 entwickelten) Principien der Transformation mufl
man, um eine beliebig gegebene Gleichung F'(s,z) = 0 durch eine rationale
Substitution in eine Gleichung derselben Klasse Fj (?Lrgf ) = 0 von moglichst
niedrigem Grade zu transformiren, zuerst fiir z; einen rationalen Ausdruck in s
und z, 7(s, 2), so bestimmen, dafl n; moglichst klein wird, und

dann s; gleich einem andern rationalen Ausdrucke 7/(s, z) so, dafl m; moglichst
klein wird und zugleich die zu einem beliebigen Werthe von z; gehorigen Werthe
von s1 nicht in Gruppen unter einander gleicher zerfallen, so dafi I (TSLL an ) nicht
eine hohere Potenz einer unzerfillbaren Function sein kann.

Wenn das Groflengebiet (s,z) 2p + 1fach zusammenhangend ist, so ist der
kleinste Werth, den n; annehmen kann, allgemein zu reden, = g +1 (§ 5)
und die Anzahl der Félle, in denen s; und z; fiir zwei verschiedene Punkte des
Groflengebiets beide denselben Werth annehmen,

r=(ny—1)(m —1) —p.

In einer Klasse von algebraischen Gleichungen zwischen zwei verdnderlichen
Groflen haben demnach, wenn ihre Moduln nicht besonderen Bedingungsgle-
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ichungen geniigen, die Gleichungen niedrigsten Grades folgende Form:

fir  p=1, FG3.2) =0, r=0
=2, FG.2 =0, r=0

p>2 p=2u—3, F(s,%)=0, r=(u—2)>2
p=2u-2 F(s2)=0, r=(u—1)(n—3)

Von den Coefficienten der Potenzen von s und z in den ganzen Functionen F'
miissen r als lineare homogene Functionen der iibrigen so bestimmt werden, dafl

oF oF
D5 und E fiir r der Gleichung F' = 0 geniigende Werthenpaare gleichzeitig
5

verschwinden. Die rationalen Functionen von s und z, als Functionen von einer
von ihnen betrachtet, stellen dann alle Systeme 2p + 1fach zusammenhangender
algebraischer Functionen dar.

14.

Ich benutze nun nach Jacobi (dieses Journal Bd. 9 Nr. 32 §. 8) das Abel’sche
Additionstheorem zur Integration eines Systems von Differentialgleichungen; ich
werde mich dabei auf das beschrénken, was in dieser Abhandlung spater nothig
ist.

Fithrt man in einem allenthalben endlichen Integrale w einer rationalen
Function von s und z als unabhéngig verdnderliche Gréfle eine rationale Func-
tion von s und z, (, ein, die fiir m Werthenpaare von s und z unend-

ow
lich von der ersten Ordnung wird, so ist — eine einwerthige Function von (.

0z

Bezeichnet man die m Werthe von w fiir dasselbe ¢ durch w™,w® ... w™,
so ist

ow®  gw® dw(™)
o T ac TR

eine einwerthige Function von (, deren Integral allenthalben endlich bleibt, und

folglich ist auch / A(wW +w® .. .w™) allenthalben einwerthig und endlich,

mithin constant. Auf dhnliche Weise findet sich, wenn w™®, w® ... w(™ die
demselben ( entsprechenden Werthe eines beliebigen Integrals w einer rationalen

Function von s und z bezeichnen, /8((,0(1) +w® 4 ... 4 w™) bis auf eine

additive Constante aus den Unstetigkeiten von w und zwar als Summe von einer
rationalen Function und mit constanten Coefficienten versehenen Logarithmen
rationaler Functionen von (.

Mittelst dieses Satzes lassen sich, wie jetzt gezeigt werden soll, folgende p
gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen den p+1 der Gleichung F'(s, z) = 0

geniigenden Werthenpaaren von s und z, (s1,21), (S2,22), - -+, (Sp+1, Zp+1)
pr(s1,21)021 | @n(52,22)022  @nlSp1, 2p41)0%p41 _
OF(s1,21) OF (82, 22) OF (Sp+1, 2p+1)
351 652 88p+1
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fir 7 =1,2,...,p, allgemein oder vollstandig (complete) integriren.

Durch diese Differentialgleichungen sind p von den Groflenpaaren (s, 2,)
als Functionen des einen noch iibrigen vollig bestimmt, wenn fiir einen beliebi-
gen Werth des letzteren die Werthe der iibrigen gegeben werden. Wenn man
also diese p + 1 Groflenpaare als Functionen einer verdnderlichen Grofle ¢ so
bestimmt, dafl sie fiir denselben Werth 0 dieser Grofle beliebig gegebene An-
fangswerthe (s9,29), (s9,29), ..., (sD,1, 2, ) annehmen und den Differential-
gleichungen geniigen, so hat man dadurch die Differentialgleichungen allgemein

1
integrirt. Nun 148t sich die Gréfle = als einwerthige und folglich rationale Func-

tion von (s, z) immer so bestimmen, daf sie nur fiir alle oder einige von den p+1

Werthenpaaren (52, zg) unendlich und fiir diese nur unendlich von der ersten

Ordnung wird, da sich in dem Ausdrucke

p=p+1 H=p
Z But(sh, ) + Z a,w,, + const.
p=1 p=1

die Verhéltnisse der Gréflen o und 8 immer so bestimmen lassen, daf die
Periodicitdtsmoduln sémmtlich 0 werden. Es geniigen dann, wenn kein 8 = 0
ist, den zu lésenden Differentialgleichungen die p 4+ 1 Zweige der p + 1werthigen
gleichverzweigten Functionen s und z von ¢, (s1,21), (52,22), -, (Sp+1, Zp+1);
welche fiir ¢ = 0 die Werthe (s?, 20), (s9,23), ..., (s),1,20,1) annehmen. Wenn
aber von den Groflen S einige, etwa die p + 1 — m letzten, gleich 0 werden, so
werden die zu lésenden Differentialgleichungen befriedigt durch die m Zweige

der mwerthigen Functionen s und z von (, (s1,21), (82, 22), - - -, (Sm, 2m ), welche

fiir ¢ = 0 gleich (s9,29), (59,29), ..., (s%,,2%) werden, und durch constante also

ihren Anfangswerthen s, PR zg 1 gleiche Werthe der Grofien sp,41, Zm1;

5 Sptis Zp+1 Im letzteren Falle sind von den p linearen homogenen Gleichun-
"o ©r(Su, 24)0%, . . y Oz

gen Z Ld dF{(;:,/zM) B —0fiir m=1,2,...,p zwischen den GroSen (“)F(sui o)
" 0s,,

p + 1 — m eine Folge der {ibrigen; es ergeben sich hieraus p + 1 — m Bedin-
gungsgleichungen, welche, damit dieser Fall eintritt, zwischen den Functionen
(s1,21); - -+ (8m, zm) und also auch zwischen ihren Anfangswerthen (s9, 29), .

(s2,,29) erfullt sein miissen, und es kénnen daher von diesen, wie oben (§. 5)

gefunden, nur 2m — p — 1 beliebig gegeben werden.

15.

$,2)0z . . .
Es sei nun / % + const., durch das Innere von 7" integrirt, gleich w,
83)

und der Periodicitdtsmodul von w, fir den vten Querschnitt gleich k:gf’% so dafl

sich die Functionen wy,ws,...,w, des Groflenpaars (s,z) beim Uebertritt des

Punkts (s, z) von der negativen auf die positive Seite des vten Querschnitts gle-
) ) ACY

R

ichzeitig um kg” ks andern. Zur Abkiirzung mag ein System von p
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Grofen (b, ba, ..., by) einem andern (a1, as, . . ., ap) congruent nach 2p Systemen
zusammengehoriger Moduln genannt werden, wenn es aus ihm durch gleichzeit-
ige Aenderungen sidmmtlicher Gréflen um zusammengehorige Moduln erhalten
werden kann. Ist der Modul der wten Groéfle im vten Systeme = k;7(ru), S0 heif3t
demnach

(bl, bQ, e ,bp) = (al, ag,y ..., ap),

v=2p
wenn b, = ar + Z m,,kgr”) fir 7 = 1,2,...,p und my, ma,..., mg, ganze
v=1
Zahlen sind.
Da sich p beliebige Gréflen ai,as,...,a, immer und nur auf eine Weise in
v=2p

die Form a, = Z §l,k7(r”) setzen lassen, so daf die 2p GroBen € reell sind, und

v=1
durch Aenderung dieser Groflen £ um ganze Zahlen alle congruenten Systeme
und nur diese sich ergeben, so erhélt man aus jeder Reihe congruenter Systeme
eins und nur eins, wenn man in diesen Ausdriicken jede Grofle £ alle Werthe
von einem beliebigen Werthe bis zu einem um 1 grofleren, einen der beiden
Grenzwerthe eingeschlossen, stetig durchlaufen 1483t.
Dieses festgesetzt, folgt aus den obigen Differentialgleichungen oder aus den

p=p+1
p Gleichungen Z dwgr“) =0 fir r =1,2,...,p durch Integration
p=1
(ngu)’ Zwé“), e Zwl(,“)) = (c1,02,...,Cp),
worin ¢y, ¢z, . .., ¢, constante von den Werthen (s, 2°) abhingige GroBen sind.

16.

. . . . X
Driickt man ¢ als Quotienten zweier ganzen Functionen von s und z, @, aus, so

sind die Groflenpaare (s1,21), - .-, (Sm, 2m) die gemeinschaftlichen Wurzeln der

Gleichungen F' = 0 und % = (. Da die ganze Function

X — (Y= f(s,2)
fiir alle Werthenpaare, fiir welche x und 1 gleichzeitig verschwinden, ebenfalls,
was auch ( sei, verschwindet, so konnen die GroBlenpaare (s1,21), -, (Sm,2m)

auch definirt werden als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F' = 0 und
einer Gleichung f(s, z) = 0, deren Coefficienten so sich dndern, daf alle {ibrigen

gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. Wenn m < p 4+ 1, kann ( in der
1

Form % dargestellt werden (§. 10) und f in der Form
¥

oW — (o) = 3
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Die allgemeinsten Werthe der den p Gleichungen

p=p
Zdwg“) =0 firTr=1,2,...,p

p=1

geniigenden Functionenpaare (s1,21), ..., (Sp, zp) werden daher gebildet durch
p gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen F' = 0 und ¢ = 0, welche so sich
dndern, dafl die iibrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. Hieraus
folgt leicht der spéter nothige Satz, dafi die Aufgabe, p — 1 von den 2p — 2
Grofenpaaren (s1,21), - .., (S2p—2, 22,—2) als Functionen der p — 1 iibrigen so zu
pn=2p—2
bestimmen, dafl die p Gleichungen Z dng‘) =0firmr=1,2,...,p
=1

erfilllt werden, vollig allgemein gelést wird, wenn man fiir diese 2p — 2
Groflenpaare die von den r Wurzeln s = v,, 2 = J, (§ 6) verschiedenen
gemeinschaftlichen Wurzeln der Gleichungen F' = 0 und ¢ = 0 oder die 2p — 2
Werthenpaare nimmt, fiir welche dw unendlich klein von der zweiten Ordnung
wird, und daf} diese Aufgabe daher nur eine Losung zuléft. Solche Groflenpaare

sollen durch die Gleichung ¢ = 0 verkndpft heiflen. In Folge der Gleichungen
2p—2 2p—2 2p—2 2p—2

Z dw(”) = 0 wird (Z w, Z w . Z w(“)> die Summen iiber

solche Groflenpaare ausgedehnt, congruent elnem constanten Groflensysteme
(c1,¢2,...,¢p), worin ¢, nur von der additiven Constante in der Function w,
oder dem Anfangswerthe des sie ausdriickenden Integrals abhéngt.

Zweite Abtheilung.
17.

Fiir die ferneren Untersuchungen iiber Integrale von algebraischen, 2p + 1fach
zusammenhangenden Functionen ist die Betrachtung einer pfach unendlichen
¥-Reihe von groflem Nutzen, d. h. einer pfach unendlichen Reihe, in welcher
der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function zweiten Grades
der Stellenzeiger ist. Es sei in dieser Function fiir ein Glied, dessen Stellenzeiger
mi, My, ..., m, sind, der Coefficient des Quadrats mi gleich a,, ,,, des doppelten
Products m,m, gleich a, ,» = a, ., der doppelten GréBe m,, gleich v,, und
das constante Glied = 0. Die Summe der Reihe, iiber alle ganzen positiven oder
negativen Werthe der Groflen m ausgedehnt, werde als Function der p Groflen

v betrachtet und durch ¥(vi,vs, ..., v,) bezeichnet, so dafl
oo \ P )
I(v1,v2,...,0p) = (Z) e(X0) ap rmum, +23% Ul (1.)
—00

worin die Summationen im Exponenten sich auf p und g/, die dufleren Sum-
mationen auf mg,mo,...,m, beziechen. Damit diese Reihe convergirt, mufl
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P\ 2
der reelle Theil von ( E ) ay,omymy wesentlich negativ sein oder, als eine

1
Summe von positiven oder negativen Quadraten reeller linearer von einander

unabhéngiger Functionen der Grofien m dargestellt, aus p negativen Quadraten
zusammengesetzt sein.

Die Function ¥ hat die Eigenschaft, dafl es Systeme von gleichzeitigen Aen-
derungen der p Groflen v giebt, durch welche log ¢ nur um eine lineare

Function der Gréflen v gedndert wird, und zwar 2p von einander unabhéngige
Systeme (d. h. von denen keins eine Folge der iibrigen ist). Denn man hat, die
ungeéndert bleibenden Groflen v unter dem Functionszeichen ¢ weglassend, fiir
u=12....p

¥ =9(v, +mi) und (2.)

Y = €2U“+a“’“’l9(’l)1 + a1, V2 + ag u, -+, Up + ap,,u)a (3)

wie sich sofort ergiebt, wenn man in der Reihe fiir ¥ den Stellenzeiger m,, in
m,, + 1 verwandelt, wodurch sie, wihrend ihr Werth ungeéndert bleibt, in den
Ausdruck zur Rechten iibergeht.

Die Function ¥ ist durch diese Relationen und durch die Eigenschaft, allen-
thalben endlich zu bleiben, bis auf einen constanten Factor bestimmt. Denn in
Folge der letzteren Eigenschaft und der Relationen (2.) ist sie eine einwerthige
fiir endliche v endliche Function von €', e2¥2, . .., e?"» und folglich in eine pfach
unendliche Reihe von der Form

[e’) p
E 25 Py,m
Aml,mg,...,mpe Zl e

— 00

mit den constanten Coefficienten A entwickelbar. Aus den Relationen (3.)
ergiebt sich aber

_ 25 Pq, .m,+a
Am1,...,m,,+1,4..,mp = Aml,...,mu,...,mpe 2N G Mt
folglich

My My

p 2
Amyyom, = const.e(Z1) . # . w.z. b w.

Man kann daher diese Eigenschaften der Function zu ihrer Definition verwenden.
Die Systeme gleichzeitiger Aenderungen der Grélen v, durch welche sich log v
nur um eine lineare Function von ihnen &ndert, sollen Systeme zusammenge-
horiger Periodicitdtsmoduln der unabhdngig verdnderlichen Gréffen in dieser
¥-Function genannt werden.

18.
Ich substituire nun fiir die p Gréflen vi,va,...,v, p immer endlich bleibende
Integrale w1, us, . .., u, rationaler Functionen einer verdnderlichen Gréfie z und

einer 2p + 1fach zusammenhangenden algebraischen Function s dieser Grofle,
und fiir die zusammengehoérigen Periodicitdtsmoduln der Groflen v zusammenge-
horige (d. h. an demselben Querschnitte stattfindende) Periodicitéts-
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moduln dieser Integrale, so dafl log ¥ in eine Function einer Verdnderlichen
z iibergeht, welche sich, wenn s und z nach beliebiger stetiger Aenderung von
z den vorigen Werth wieder annehmen, um lineare Functionen der Gréfien u
dndert.

Es soll zunéchst gezeigt werden, dafl eine solche Substitution fiir jede 2p 4+ 1fach
zusammenhangende Function s moglich ist. Die Zerschneidung der Flache T
muf} zu diesem Zwecke so durch 2p in sich zurticklaufende Schnitte a1, az, ..., ap, b1,b2,...,0,
geschehen, daf§ folgende Bedingungen erfiillt werden. Wenn man uq,us, ..., up
so wahlt, da8 der Periodicitdtsmodul von u, an dem Schnitte a, gleich i, an
den {ibrigen Schnitten a gleich 0 ist, und man den Periodicitdtsmodul von u, an
dem Schnitte b, durch a,, bezeichnet, so muf8 a, , = a, , und der reelle Theil

von Z ay,wmymyy fir alle reellen (ganzen) Werthe der p GroBlen m negativ

O
sein.

19.

Die Zerlegung der Fliche T werde nicht wie bisher nur durch in sich zuriick-
laufende Querschnitte, sondern folgendermaflen ausgefithrt. Man mache zuerst
einen in sich zuriicklaufenden die Fldche nicht zerstiickelnden Schnitt a; und
fiihre dann einen Querschnitt b; von der positiven Seite von a; auf die negative
zum Anfangspunkte zuriick, worauf die Begrenzung aus einem Stiicke beste-
hen wird. Einen dritten die Flache nicht zerstiickelnden Querschnitt kann man
demzufolge (wenn die Fldche noch nicht einfach zusammenhangend ist) von
einem beliebigen Punkte dieser Begrenzung bis zu einem beliebigen Begren-
zungspunkte, also auch zu einem fritheren Punkte dieses Querschnitts fiithren.
Man thue das Letztere, so dafl dieser Querschnitt aus einer in sich zuriick-
laufenden Linie as und einem dieser Linie voraufgehenden Theile ¢; besteht,
welcher das frithere Schnittsystem mit ihr verbindet. Den folgenden Querschnitt
bo ziehe man von der positiven Seite von as auf die negative zum Anfangspunkte
zuriick, worauf die Begrenzung wieder aus einem Stiicke besteht. Die weit-
ere Zerschneidung kann daher, wenn nothig, wieder durch zwei in demselben
Punkte anfangende und endende Schnitte a3 und b3 und eine das System der
Linien as und bs mit ihnen verbindende Linie ¢ geschehen. Wird dieses Ver-
fahren fortgesetzt, bis die Fldche einfach zusammenhangend ist, so erhélt man
ein Schnittnetz, welches aus p Paaren von zwei in einem und demselben Punkte
anfangenden und endenden Linien a; und by, az und bs, ..., a, und b, besteht
und aus p — 1 Linien ¢1,ca,...,¢cp—1,

welche jedes Paar mit dem folgenden verbinden. Es moége ¢, von einem
Punkte von b, nach einem Punkte von a,y; gehen. Das Schnittnetz wird als
so entstanden betrachtet, dafl der 2v — 1te Querschnitt aus ¢,_; und der von
dem Endpunkte von ¢, _; zu diesem zuriickgezogenen Linie a, besteht, und der
2vte durch die von der positiven auf die negative Seite von a, gezogene Linie
b, gebildet wird. Die Begrenzung der Fliache besteht bei dieser Zerschneidung
nach einer geraden Anzahl von Schnitten aus einem, nach einer ungeraden aus
zwei Stiicken.
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Ein allenthalben endliches Integral w einer rationalen Function von s und
z nimmt dann zu beiden Seiten einer Linie ¢ denselben Werth an. Denn die
ganze frither entstandene Begrenzung besteht, wie bemerkt, aus einem Stiicke
und bei der Integration langs derselben von der einen Seite der Linie ¢ bis auf

die andere wird | 0w durch jedes frither entstandene Schnittelement zweimal,

in entgegengesetzter Richtung, erstreckt. Eine solche Function ist daher in 7" al-
lenthalben aufler den Linien @ und b stetig. Die durch diese Linien zerschnittene
Flache T' moge durch T" bezeichnet werden.

20.

Es seien nun wy,ws,...,w, von einander unabhingige solche Functionen, und
der Periodicitdtsmodul von w, an dem Querschnitte a, gleich Af}’) und an

dem Querschnitte b, gleich B,(f’). Es ist dann das Integral / wydw,s, um

die Flache T" positiv herum ausgedehnt, = 0, da die Function unter dem
Integralzeichen allenthalben endlich ist. Bei dieser Integration wird jede der
Linien a und b zweimal, einmal in positiver und einmal in negativer Rich-
tung durchlaufen, und es mufl wihrend jener Integration, wo sie als Begren-
zung des positiverseits gelegenen Gebiets dient, fiir w, der Werth auf der pos-
itiven Seite oder w:[, wihrend dieser der Werth auf der negativen oder w,
genommen werden. Es ist also dies Integral gleich der Summe aller Integrale

/ (w: —w,, Jdw,, durch die Linien a und b. Die Linien b fithren von der pos-
itiven zur negativen Seite der Linien a, und folglich die Linien a von der neg-

ativen zur positiven Seite der Linien b. Das Integral durch die Linie a, ist
daher = / AV dw, = AV / dw,y = AYBY) | und das Integral durch die

W
Linie b, = /Bl(j’)dwuz = _B;(LV)AE;)' Das Integral /wudwuf7 um die Flache

T" positiv herum erstreckt, ist also = Z (A/(LV)B/(;) — B/(LV)AELV/))7 und diese
Summe

folglich = 0. Diese Gleichung gilt fiir je zwei von den Functionen wy, wo, ..., w,

p(p—1)

und liefert also Relationen zwischen deren Periodicitdtsmoduln.

Nimmt man fiir die Functionen w die Functionen u oder wéhlt man sie so,

daf A,(f) fiir ein von p verschiedenes v gleich 0 und Al(,”) = i ist, so gehen diese
Relationen iiber in Bﬁ,m’ — B}y mi =0 oder in ay,, = au p-

21.

Es bleibt noch zu zeigen, daf§ die Gréflen a die zweite oben néthig gefundene
Eigenschaft besitzen.

Man setze w = p + vi und den Periodicitdtsmodul dieser Function an dem
Schnitte a, gleich AW = ¢, +7,4 und an dem Schnitte b, gleich BW) = B,+6,i.
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Esmtdanndaslntegral/(((956) +<8y> dToder/ %Fy 87/% dT *)

durch die Flache T" gleich dem Begrenzungsintegral / pwdv um T" positiv
herum erstreckt, also gleich der Summe der Integrale / (ut — p™) dv durch die
Linien a und b. Das Integral durch die Linie a, ist = ozy/dy = «,0,, das

Integral durch die Linie b, gleich 3, / dv = —f,7, und folglich

/ ((Z’;ﬁf ' (3‘;)2) 0T =Y (0ub, ~ o).

v=1

Diese Summe ist daher stets positiv.
Hieraus ergiebt sich die zu beweisende Eigenschaft der Gréflen a, wenn
man fir w setzt uimy + ugma + -+ + upm,. Denn es ist dann A, = m, i,

2 2
B, = Za“”’m”’ folglich «, stets = 0 und /((gg) + (?;) >dT =

o
- Z Buy, = —7 Z m,, B, oder gleich dem reellen Theile von —7 Z Gy MMy

v
welcher also fiir alle reellen Werthe der Groflien m positiv ist.

22,

Setzt man nun in der ¥-Reihe (1.) §. 163 fiir a,, , den Periodicititsmodul der
Function wu, an dem Schnitt b,, und, durch ej,es, ..., e, beliebige Constanten
bezeichnend, u, — e, fiir v,, so erhdlt man eine in jedem Punkte

*) Dies Integral driickt den Inhalt der Fliche aus, welche die Gesammtheit
der Werthe, die w innerhalb 7" annimmt, auf der w-Ebene représentirt.

von T eindeutig bestimmte Function von z,

Pur —e1, ug —eg, ..., Up —€p),

welche aufler den Linien b stetig und endlich und auf der positiven Seite der
Linie b, (672(1“’78”))1118,1 so grof3, als auf der negativen, ist, wenn man den
Functionen u in den Linien b selbst den Mittelwerth von den Werthen zu beiden
Seiten beilegt. Fiir wie viele Punkte von 77 oder Werthenpaare von s und z diese
Function unendlich klein von der ersten Ordnung wird, kann durch Betrachtung

des Begrenzungsintegrals / dlog?d, um T’ positiv herum erstreckt, gefunden
werden; denn dieses Integral ist gleich der Anzahl dieser Punkte multiplicirt mit

27i. Andererseits ist dies Integral gleich der Summe der Integrale / (dlogd™ —

3 Editorial note: Printed §. 16; the series (1.) stands in §. 17. Kept as printed.
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dlog¥™) durch sammtliche Schnittlinien a, b und c¢. Die Integrale durch die
Linien a und ¢ sind = 0, das Integral durch b, aber gleich —2 / du, = 27,

die Summe aller also = p2mi. Die Function ¥ wird daher unendlich klein von
der ersten Ordnung in p Punkten der Fliache 7", welche durch n1,72,...,7m,
bezeichnet werden mogen.

Durch einen positiven Umlauf des Punktes (s,z) um einen dieser Punkte
wachst log ¢ um 27, durch einen positiven Umlauf um das Schnittpaar a, und
b, um —27i. Um daher die Function log ¢ allenthalben eindeutig zu bestimmen,
fithre man von jedem Punkte 7 einen Schnitt durch das Innere nach je einem
Linienpaar, von 7,, den Schnitt /,, nach a, und b,, und zwar nach ihrem gemein-
schaftlichen Anfangs- und Endpunkte, und nehme in der dadurch entstandenen
Flache T* die Function allenthalben stetig an. Sie ist dann auf der positiven
Seite der Linien [ um —2mi, auf der positiven Seite der Linie a, um g, 27t und
auf der positiven Seite der Linie b, um —2(u, — e,) — h,27wi groBer, als auf der
negativen, wenn g, und h, ganze Zahlen bezeichnen.

Die Lage der Punkte n und die Werthe der Zahlen g und h hangen von
den Grofen e ab, und diese Abhéngigkeit 148t sich auf folgendem Wege néher

bestimmen. Das Integral | logddu,, um 7™ positiv herum erstreckt, ist = 0,
da die Function log ¥ in T stetig bleibt. Dieses Integral ist aber auch gleich der
Summe der Integrale / (log¥* —log ¥~ )du, durch sémmtliche Schnittlinien /,

a, b und c und findet sich, wenn man den Werth von w, im Punkte n, durch
oY) bezeichnet, = 2mi Z al¥) + hymi+ Z oy — e+ k|,

v 1%

worin k,, von den GréBen e, g, h und der Lage der Punkte  unabhéngig ist.
Dieser Ausdruck ist also = 0.

Die Grole k, hangt von der Wahl der Function u, ab, welche durch die
Bedingung, an dem Schnitte a, den Periodicitétsmodul 77, an den iibrigen
Schnitten a den Periodicitdtsmodul 0 anzunehmen, nur bis auf eine additive
Constante bestimmt ist. Nimmt man fiir u, eine um die Constante c, groBere
Function und zugleich e, um c, gréfier, so bleiben die Function ¥ und folglich

die Punkte n und die Gréen g, h ungeéndert, der Werth von u, im Punkte 7,

aber wird ag/) +c¢,. Es geht daher &, in k, — (p — 1)c, liber und verschwindet,

“w

Wenn ¢, = —- 1 genommen wird.

Man kann folglich, wie fiir die Folge geschehen soll, die additiven Constan-
ten in den Functionen u oder die Anfangswerthe in den sie ausdriickenden Inte-
gralen so bestimmen, daf$ man durch die Substitution von u, — Z ozl(f) fiir v,
in log¥(v1, ... ,vp) eine Function erhélt, welche in den Punkten 7 logarithmisch
unendlich wird und, durch T™* stetig fortgesetzt, auf der positiven Seite der Lin-

P
ien [ um —27i, der Linien ¢ um 0 und der Linie b, um —2 | u, — Za(y”)>

1
grofler wird, als auf der negativen. Zur Bestimmung dieser Anfangswerthe wer-
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den sich spéter leichtere Mittel darbieten, als der obige Integralausdruck fiir
k.

23.

Setzt man (uy,us, ... up) = (ol ol .. o)

der Functionen u (§. 15), also

p—1 p—1 p—1
(v1,v2, ..., 0p) = (Zagm’ ,Zagu), Zag/)),
1 1 1

nach den 2p Modulsystemen

so wird ¥ = 0. Wird umgekehrt ¥ = 0 fiir v, = 7, so ist (ri,r2,...,7p)
p—1 p—1 p—1

einem Grofensysteme von der Form (— Zagy) - Zozé”), ceey — Zaé‘”)
1 1 1

congruent. Denn setzt man v, = u, — osz) ) 4 r,, indem man 7, beliebig wéhlt,

so wird die Function ¥ aufler in 1, noch in p—1 andern Punkten unendlich klein
von der ersten Ordnung, und bezeichnet man diese durch 11,12, ... ,7p—1, S0 ist

p—1 p—1 p—1

<_ Zaly)7 — Zaéy), e, — Zafﬁ) = (r1,72,...,7p)-
1 1 1

Die Function 9 bleibt ungedndert, wenn man siammtliche Groéflen v in’s Ent-
gegengesetzte verwandelt; denn verwandelt man in der Reihe fiir ¥(v1, ve, . .., vp)
sdémmtliche Indices m in’s Entgegengesetzte, wodurch der

Werth der Reihe ungeédndert bleibt, da —m, dieselben Werthe wie m,, durch-
lauft, so geht ¥(v1,vo,...,vp) dber in ¥(—vi, —va, ..., —vp).

p—1 p—1
Nimmt man nun die Punkte 1y, 12, .. ., m,—1 beliebig an, so wird (— Z agy)7 e, — Z a](g”)> =
1 1

p—1 p—1
0 und folglich, da die Function 9 wie eben bemerkt gerade ist, auch Z a§”>, ey Z aé”) =
1

1
0. Es lassen sich also die p — 1 Punkte 1,, 7,41, ...,72p—2 so bestimmen, dafl

p—1 p—1 2p—2 2p—2
(S B ) = (- Sk )
1 1 p P
und folglich

2p—2 2p—2
(Z oY a§”>> =(0,0,...,0)
1

1

ist. Die Lage der p — 1 letzten Punkte hdngt dann von der Lage der p — 1
2p—2

ersten so ab, dafl bei beliebiger stetiger Aenderung derselben Z dozgr”) =0 fir

1
7 =1,2,...,p, und folglich sind (§. 16) die Punkte 7 solche 2p — 2 Punkte, fiir
welche ein dw unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, oder wenn man den
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Werth des Gréfienpaars (s, z) im Punkte 7, durch (0,,(,) bezeichnet, so sind
(01,G1), - - -, (02p—2, C2p—2) durch die Gleichung ¢ = 0 verkniipfte Werthenpaare

(8. 16).

Bei den hier gewdhlten Anfangswerthen der Integrale w wird also

2p—2 2p—2
(Z ugy),..., Z uz()”)> = (0,0,...,0)
1

1

wenn die Summationen Gber sémmtliche von den Griflenpaaren (7y,,0,) (§. 6.)
verschiedene gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F' = 0 und der Gleichung
c1p1 + capa + -+ + cpp = 0 erstreckt werden, wobei die Constanten Gréfien c
beliebig sind.

Sind €1,€9,...,&m m Punkte, fiir welche eine rationale Function £ von s
und z, die mmal unendlich von der ersten Ordnung wird, denselben Werth
annimmt, und u&“), S, 2y die Werthe von uy, s,z im Punkte €,, so ist (§. 15)

m m m
(Z u(lu), Z ug”), ey Z u](f‘)> congruent einem constanten, d. h. vom Werthe
1 1 1

der Gréfle ¢ unabhéngigen GroBensysteme (b1, be, ..., bp), und es kann dann fiir
jede beliebige Lage eines Punktes ¢ die Lage der iibrigen so bestimmt werden,

daB <Z u&“), o Zuz()“)> = (b1,...,bp). Man kann daher, wenn m = p,
1 1

(u1—b1,...,up—b,) und, wennm < p, | us — pi?agy) — b1, up — pizmag’) — bp>
fiir jedle beliebige Lagle des Punkts (s, z) und der ]; — m Punkte n auf die 1Form
— ”i 04(1'/), ey — ”i aé”) bringen, indem man einen der Punkte £ mit (s, 2)
zusanllmenfallen léﬁtl, und folglich ist

p—m p—m
0 <u1 — Z agy) — b1, up — Z oz](;’) bp)
1

1

fiir jedwede Werthe des Grolenpaars (s, z) und der p — m GroBenpaare (0,,¢,)
gleich 0.
24.

Aus der Untersuchung des §. 22 folgt als Corollar, daf ein beliebig gegebenes
Groensystem (eq,...,ep) immer einem und nur einem GroBensysteme von

P P
der Form Zalu), . .,Zal(,”) congruent ist, wenn die Function 9(u; —
1 1

é1,...,Up — €p) nicht identisch verschwindet; denn es miissen dann die Punkte
n die p Punkte sein, fiir welche diese Function 0 wird. Wenn aber ﬂ(ugp )~

€1, .- ,uz(;p) — ep) fir jeden Werth von (s, z;,) verschwindet, so 148t sich (uﬁp) -
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p—1 p—1
e, .. .,ul(,p) —ep) = | — Zugy), cee —Zu,@) setzen (§. 23), und es lassen
1 1

sich also fiir jeden Werth des Groflenpaars (s,, 2p) die Gréenpaare (s1, 21), .. -,
(Sp—1,2p—1) s0 bestimmen, daB

P P
(Zugy),...,Zug’)> =(e1,...,ep)
1 1

P
und folglich, bei stetiger Aenderung von (s, z,), Zduﬁ,”) =0 ist flr 7 =

1

1,2,...,p. Die p Groenpaare (s,,z,) sind daher p von den Grofienpaaren
(e, 0,) verschiedene Wurzeln einer Gleichung ¢ = 0, deren Coefficienten so sich
dndern, dafl die tibrigen p — 2 Wurzeln constant bleiben. Bezeichnet man die

Werthe von 1, fiir diese p—2 Werthenpaare von s und z durch uP ™0 o @#+2 u2pP=2
2p—2 2p—2 2p—2

so ist <Z ug'/),..., Z ué”) = (0,0,...,0) und folglich (eq, ..., e,) = <_ Z ug”) .

1 1 p+1
Umgekehrt ist, wenn diese Congruenz stattfindet,

2p—2 2p—2
ﬂ(u(lp) fel,...,uép) —ep) =10 (Z ug'/),..., Z ué’”) =0.
P P
Ein beliebig gegebenes Groffensystem (e1, ..., ep) ist also nur einem Grofien-

P P
v . .
systeme von der Form g ag ), cee E aé’”) congruent, wenn es nicht einem
1 1

p—2 p—2
Grofiensysteme von der Form | — Z alu), ey — Z ozl(,”)> congruent ist, und
1

1
unendlich vielen, wenn dieses stattfindet.

P P p P
Da ¢ (ul—Zagu),...,up—Zafg“O :19(Zagu)—ul,...72a§“)—up>,
1 1 1 1

so ist ¢ eine ganz dhnliche Function wie von (s, z) auch von jedem der p Gréfen-
paare (0, (). Diese Function von (o, (,) wird = 0 fiir das Werthenpaar (s, z)
und fiir die den tibrigen p — 1 GroBenpaaren (o, () durch die Gleichung ¢ = 0
verkniipften p — 1 Punkte. Denn bezeichnet man den Werth von w, in diesen
Punkten mit 57(r1), 7(3), oo, BT S0 st

~ W - W = ) =
(S S = (- St )
1 1 1

1
und folglich ¥ = 0, wenn 7, mit einem dieser Punkte oder mit dem Punkte
(s, z) zusammenfallt.
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25.

Aus den bisher entwickelten Eigenschaften der Function 1 ergiebt sich der Aus-
druck von log ¥ durch Integrale algebraischer Functionen von (s, 2), (01,(1), - .,

(Uvap)'

p P
Die Grofe log (u?) - Za&“), . ) — log ¥ (ugl) - Zagm, . ) ist, als
1 1

Function von (o, (,) betrachtet, eine Function von der Lage des Punkts 7,
welche im Punkte e, wie —log({,, — z1), im Punkte €5, wie log((,, — 22) unstetig
wird und auf der positiven Seite einer von €; nach g5 zu ziehenden Linie um
2mi, auf der positiven Seite der Linie b, um 2(u,(,1) - u,(,2)) grofer ist, als auf
der negativen, aufler den Linien b und der Verbindungslinie von £; und &5 aber
allenthalben stetig bleibt. Bezeichnet nun 7(*) (g1, e5) irgend eine Function von
(04, ¢,), welche auBer den Linien b ebenso unstetig ist und auf der einen Seite
einer solchen Linie ebenfalls um eine Constante grofler ist, als auf der andern,
so unterscheidet sie sich (§. 3) von dieser nur um eine von (o, {,,) unabhéngige

P
Grofle, und folglich ist sie von Z?T(“) (e1,€2) nur um eine von sammtlichen
1

Groflen (o, ¢) unabhingige und also blo8 von (s1,21) und (s2,22) abhangende
GroBe verschieden. 7" (g1, e5) driickt den Werth einer Function (e, e3) des
§. 4 fir (s,z) = (ou,(u) aus, deren Periodicitdtsmoduln an den Schnitten a
gleich 0 sind. Aendert man diese Function

P
um die Constante ¢, so dndert sich Zw(“) (e1,€2) um pc; man kann da-

1
her, wie fiir die Folge geschehen soll, die additive Constante in der Function
m(e1,€2) oder den Anfangswerth in dem sie darstellenden Integrale dritter Gat-

P
tung so bestimmen, daf log¥® — log¥() = Zw(“)(sl,sg). Da ¥ von je-

1
dem der GroBenpaare (o,¢) auf dhnliche Art, wie von (s, z) abhingt, so kann
die Aenderung von logd, wenn irgend eins der Groflenpaare (s,z), (o1,¢1),

.+, (0p,¢p) eine endliche Aenderung erleidet, wiahrend die ibrigen constant
bleiben, durch eine Summe von Functionen 7 ausgedriickt werden. Offenbar
kann man also, indem man nach und nach die einzelnen Groflenpaare (s, z),
(01,¢1), - .., (0p,Gp) dndert, log¥ ausdriicken durch eine Summe von Functio-
nen 7 und log ¥(0,0,...,0) oder dem Werth von log ¥ fiir ein beliebiges anderes
Werthensystem. Die Bestimmung von log9(0,0,...,0) als Function der 3p — 3
Moduln des Systems rationaler Functionen von s und z (§. 12) erfordert dhnliche
Betrachtungen, wie sie von Jacobi in seinen Arbeiten iiber elliptische Functionen
zur Bestimmung von ©(0) angewandt worden sind. Man kann dazu gelangen,
indem man mit Hiilfe der Gleichungen

00 0% 99 020

= 72 = 5
day,, — Ovg Oay,  0v,0vy

wenn 1 von pu' verschieden ist, die Differentialquotienten von log® nach den
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Grofien a in

durch Integrale algebraischer Functionen ausdriickt. Fiir die Ausfithrung dieser
Rechnung scheint jedoch eine ausfiihrlichere Theorie der Functionen, welche
einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten gentigen,
no6thig, die ich nach den hier angewandten Principien néchstens zu liefern be-
absichtige.

Ist (s2,22) unendlich wenig von (si, z1) verschieden, so geht 7(e1,e2) iiber
in dz1t(e1), worin t(g1) ein Integral zweiter Gattung einer rationalen Function

von s und z ist, welches in €, wie unstetig wird und an den Schnitten a

zZ— 2z
den Periodicitdtsmodul 0 hat; und es ergiebt sich, dal der Periodicitdtsmodul
(1)

v

eines solchen Integrals an dem Schnitte b, gleich 2 ist und die Integra-

tionsconstante sich so bestimmen 148t, daf§ die Summe der
dlog M)

Werthe von ¢(e1) fir die p Werthenpaare (01,¢1), - - -, (0p, () gleich o
1
dlog M)
[
p—1von (oy,(,) verschiedenen Gréfenpaaren (o, () durch die Gleichung ¢ =0
verkniipften p—1 Werthenpaare und fiir das Werthenpaar (s, z), und man erhélt

fur

wird. Es ist dann gleich der Summe der Werthe von ¢(n,,) fir die den

log 91 P Hlog @
loe v o+ 3" 218 e, — dog 0,

021 o 1 6Cu

einen Ausdruck, welchen Weierstraf§ fiir den Fall, wenn s nur eine zweiwerthige
Function von z ist, gegeben hat (d. J. Bd. 47 S. 300 Form. 35).

Die Eigenschaften von m(e1,e2) und t(e1) als Functionen von (s1,21) und
(82,22) ergeben sich aus den Gleichungen

1
m(e1,82) = , (log ﬁ(ugz) —puq,...) —log 19(u§1) — puq,.. ))

und
B lalogﬁ(ugl) —pug,...)

t(El ) 321 s

dlog ¥
21

welche in den obigen Ausdriicken fiir log 92 —log ") und
Fille enthalten sind.

als specielle

26.

Es soll jetzt die Aufgabe behandelt werden, algebraische Functionen von z als
Quotienten zweier Producte von gleichvielen Functionen d(u; — eq,...) und
Potenzen der Grofien e* darzustellen.
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Ein solcher Ausdruck erlangt bei den Uebergéngen von (s, z) tiber die Quer-
schnitte constante Factoren, und diese miissen Wurzeln der Einheit sein, wenn
er algebraisch von z abhangen und also bei stetiger Fortsetzung fiir dasselbe z
nur eine endliche Anzahl von Werthen annehmen soll. Sind alle diese Factoren
ute Wurzeln der Einheit, so ist die ute Potenz des Ausdrucks eine einwerthige
und folglich rationale Function von s und z.

Umgekehrt 148t sich leicht zeigen, dafl jede algebraische Function r von z,
die innerhalb der ganzen Fliache T’ stetig fortgesetzt, allenthalben nur einen
bestimmten Werth annimmt und beim Ueberschreiten eines Querschnitts einen
constanten Factor erlangt, sich auf mannigfaltige Art als Quotient zweier Pro-
ducte von ¥-Functionen und Potenzen der Gofsen e* ausdriicken 148t. Man
bezeichne einen Werth von w,, fiir r = co durch 3, und fiir » = 0 durch v, und
nehme logr, indem man von jedem Punkte, wo r unendlich von

der ersten Ordnung wird, nach je einem Punkte, wo r unendlich klein von der
ersten Ordnung wird, eine Linie durch das Innere von T” zieht, aufler diesen Lin-
ien in 7" allenthalben stetig an. Ist dann log r auf der positiven Seite der Linie
a, um g, 27 und auf der positiven Seite der Linie b, um —h, 27i grofer, als auf
der negativen, so ergiebt sich durch die Betrachtung des Begrenzungsintegrals

/ log r du,,
Z'Yu - Z Bu = guTi+ Z huau,y

fir u =1,2,...,p, worin g, und h, nach dem oben Bemerkten rationale Zahlen
sein miissen und die Summen auf der linken Seite der Gleichung iiber simmtliche
Punkte, wo r unendlich klein oder unendlich grofl von der ersten Ordnung wird,
auszudehnen sind, indem man einen Punkt, wo r unendlich klein oder unendlich
grof} von einer hoheren Ordnung wird, als aus mehreren solchen Punkten beste-
hend betrachtet (§. 2). Wenn diese Punkte bis auf p gegeben sind, so lassen sich
diese p immer und allgemein zu reden nur auf eine Weise so bestimmen, dafl die
2p Factoren €927 ¢~hv27i geoehene Werthe annehmen (§§. 15, 24).
Wenn man nun in dem Ausdrucke
767

P 23 hyuy
)

worin P und @ Producte von gleichvielen Functionen (u1 - Z agn)7 .. .)4 mit

demselben (s, z) und verschiedenen (o, () sind, die Werthenpaare von s und z,
fiir welche r unendlich wird, fiir GroéBenpaare (o,¢) in den ¥-Functionen des
Nenners und die Werthenpaare, fiir welche r verschwindet, fiir Groflenpaare
(0,¢) in den ¥-Functionen des Zahlers substituirt und die tibrigen Groenpaare
(0,¢) im Nenner und im Zé&hler gleich annimmt, so stimmt der Logarithme
dieses Ausdrucks in Bezug auf die Unstetigkeiten im Innern von 7’ mit logr
iiberein und &ndert sich beim Ueberschreiten der Linien a und b, wie logr, nur

4 Editorial note: The superscript is printed as a roman (n); elsewhere Riemann writes (v).
Kept as printed.
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um rein imaginére ldngs diesen Linien constante Grofien; er unterscheidet sich
also von log r nach dem Dirichlet’schen Princip nur um eine Constante und der
Ausdruck selbst von r nur durch einen constanten Factor. Bei dieser Substitu-
tion darf selbstredend keine der ¥-Functionen identisch, fiir jeden Werth von z,
verschwinden. Dieses wiirde geschehen (§. 23), wenn sémmtliche Werthenpaare,
fiir welche eine einwerthige Function von (s, z) verschwindet, fiir Grofilenpaare
(0,¢) in einer und derselben ¥-Function substituirt wiirden.

27.

Als Quotient zweier ¥-Functionen, multiplicirt mit Potenzen der Groéfien e,
148t sich demmnach eine einwerthige oder rationale Function von (s,z) nicht
darstellen. Alle Functionen r aber, die fiir dasselbe Werthenpaar von s und z
mehrere Werthe annehmen und nur fiir p oder weniger Werthenpaare unendlich
von der ersten Ordnung werden, sind in dieser Form darstellbar und umfassen
alle in dieser Form darstellbaren algebraischen Functionen von z. Man erhélt,
abgesehen von einem constanten Factor, jede und jede nur einmal, wenn man

m
s (Ul — gl’]Ti — Z hl,alyl,, .. >

672 >, vwhy
’19(’()1, e ,’Up)

p
fiir h, und g, rationale dchte Briiche und w, — Z a(y“) fir v, setzt.

1
Diese Grofe ist zugleich eine algebraische Function von jeder der Grofien ¢

und die (im vor. §.) entwickelten Principien reichen vo6llig hin, um sie durch die
Groflen z, (1, ..., (p algebraisch auszudriicken.

In der That: Als Function von (s,z) nimmt sie, durch die ganze Flache T”
stetig fortgesetzt, allenthalben einen bestimmten Werth an, wird unendlich von
der ersten Ordnung fiir die Werthenpaare (01,¢1), ..., (0p,(p) und erlangt an
dem Schnitte a,, beim Uebergange von der positiven zur negativen Seite den
Factor e92™ an dem Schnitte b,, den Factor e~"?7*: und jede andere dieselben
Bedingungen erfiillende Function von (s, z) unterscheidet sich von ihr nur durch
einen von (s,z) unabhéngigen Factor. Als Function von (o,(,) nimmt sie,
durch die ganze Flache T’ stetig fortgesetzt, allenthalben einen bestimmten
Werth an, wird unendlich von der ersten Ordnung fur das Werthenpaar (s, z)
und fiir die den tbrigen p — 1 Groéfenpaaren (o, () durch die Gleichung ¢ = 0

verkniipften p—1 Werthenpaare (0%"), C:E“)), e (Uz()li)l, C;()li)l) und erlangt an dem
Schnitte a,, den Factor e~9v2™ an dem Schnitte b, den Factor ¢"#?™%; und jede

andere dieselben Bedingungen erfiillende Function von (o, (,) unterscheidet
sich von ihr nur durch einen von (o, (,) unabhéngigen Factor. Bestimmt man
also eine algebraische Function von z, (i, ...,

f((SwZ); (01;C1)7 te (UP’CP))
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so, daf} sie als Function von jeder dieser Grofien dieselben Eigenschaften besitzt,
so unterscheidet sie sich von dieser nur durch einen von sémmtlichen

GroBen z, (1, . . ., (p unabhéngigen Factor und wird also = Af, wenn A diesen
Factor bezeichnet. Um diesen Factor zu bestimmen, driicke man in f die von
(0,Cu) verschiedenen Grofenpaare (o,() durch (agﬂ),d”)), e (az(fi)l?CZ()’i)l)
aus, wodurch er in

9((00,Ga); (5,2), (01,¢tM), o (@, ¢))

iibergehe; offenbar erhilt man dann den inversen Werth der darzustellenden

1
Function und also einen Ausdruck, welcher = VY sein muf}, wenn man in Ag

fur (o, () das Grofenpaar (s, z) und fiir die Gré8enpaare (s, z), (ag’*), C{”)), -
(az(fi )1, C;,’i )1) die Werthenpaare von (s, z) substituirt, fiir welche die darzustel-
lende Function und also f = 0 wird. Hieraus ergiebt sich A% und also A bis
auf das Vorzeichen, welches durch directe Betrachtung der ¥-Reihen in dem
darzustellenden Ausdrucke gefunden werden kann.

Gottingen, 1857.
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