Sur les courbes tracées sur les surfaces algébriques,

Par H. Poincaré.

I. — Introduction.

On sait quelle est, pour la théorie des surfaces algébriques, I'importance d’un
théoreme récemment démontré par MM. Enriques, Castelnuovo et Severi. D’apres
ce théoréme, le nombre des intégrales de différentielles totales de premiére es-
pece dépend de lirrégularité de la surface, c’est-a-dire des systémes continus
algébriques, non linéaires, de courbes algébriques qu’on peut tracer sur cette
surface.

Je me suis proposé de trouver une nouvelle démonstration de ce théoreme
en me placant & un point de vue purement transcendant. Ce qui fait 'intérét
de cette démonstration, c’est qu’elle montre la dépendance entre le nombre de
ces intégrales de différentielles totales de premiere espéce, et le nombre et la
distribution de certaines valeurs de y que j’appelle critiques et qui jouent un
grand role dans I’analyse qui va suivre. Le nombre de ces intégrales de premiere
espece dépend également de la différence entre le genre p des sections planes
de la surface et le nombre des surfaces d’ordre n — 3 qui passent par la courbe
double de la surface.

Les mémes considérations conduisent également & une classification des courbes
algébriques tracées sur une surface.

Bien que je ne fasse, la plupart du temps, que retrouver des résultats déja
connus, j’ai pensé qu’il n’était pas inutile de les aborder par une voie nouvelle
et par conséquent sous un aspect nouveau.

II. — Définition des fonctions v;.

Soit f(z,y,z) = 0 équation d’une surface algébrique; coupons cette surface par
un plan variable y = const. et soit

U:/Rd—x (1)

®

une intégrale abélienne de premiere ou de deuxieéme espece relative a la courbe
d’intersection
f =0, y=const. (2)

Nous supposons que R est une fonction rationelle de z,y et z; toutes les
intégrales de la forme (1) peuvent se mettre sous la forme suivante:

U= P1U1 + pP2u2 + ...+ P2pU2p + H, (3)
ou p est le genre de la courbe (2); ug, ug, . .., ug, sont 2p intégrales particulieres
de la forme (1); p1, p2,. .., p2p sont des fonctions rationnelles de y; II est une



fonction rationnelle de x,y, z. Nous poserons

u; = /Ri(zlz),

dx
u; = /Ri?,

pour définir les 2p intégrales abéliennes particulieres uj, ug, ..., ugp. Mais pour
en achever la définition, il faut se donner les limites d’intégration. L’hypothése
la plus simple est que les deux limites d’intégration sont deux valeurs fixes de
x, indépendantes de y et que nous appellerons zy et z1, et nous supposerons
d’abord que le chemin d’intégration entre xq et x; est également indépendant de
y. Dans ces conditions, I'intégrale (1) est une fonction de y, et la différentiation

que j’écrirai aussi

sous le signe / nous donne

dU  [[d (R\df d (R\df]dx
dy—/[dy@dz‘dz(ﬁ)dyb' @)

Cette expression est encore une intégrale de premiere ou de deuxiéme espeéce
de la forme (1) et peut, par conséquent, se mettre sous la forme (3); mais comme
nous avons maintenant affaire non plus a des intégrales indéfinies, mais a des
intégrales définies, il faut, dans lexpression (3), remplacer II par II; — Iy, Il
et II; représentant les résultats de la substitution dans II de zg et de 1 a la

du;
place de . Pour obtenir d—z, il suffit de remplacer R par R; dans ’équation
Y
(4); nous obtiendrons ainsi

dui
dy

= prun + phus + ...+ phyusy, + 117 — TTj; (5)

pi étant la valeur de py et II° celle de II qui correspond au cas de R = R;.
Jécrirai cette équation sous la forme

Au,; =TT} — 11}, (5 a)

en posant, pour abréger,

= = =

dui i i
dy —pur — ... — p2pu2p.

La méme équation subsistera si les points zg et z; restant fixes, le chemin
d’intégration xgxq, au lieu de demeurer invariable, se déforme d’une maniére
continue quand y varie; cela ne change rien en effet a l'intégrale u;. Supposons
maintenant que xg se confonde avec x; et que le chemin d’intégration se ré-
duise & un contour fermé; alors u; représente une des périodes de l'intégrale
correspondante; et I'on a IT; = Il et



C’est la ’équation dont M. Picard a si fréquemment fait usage dans ses
recherches sur les surfaces algébriques.

Supposons maintenant que la limite supérieure x;, au lieu d’étre indépen-
dante de y, varie avec y de facon que le point x1,y,2; décrive une certaine

du;
courbe algébrique C située sur la surface. Soit d—z la dérivée de Uintégrale u;
Y
8ui
Y

calculée en supposant que le point x1,y, 21 reste sur la courbe C; et la

dérivée calculée en supposant que x; reste constant; on aura

dui o 8u1 8u1 d.’El .

dy 8y+8x1 dy’

5, Dous sera donné par I’équation (5), c’est-a-dire qu’on aura
Y

Ju; i i i
By =Zpu—|—H1 — II;.
D’autre part,
aui o E
ox  f!

Ju;
est une fonction rationnelle de z,y, z et, pour avoir a—l, il suffit d’y remplacer
1
T et z par z1 et z1; si
o(z,y) =0

est I’équation de la projection de la courbe C sur le plan des zy, on aura
Oz pyla1,y)
Ay eh(z1,y)’

ce qui est encore une fonction rationnelle de z; et y, de sorte que

Ou; Ox i i
8$1 87; =M (‘rluyazl) = Ml

est une fonction rationnelle de z1,y, z1. Notre équation peut donc s’écrire
Au; = M} +11% — I}, (5 c)

Dans le second membre, nous avons donc la différence d’une fonction ra-
tionnelle de x1,y, z1 et d’une fonction rationnelle de zq, y, zg.

La courbe C' coupe le plan y = const. en un certain nombre de points vari-
ables (m points par exemple). Soient x1,y, z1; T2,Y,22; ...} Tm,Y, Zm, CES M
points. Nous pouvons considérer m valeurs de l'intégrale, en la prenant depuis
la limite inférieure fixe xq, jusqu’a I'un de ces m points comme limite supérieure.
Soient



ces m valeurs; nous envisagerons leur moyenne arithmétique
1 1 2 m
v; = E(uZ +ui +...Fu).

Il est clair qu’on aura _ _
Avi =H"— %Ja (5 d)

ou H; désigne la moyenne arithmétique des m expressions

Mi(9917y721) + Hi(xlvyazl),
Mi(x%yv'z?) + Hi(anysz),

Mi(xﬁhya Zm) + Hi(xﬂ“myv Zm)

Nous remarquerons que H* est une fonction rationnelle de y.

Nous allons maintenant traiter la limite inférieure d’intégration comme nous
avons traité la limite supérieure. Nous supposerons que le point zq,y, 2o qui
sert de limite inférieure, au lieu d’étre tel que xg = const., décrive une courbe
algébrique Cj; on aura alors

Au; = M{ + 114 — M — 11,

M¢ étant formé avec la courbe Cy et le point zg, y, 2o comme M; avec la courbe
C et le point z1,y, 2.

Si la courbe Cy coupe le plan y = const. en mq points variables, nous
désignerons par v; la moyenne arithmétique des mmyg intégrales u; calculées
en prenant pour limite inférieure 'un des myg points d’intersection du plan
y = const. avec la courbe Cj et pour limite supérieure I'un des m points
d’intersection de ce méme plan avec la courbe C'; on aura, d’ailleurs,

/ "
v =v; — v,

ou v, désigne la moyenne arithmétique des m intégrales ou la limite supérieure
est 'un des m points de C et la limite inférieure une valeur fixe X, et ou v/
désigne la moyenne arithmétique des mg intégrales ou la limite supérieure est
I'un des mg points de Cj et la limite inférieure la méme valeur fixe X.

Nous voyons ainsi qu’on a

1 i | T 1 i LT
Av; = poey Z(M1 +107) = — Z(MO +11),

mo

ol Z(Mf +11%) est la somme des m fonctions analogues relatives aux m points

de C et ol Z(Mé +11) est la somme des mg fonctions analogues relatives aux
mg points de Cy. Mais

1 . . 1 _ _
— M:+11%) = H;,, — Mi+118) = H?
- Z( 1 +11) p— Z( o +115) i



sont des fonctions rationnelles de y; nous arrivons donc a 1’équation linéaire
0
AUZ‘ZH,'—Hi7 (56)

ou le second membre est une fonction rationnelle de y.

On peut remplacer la courbe Cy par un ou plusieurs points fixes de la fagon
suivante:

Revenons aux coordonnées homogenes, et soit

fla,y,2,t) =0

I’équation de la surface en coordonnées homogenes. Celle du plan y = const.
deviendra % = const.; cela posé, la droite y = t = 0 appartiendra a la fois a tous

Y . .
les plans = = const.; elle coupera la surface en un certain nombre de points,

égal au degré de la surface et nous pourrons, sans restreindre essentiellement
la généralité, supposer que tous ces points sont distincts. Prenons 'un de ces
points pour limite inférieure; ce point sera un point a U'infini de la courbe (2),
caractérisé par des valeurs infinies de xy et de zy et par une valeur finie du

rapport ;—0; la variable y restant finie, mais variant quand le plan % = const.
tourne autoour de la droite y =t = 0. La limite inférieure correspond ainsi a une
valeur fixe de g et H? se réduit & un seul terme M¢+1I}, qui se réduit lui-méme
a II§, parce que M¢ = 0; si en effet on donne & xg et zy des valeurs infinies,
dont le rapport est fini et donné, IT;(xzg,y, 20), est évidemment une fonction
rationnelle de y.

Nous pouvons encore prendre la moyenne arithmétique de myg intégrales dont
la limite inférieure est 1'un des points d’intersection de la surface avec y =t = 0.
Supposons, par exemple, que la surface soit de degré 5, et que A, B, C, D, E
soient les cinq points d’intersection avec y =t = 0. Nous pourrons prendre, par
exemple, mg = 10, en admettant que quatre des limites inférieures se confondent
avec A, 3 avec B, 2 avec C, 1 avec D, ou faire toute autre hypothese analogue.
On aura alors

1 7 7
H?:m—OZHO; M¢ = 0.

Nous prendrons le plus souvent m = myg, ce qui est toujours possible, en
prenant, par exemple, pour la courbe Cy, m fois I'un des points d’intersection
de la surface avec la droite y =t = 0.

III. — Propriétés des fonctions v;.

Reprenons les fonctions v; définies dans le paragraphe précédent; la courbe
C sera une courbe algébrique rencontrant les plans y = const. en m points
variables; la courbe Cj sera remplacée par un des points d’intersection de la
surface avec la droite y = i = 0' pris m fois; ce point, je I'appellerai O. Les

L Editorial note: Printed y = ¢ = 0; an apparent misprint for y = ¢t = 0 as established on
page 60 and in the preceding paragraph.



expressions
Ui, U2, ceey Up

seront des intégrales de premiere espéece; nous laisserons de coté les intégrales de

deuxieéme espece Up41, Up+t2, - - -, Ugp €t les fonctions correspondantes vp11, Vpt2, - - -

Les fonctions
Ry, Ry, ..., R,

seront des polynomes entiers en x et z de degré n — 3 si n est le degré de la
surface; ce seront des fonctions rationnelles de y; elles s’annuleront sur la courbe
double de la surface.

Si lon élimine vpy1,Vpt2,...,v2p entre les équations (5 e) du paragraphe
précédent, on obtiendra un systéme de p équations du second ordre, linéaires,
a coefficients rationnels et a second membre rationnel. Examinons de plus pres
les propriétés de ces fonctions v1, v, ..., Vp.

Quand y décrit un contour fermé, ces fonctions se changent en

1 1 1
’U1+*Ql, Ug-i-fﬂg, ey ’Up—l—pr,
m m m

Q; étant 'une des périodes de U'intégrale uq, et 2; la période correspondante de
lintégrale w;. Si les p équations du second ordre déduites des équations (5 e)
par I’élimination de vpi1,...,vq, s’écrivent

D(v;) = Si, (1)

ot D(v;) est une expression linéaire (& coefficients rationnels en y) par rapport
aux v; et a leurs dérivées des deux premiers ordres, et ou S; est rationnel en y,
les €2; satisferont aux équations sans second membre

D(€;) = 0. (2)

Quelles seront les valeurs de y qui serviront de points de ramification? Parmi
les plans y = const. il y en aura qui seront tangents a la surface; soit y = yg I'un
de ces plans; il coupera la surface suivant une courbe qui aura un point double
de plus que l'intersection de cette méme surface avec le plan y = yg + € et qui
sera, par conséquent, seulement de genre p— 1. Ce sont les valeurs yy qui seront
les points de ramification en question.

Mais il convient d’examiner d’un peu plus pres la nature des diverses singu-
larités qui peuvent se présenter. Considérons nos p intégrales abéliennes u; et les
2p périodes normales de la premicre et de la deuxiéme série. Soit iy ++/—1al;,
la kieme période normale de la premiere série de wu; et soit Bix + /—15), la
k'°™¢ période normale de la deuxiéme série de u;. Considérons, d’autre part, les
expressions

ar =Y (mik + pi0d); b =Y (B + HiBik),
o =Y (i +vjal); =) (i +ViBi);



la fonction
Z(akdk — bkck) = F(M, ul, v, V/)

est une forme bilinéaire par rapport a u, i’ et & v, qui s’annule :
o — I .
1° Quand on a p; = v, p;, = v,

7
2° Quand on a pu; = /=1, v, = +/—1v; ; car alors ag, by, ¢k, dj; sont les
périodes normales des deux intégrales abéliennes

Z i Us, Z Vill.

3° Faisons maintenant
_ / _ !
Hi =V, Vi = — Uy,

de sorte que
Fp,—v,v,p) = @(p,v)

devienne une forme quadratique en u et en v. Il est aisé de voir que dans ce cas
ar +v—1ck, b+ +vV—-1dx

sont les périodes normales de 'intégrale
U= Z(MZ +v-1 l/i)ui.

Donc, en vertu d’un théoréme connu, notre forme ® est égale a l'intégrale

double
//
dx

étendue a la surface de Riemann tout entiére (do représentant le produit de la
partie réelle par la partie imaginaire de dz).

Cela posé, nous pouvons avoir une singularité :

1° Si 'une des périodes s’annule a la fois pour toutes les intégrales u;, ou
plus généralement si 'on peut trouver des entiers my, m}, tels que

)Z mk(aik + \/jla;k) + Zm;g(ﬁzk + \/jlﬁz/k)

o, 3)

devienne plus petit que toute quantité donnée, et cela simultanément pour toutes
les intégrales u;. Cette condition peut s’énoncer autrement ; elle signifie que
le déterminant & 2p lignes et 2p colonnes formé avec les « et les o/, les 8 et
les 8’ devient nul. Or, le discriminant de la forme ® est égal au carré de
ce déterminant. Ce discriminant doit donc s’annuler. 11 existe donc des valeurs
réelles de u et de v, différentes de zéro, pour lesquelles la forme ® est nulle, pour
lesquelles par conséquent I'intégrale U est telle que I'intégrale double (3) s’annule
et comme tous les éléments en sont positifs, telle que % soit identiquement
nul. Donc, la condition nécessaire et suffisante pour que la circonstance en



question se produise, c’est qu’il existe des nombres A = p+ /—1v, tels qu’on
ait identiquement

1
m (MR1+ 2R+ ...+ M\R,) =0.
(#)
Les valeurs de y pour lesquelles il en sera ainsi s’appelleront valeurs critiques
et nous dirons pour préciser que cette valeur critique appartient a 'intégrale

Le cas le plus simple est celui ou la surface n’ayant pas de courbe double on

) (n=1)(n—2)

b= 9

Nous pouvons supposer alors qu’on a
R; = piM;,

p; étant une fonction rationnelle de y et M; un monome entier de degré n — 3
au plus en z et z. On devra avoir alors

Aipi
(%)
dz

Si nous laissons d’abord de co6té le cas ou y est infini, nous pouvons écrire
cette équation sous la forme

=0.

Aipi = 0.

Toutefois tous les A; ne pourront pas étre nuls a la fois ; il faut donc que
I’'un au moins des p; s’annule. Les valeurs critiques de y sont celles qui annulent
l'un des p;.

De plus y = oo peut étre valeur critique ; pour nous en rendre compte,
passons aux quatre coordonnées homogenes z,y, z, t, et soit

®)

nous obtiendrons l'expression correspondante en coordonnées homogenes en

écrivant J Md
ui:/F(z’y,gﬁ:/u,
tt /) dt (j—f)

ou pM doit étre homogene de degré n — 2, et, par conséquent, p homogéene
de degré n — 2 — ¢ si le monome M est de degré g. Ainsi p sera une fonction
rationnelle homogene de degré n —2 — g en y et t ; si 'une des fonctions p; ainsi

2

an apparent misprint for d% or 4.

2 Editorial note: Printed 2Z; 7

dt’



rendues homogenes s’annule pour ¢t = 0, c’est que y = oo doit étre regardée
comme une valeur critique.

Comme on a ¢ £ n—3, le degré de p; est toujours positif ; donc p; s’annulera
toujours, soit pour ¢ = 0, soit pour une valeur finie de ¥.

Il y a donc toujours des valeurs critiques de y. En revanche, on peut toujours
choisir les fonctions p;, de telle sorte que ces valeurs critiques soient telles valeurs
de y qu’on voudra.

Plus généralement, prenons

Rk dx
Uk = )
I
/1 sera homogene de degré n — 1 et Ry de degré n — 2 en x,y, 2,t, et 'on aura
Ry = piM;,

les M; étant les mémes monomes en x et t et les p;r étant des fonctions ra-
tionnelles homogenes en y et t. Les valeurs critiques de y nous seront alors
données en écrivant que le déterminant des p; [qui a p = W lignes
et autant de colonnes] s’annule. Comme ce déterminant est une fonction ra-
tionnelle homogéne en y et t de degré positif, il est certain qu’il y aura des
valeurs critiques.

Supposons maintenant que la surface ait une courbe double d’ordre d de telle
e (= 1Dn—2) (= 1n—2)

n—1)(n-—2 n—1)(n—-2
p= 5 d, p< 5 ;

3 le nombre des Ry sera alors plus petit que celui des M; ; les p;. doivent
étre choisis de fagcon que les Ry s’annulent sur la courbe double. Pour avoir
les valeurs critiques de y il faut écrire que les déterminants contenus dans le
Tableau p; (Tableau ou il y a plus de colonnes que de lignes) s’annulent tous a
la fois. Il peut alors tres bien se faire qu’il n’y ait pas de valeur critique, car il
peut arriver que ces déterminants ne puissent s’annuler tous a la fois.

Quelques exemples le feront mieux comprendre : soit une surface du qua-
trieme ordre avec une droite double (p = 2). Les surfaces R, = 0 devront couper
le plan y = const. suivant des droites (n — 3 = 1) rencontrant la droite double.
Elles seront d’ailleurs du second ordre ; or, par la droite double, on peut mener
deux plans linéairement indépendants

P1 = 0, P2 = 0,
ce qui nous permet d’écrire
Ry =5,P, Ry;=5P.

S1 et Sy étant deux polynomes du premier degré en y et en t, on aura donc
deux valeurs critiques pour S7 = 0, et pour S5 = 0.

3 Editorial note: In the first fraction the digit 2 in (n — 2) has a defective or battered
baseline in print.



Supposons, au contraire, que notre surface du quatriéme ordre ait deux
droites doubles ne se rencontrant pas (p = 1) ; la surface Ry = 0 devra couper
le plan y = const. suivant des droites rencontrant les deux droites doubles,
elle sera d’ailleurs du deuxiéme ordre, c’est donc un paraboloide s’appuyant
sur ces deux droites. Comme ce paraboloide est indécomposable et comme par
conséquent son équation ne peut pas étre identiquement satisfaite pour une
valeur constante de y, il n’y a pas de valeur critique.

Comme troisieme exemple, supposons une surface du sixiéme ordre admet-
tant une biquadratique double et une droite double ne la rencontrant pas ; on
a

p=5 n—-2=4 n-3=3.

Les surfaces Ry = 0 sont du quatrieme ordre, elles doivent couper les plans
y = const. suivant des cubiques rencontrant les deux courbes doubles. Nous
devons rechercher s’il existe des surfaces du troisieme ordre passant par ces
courbes doubles. Soient

Y1=0, S=0, P=0, P=0

les équations de la biquadratique et de la droite doubles, les ¥ étant du deuxieme
ordre et les P du premier. Cela nous fait quatre surfaces du troisieme ordre
distinctes passant par ces courbes

21P1:0, 21P2:0, 22P1:O, EQPQZO;
nous pourrons prendre
Ry = 5%1P1, Ry=05%1P, R3=053%:P, Ri=530P;

les S étant des polynomes du premier degré en y et t ; les valeurs critiques
correspondantes seront les zéros des S. Mais cela ne fait que quatre Ry ; comme
p = 5 il en existe une cinquiéme, indépendante des quatre autres et qui ne peut
étre mise sous cette forme. Il y a donc une intégrale abélienne pour laquelle il
n’y a pas de valeur critique.

On voit par 1a quelle relation il y a entre le nombre des valeurs critiques d’une
part, et, d’autre part, la différence entre le genre p et le nombre des surfaces
d’ordre n — 3 passant par les courbes doubles. Cela est d’autant plus important
que ce nombre est 1ié, comme on le verra plus loin, a celui des intégrales de
différentielles totales de premiere espece. Mais cette discussion ne serait pas
compléte si nous ne parlions ici des valeurs critiques apparentes.

Supposons, par exemple, que f = 0 soit un cone du troisieme degré ayant
son sommet a 'origine. On pourra écrire alors

(ay + Bt) dx
u = f’
z
la valeur critique est donnée par ay + St = 0 ; nous pouvons la choisir arbi-
trairement, prenons donc ay + 5t =y,

ydz
U= 7

10



La valeur critique y = 0 devient alors apparente. Nous avons démontré
que, si 'une des périodes s’annulait (ou plus généralement si 'on peut former
des périodes de module aussi petit qu’on veut), on a une valeur critique de y
annulant identiquement u ; mais nous n’avons pas démontré la réciproque. Ici
I'intégrale est homogene de degré zéro en x,y, z ; les périodes w ne dépendent
pas de y, donc elles ne s’annulent pas quand y prend la valeur zéro qui n’est
qu’une valeur critique apparente.

Supposons maintenant que la surface f = 0 admette, a ’origine, un point
conique ou le cone tangent soit de genre p’ > 0 et de degré h. Considérons nos
p intégrales
Ry, dx

I

Nous supposerons que Ry soit divisible par y de facon que y = 0 soit une
valeur critique apparente ou effective.

Posons

U =

r=C8y, z=Cy; [=y"o, Rip=y"Sk,
et, en effet, aprés ce changement de variables, f deviendra divisible par y" ;
quant a* Ry, qui était déja divisible par 3, nous supposerons qu’il devient divis-
ible par y* apres le changement de variables, et que Sy n’est pas divisible par
y ; il vient alors
/ yﬂ—h—i-QSk df
U = -
¥¢
Siu > h —2,la valeur y = 0 est une valeur critique effective pour notre
intégrale ; si u = h — 2, ce n’est qu'une valeur critique apparente ; si u < h — 2,
ce sera une de ces valeurs pour lesquelles uy, devient infini et que nous appellerons
bientot valeurs critiques de la deuziéme sorte. Ces exemples suffiront pour faire
comprendre ce que nous entendons par valeur critique apparente.
Je dis qu’on peut toujours choisir les R; de telle sorte qu’une valeur donnée
Yo ne soit pas critique. Ecrivons, en effet,

ou Y est un polynome homogene de degré v en y et en ¢, le méme pour toutes
les fonctions R;, et ou P; = 0 est une surface de degré n 4+ v — 2 passant par la
courbe double. Supposons que yg soit critique d’ordre h, c’est-a-dire qu’il y ait

)

q combinaisons linéaires des P;, Z )\gk P;, qui soient divisibles par (y — yo)**

et de telle sorte que Z a = h.
Nous poserons alors

(6973
A(.’“PF(H)) ABP (k=1.2,....q),
Z ‘ Y= Z ’ ( Y

S up =3 P (k=1,2,....p—q),

4 Editorial note: Printed “quand &”.
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les p étant des coefficients choisis de telle sorte que le déterminant des A et des
p ne soit pas nul. Nous formerons les R}, les i, les u} avec les P/, comme les
R;, les p;i et les u; le sont avec les P;.

Comme yq est critique d’ordre h, tous les déterminants tirés du Tableau des
pir sont divisibles par (y — yo)" sans I’étre par une puissance plus élevée. Les
déterminants tirés du Tableau des pj, s’obtiendront en multipliant les détermi-
nants correspondants du Tableau des p;; par le facteur

<yy1>2ak _ <yy1>h.
Y—% Y—Y

Ces déterminants ne sont donc pas tous divisibles par y — yg, ce qui veut
dire que yo n’est pas critique pour les /.

C.Q. F.D.

2° Nous appellerons wvaleurs critiques de la deuriéme sorte les valeurs de
y pour lesquelles I'une des expressions R devient identiquement infinis®. Ce
sont dans les cas ou il n’y a pas de courbe double les infinis des p;, et plus
généralement ce sont les zéros du dénominateur Y ; ce dénominateur pouvant
étre choisi arbitrairement, les valeurs critiques de la deuxiéme sorte peuvent étre
choisies arbitrairement. Nous verrons au paragraphe 8 qu’on peut s’arranger
pour qu’il n’y en ait aucune.

3° Nous appellerons enfin valeurs singuliéres des y celles qui sont telles que le
plan y = const. soit tangent a la surface, ou plus généralement que la courbe K,
intersection de la surface par ce plan, ait un genre plus petit que p. Il arrivera,
en général, que ces valeurs singuliéres seront des points de ramification pour les
périodes considérées comme fonctions de y. Cela ne peut avoir lieu que si une
période devient nulle ou infinie ; si la valeur singuliére n’est pas en méme temps
critique, il ne peut y avoir de période nulle, donc il doit y avoir une période
infinie.

Dans le cas d’un plan tangent ordinaire, on peut, en choisissant les périodes
d’une fagon convenable, les ranger dans ’ordre suivant :

Wi, w2, ) Wap,
qui se changent respectivement en
w1 + w2, wa, ceey Wop,

quand y tourne autour de la valeur singuliére ; la premiére w; devenant seule
infinie.

Les valeurs critiques pouvant étre choisies arbitrairement, nous pouvons tou-
jours supposer qu’aucune valeur n’est a la fois singuliére et critique; toute valeur
qui n’est ni singuliere, ni critique sera ordinaire.

Cela posé : 1° dans le voisinage d’une valeur ordinaire, les fonctions v et
les périodes w sont des fonctions holomorphes de y; 2° dans le voisinage d’une

5 Editorial note: Printed “infinis”; grammatically “infinie”.
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valeur singuliere, il peut arriver que
U1, Vg, ceey Up

cessent d’étre des fonctions holomorphes de y, mais on pourra trouver un sys-
teme de périodes de nos p intégrales u;, a savoir :

Q, Qo .., Qp,

tel que
1 1 1
’Ul—f—le, U2+*QQ, ey ’Up—‘rfﬂp
m m m

restent holomorphes. En effet, v; est la moyenne arithmétique des intégrales wu;
prises depuis un point de Cy jusqu’au point correspondant de C, et le long de
certains chemins d’intégration. Si, quand y prend la valeur singuliere, aucun
de ces chemins d’intégration ne va passer par le nouveau point double (point
de contact de la surface avec le plan y = const.) les fonctions v; resteront
holomorphes. Si 'on remplace les chemins d’intégration par d’autres, les v; se
changeront en

1
v + — €,
m

Q; étant une période. Or, on peut toujours trouver des chemins d’intégration
qui ne passent pas par le nouveau point double. Donc on peut toujours trouver
une période telle que les v; + %QZ restent holomorphes.

Ce raisonnement se trouverait en défaut dans deux cas : 1° si la courbe
C' allait passer par le nouveau point double, les chemins d’intégration devant
aboutir a ce nouveau point double ne pourraient étre tracés de fagon a I’éviter; 2°
si la courbe K, se décompose et si I'un des points d’intersection de K, et de Cy
est sur I'une des composantes pendant que le point d’intersection correspondant
de K, et de C est sur 'autre. Il ne serait pas alors possible d’aller de I'un a
l'autre en restant sur la courbe K, et sans passer par I'une des intersections des
deux composantes, c’est-a-dire par I'un des nouveaux points doubles. 11 est aisé
d’éviter ces deux cas exceptionnels. Car ils ne se présenteront, pour une méme
surface et pour une méme courbe C, que pour un certain choix des axes des
coordonnées, choix qu’il sera toujours possible d’éviter.

Les différentes déterminations de la fonction v; sont, nous I’avons vu, toutes
de la forme v; + %Qi; on remarquera cependant que je n’ai pas dit que 'une des
déterminations des v; doit rester holomorphe, parce que je ne sais pas si toutes
les expressions v; + %Ql peuvent s’échanger entre elles, ni par conséquent si
elles sont toutes des déterminations des v;.

3° Qu’arrive-t-il prés d’une valeur critique yo de la premiere sorte que nous
supposerons non linéaire. On pourra trouver entre les R; une relation linéaire

ZaiRi =0,

ou les « sont des coefficients constants et qui sera identiquement satisfaite pour
Y = Yo, quels que soient = et z; en d’autres termes pour y = yo, les R; cesseront
d’étre linéairement indépendants.
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Mais nous pouvons choisir des fonctions rationnelles o, (y) dont le détermi-
nant ne soit pas nul pour y = yg et telles qu’en posant

/
= E o Ry,

la valeur y = yo critique pour les R; ne le soit plus pour les R} ; nous avons dit,
en effet, qu’on peut choisir les R de telle fagcon qu'une valeur déterminée de y
ne soit pas critique. Si alors on désigne par u), les intégrales analogues aux u;
et par v}, les fonctions analogues aux v; formées avec les Ry, on aura

I 2 : ! 2 :
Uy, = TikUsg, UV = OikV;.

La valeur y = yo n’étant pas critique pour les R}, les v; devront rester
holomorphes pour y = yg; on en conclut que non seulement les v; doivent rester
holomorphes, mais que I’expression Z @;v;, correspondant a 'intégrale Z ;iU
a laquelle appartient spécialement la valeur critique, doit s’annuler pour y = .

4° Dans le voisinage d’une valeur critique de la deuxiéme sorte, les choses
se passent de méme; on peut trouver des fonctions rationnelles o;j telles que la
valeur ne soit plus critique pour les R) = Z o R;. Alors les v), doivent rester
holomorphes, mais les v; peuvent devenir infinies.

En résumé, si yy est une valeur critique, de telle sorte que Z a; R; soit divis-

ible par (y —yo)", Z a;v; devra étre divisible par (y —yo)"; si yo est une valeur
critique de la deuxiéme sorte, les v; pourront devenir infinis du méme ordre que
les R;. Nous dirons alors que les fonctions v; se comportent réguliérement.

Si, par exemple, la surface f = 0 est du troisieme degré, on n’aura qu’'une
intégrale de premiére espece que j’écrirai, par exemple,

u:/y(yfl)dx,
(y—2)f1 "

ses deux périodes seront w et w’.
Si on laisse de c6té les valeurs singuliéres, pour toutes les valeurs de y autres
que 0, 1 ou 2, v, w et w’ restent finis; pour y = 0 ou 1, v, w et w’ s’annulent

de facon que 2 et % restent finis; pour y = 2, v, w et w’ deviennent infinis de

facon que = et 7 restent finis.

Il nous reste une derniere remarque a faire. Soient y1,ya, . . ., yq les différentes
valeurs singulieéres de y. Joignons-les & I’origine par des coupures Q1, @2, ..., Qq.
Supposons que ces coupures ne se rencontrent pas mutuellement et qu'un mo-
bile qui décrirait un cercle de rayon tres grand les rencontre successivement dans
I’ordre numérique des indices. Supposons que quand on franchit la coupure @y,
v; se change en v; + %Ql Il arrivera nécessairement que, quand on franchira
successivement toutes les coupures Q1,Q2, . . ., Qq, v; reviendra a sa valeur prim-
itive.

Supposons, pour simplifier, trois coupures seulement ()1, Q2, @3, et suppri-
mons l'indice i. Quand on franchira @1, Q2 ou @3, v se changera respectivement
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en v + %9(1)7 v+ %Q(z), v+ %Q(s); quand on franchira Q,, Q) se changera
en V@0 quand on franchira Qs, Q2 se changera en ' et QM en QM) et
alors, quand on franchira successivement les trois coupures, v se changera en

vt L L@ 4 ),
m

et I’on devra avoir
O O (4)

Encore une remarque : M. Picard a montré que par une transformation
birationnelle on peut toujours ramener une surface a une autre ne possédant
d’autre singularité qu’une courbe double avec des points triples et que les seules
valeurs singulieres de y sont alors celles pour lesquelles le plan y = const., est
tangent a la surface. Nous pourrons toujours choisir les axes de coordonnée de
telle sorte que ces plans tangents soient des plans tangents ordinaires. Alors la
fagon dont se comportent les périodes est particulierement simple. Soit

/ "
Wi, Wiy Wi,

les périodes de u;; on pourra toujours choisir les périodes normales de telle sorte
que w;, wy, ..., ne change pas quand y tourne autour de la valeur singuliére tandis
que w; (qui devient infini logarithmiquement pour cette valeur), se change en
w} + w;. Quant a wu; il se change en u; + pw;, ol p est un entier qui dépend de
la détermination choisie pour u;.

Nous dirons que y = yo est pour u; une valeur critique du n
les diverses périodes ; de l'intégrale u; y deviennent nulles ou infinies du n
ordre au plus; il faut alors que v; y devienne nulle ou infinie du n'*™® ordre au
moins ; et c’est 14 une autre maniere d’énoncer les conditions 3° et 4°. Une
valeur critique d’ordre n > 1 peut étre regardée comme obtenue par la réunion
de n valeurs critiques du premier ordre par la méme convention que pour les
racines multiples des équations algébriques.

Quand des fonctions v; satisferont aux conditions énoncées dans le présent
paragraphe nous dirons qu’elles sont normales.

ieme ordre, si

ieme

IV. — Courbes correspondant aux fonctions v;.

Réciproquement, je suppose qu’il existe un systéme de fonctions vy, vs,...,vp,
qui soient normales, c’est-a-dire qui satisfassent aux conditions suivantes :

1° Elles seront fonctions holomorphes de y sauf pour les valeurs singuliéres
ou critiques ;

2° Dans le voisinage d’une valeur singuliere, elles pourront devenir infinies
ou cesser d’étre uniformes ; mais il existera une période €2; telle que

1
v; + 791
m

6 Editorial note: In the printed text '®) is set for Q’(l); an apparent misprint, as the
argument and equation (4) require Q’ (D). Kept here as printed.
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reste holomorphe ;

3° Dans le voisinage d’une valeur critique, les rapports % resteront holo-
morphes.

Je dis qu'’il existera une courbe algébrique C' correspondant a cette fonction.

Nous pourrons d’abord toujours supposer m = p, puisque nous pourrions
multiplier notre fonction par la constante %. Nous savons maintenant que si I’on

considere une courbe algébrique de genre p et si uj, ug, ..., u, sont les intégrales
de premiére espece correspondante, si vq, v2, ..., v, sont des constantes données,
on pourra toujours définir les abscisses x1,2,...,z, de p points de la courbe

par les p équations

T xro ZTp
/ dui—i—/ dui—l—...—i—/ du; =pv; (1=1,2,...,p). (1)
29 9 9

1 2 P

Les limites inférieures d’intégration 9,...,}, sont choisies une fois pour
toutes d’une fagon arbitraire.

1° Les équations (1) déterminent les inconnues xi,zs,...,x, d'une fagon
univoque ;

2° 11 y a exception pour certains systémes exceptionnels de valeurs des con-
stantes v; ; ces systémes exceptionnels correspondent aux cas ou les p points
My, My, ..., M, dont les abscisses sont x1,z2,...,, sont sur une méme ad-
jointe d’ordre n — 3 ;

3° Les solutions des équations ne changent pas quand les seconds membres
pv; augmentent d’une période.

Appliquons cette régle au cas qui nous occupe. Prenons d’abord, d’apres

notre convention,
0
p?

=2=... =2
de telle fagon que le point d’abscisse #{ qui sert de limite inférieure soit I'un des
points d’intersection de la surface avec la droite y =t = 0.

Substituons ensuite aux v; les fonctions du systéme envisagé. Quand y vari-
era, les points My, M, ..., M, d’abscisses x1, %2, ..., T, vont se déplacer sur la
surface et engendrer une certaine courbe que j’appelle C.

Quand y décrira un contour fermé autour d’une des valeurs singuliéres, il y
aura d’apres I’hypotheése des périodes €; telles que les v; + %Qi restent holo-
morphes ; mais quand y tourne autour d’une valeur singuliere, €2; se change en
Q; — Qf, Q) étant une autre période. Alors v; devra se changer en v; + %Q;,
c’est-a-dire que les deuxiémes membres des équations (1) augmenteront d’une
période. Donc, le systeme des points My, M, ..., M, reviendra a sa situation
primitive.

Il résulte de la que la courbe C' coupera le plan y = const. en p points mobiles
seulement. Mais il ne s’ensuit pas nécessairement que la courbe C' soit une
courbe algébrique et surtout une courbe algébrique de degré p. En effet, elle peut
passer par les points qui appartiennent a tous les plans y = const., c’est-a-dire
par les points d’intersection de la surface f = 0 avec la droite y =t = 0. Soient
Ajq,As, ..., A, ces n points d’intersection ; si le point Ay est pour la courbe C'
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un point multiple d’ordre gy, et que py soit fini, la courbe C sera algébrique
d’ordre p + Zuk ; si Pun des py est infini, la courbe C' sera transcendante.
Comment déterminer puy, ; soient

A1k, a2k, R Qpl

les valeurs des intégrales wuj,ug,...,u, qui correspondent au point Ay ; nous
pouvons remarquer que pour I'un de ces points, A; par exemple, toutes les
quantités a;; sont nulles puisque ce point a été, d’apres notre convention, pris
comme limite inférieure commune de toutes nos intégrales.

Pour que la courbe C passe en Ay, il faut que I'un des points M, M, par
exemple, vienne se confondre avec Ay pour une certaine valeur de y ; on a alors

M1 M2 Mp—l
pvi—aik:/ dui—&—/ dui—l—...—i—/ du;-

Rappelons-nous alors 'une des propriétés fondamentales de la fonction © ;
on peut choisir les limites inférieures d’intégration de telle facon qu’on ait iden-
tiquement (quelles que soient les limites supérieures My, Ma, ..., M,_1),

M Mo My_1

C’est 1a un théoréme bien connu de Riemann. Mais je préfére ’énoncer de
la maniere suivante, de fagon a conserver la convention que nous avons faite
plus haut au sujet des limites inférieures de nos intégrales : On peut trouver des
quantités h; qui ne sont fonctions que de y et pour lesquelles on ait identique-

ment
M1 Mz Mp—l

@(pvi — Q4 — hz) =0. (2)

ou

Mais Riemann a démontré, en outre, que, si I’on considere les 2p — 2 points
d’intersection d’une courbe de genre p avec une adjointe d’ordre n — 3, les points
doubles étant laissés de cOté, et qu’on fasse la somme

3 / " (3)

en étendant la sommation aux 2p — 2 points M en question, on aura

> /M du; = 2h;. (3 bis)

D’autre part, d’apres le théoreme d’Abel, si l'on reprend la somme (3) en
I’étendant cette fois a tous les points d’intersection de la courbe donnée avec
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une courbe quelconque de degré k, on obtiendra une constante. Si, par exemple,
k = 1, cette constante sera Z aik, puisqu’on trouve cette valeur Z a;i quand
on considere, en particulier, la droite y =t =0 ; si kK = n — 3, cette constante

sera
(n—3) Z Qik-

Telle sera donc la valeur de la somme (3) appliquée & toutes les intersections
de notre adjointe d’ordre n — 3, points doubles compris. Je puis donc écrire

2h; +b; = (n—3) Z (273 (4)
ol
M

la sommation étant étendue aux points doubles ; chaque point double nous
donne deux intégrales correspondant aux deux branches de courbe qui passent
par ce point.

Inutile d’ajouter que les équations (3 bis) et (4) et les équations analogues
ne sont vraies qu’a un multiple pres des périodes. L’équation (2) devient alors

1 n—3
C] (pvi — a;i + Ebi - T Zalk> =0. (5)

Dans cette équation l'inconnue est y ; nous avons autant d’équations (5)
que de points Ay, c’est-a-dire n. Si 'ensemble de ces équations (5) possede ¢
racines distinctes, la courbe C' est algébrique et de degré p + ¢ ; si nous avons
une infinité de racines, la courbe C' n’est pas algébrique.

Comment pourrait-il se faire que nous eussions une infinité de racines 7 1l
faut que, dans le voisinage d’une valeur yy de y, ces racines soient infiniment
condensées, de sorte que yy appartienne a l’ensemble dérivé de ’ensemble de
ces racines. Il faut alors que le premier membre de I'une des équations (5) cesse
d’étre algébroide pour y = yo. Nous sommes ainsi conduits a examiner de plus
pres la forme analytique de ces premiers membres.

Les fonctions pv;, aik, b;, Z a;x sont normales, ¢’est-a-dire qu’elles jouissent
toutes de propriétés analogues a celles que nous avons énoncées au début de ce
paragraphe ; seulement le nombre m n’est pas le méme pour toutes.

La fonction © est comme on le sait de la forme suivante :

Z 6P1+P2,

Pr=) muw;, Py= %Zmimkcik ;
les m sont des entiers, les w et les ¢ des variables et des constantes que nous
allons définir.
1° Considérons nos intégrales u; et leurs périodes normales de premiere es-
péce ; soit w;; la jme période normale de u; ; nous introduirons des arguments
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correspondant a ces intégrales et que nous continuerons a appeler u; et nous

poserons
27‘(’\/—1@61‘: E Wi Wy .

Nous devons remplacer ces arguments par les valeurs qui figurent dans
Péquation (5), ce qui nous donne les équations

1 n—3
2myv/—1 <pvi — Qik + §bi - Zaik) = Zwijwja (6)

2

qui définissent les w.
2° Considérons maintenant les périodes normales de deuxieme espece et soit

-ieme

ng la j période normale de deuxiéme espece de u; ; on aura

2V —Twjy, = Y wijcn, (7)

qui définissent les c.

On voit que © est une fonction holomorphe des w et des ¢, et ne cesse de
I’&tre que si les w deviennent infinis, ou si la partie réelle de Py cesse d’étre une
forme définie négative.

Considérons d’abord une valeur ordinaire de y ; pv;, a;x, b; sont des fonctions
holomorphes de y ; il en est de méme des w;; et des w] ;3 de plus le déterminant
des w;; n’est pas nul, sans quoi nous aurions une valeur critique. Donc, en vertu
des équations (6) et (7), w et les ¢ sont des fonctions holomorphes de y ; la
partie réelle de P> ne peut non plus cesser d’étre définie négative, ce qui ne peut
avoir lieu que pour des valeurs critiques. Donc © est une fonction holomorphe
de y.

Soit maintenant une valeur critique non singuliere. Nous avons vu que les
valeurs critiques sont arbitraires, c’est-a-dire qu’on peut remplacer les u; par

d’autres intégrales
up =Y pirtk, (8)

ou les p;; sont des fonctions rationnelles de y, et choisir cette transformation
linéaire de telle sorte que la valeur considérée ne soit plus critique. Nous avons
supposé au début, et ceci est essentiel, que pres d’une valeur critique les v;
se comportent régulierement ; il en est de méme, d’apres le paragraphe 3, des
fonctions a;g, . ... Si donc nous posons, pour un instant,

1 n—3
ui = pi — aig + 5bi — Tzaik; (9)

les u; se comporteront régulierement, et il en résulte que, si 'on considere les u;
comme définis par les équations (9) et les u} par les équations (8), les u} seront
finis.

Mais la transformation linéaire (8) ne change pas les w, ni les ¢. Donc, méme
pour une valeur critique, © est fonction holomorphe de y.

Considérons enfin une valeur singuliere que je puis supposer non critique.
Nous avons vu a la fin du paragraphe 3 qu’on peut supposer que cette valeur
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correspond a un plan tangent ordinaire, et qu’en tournant autour d’elles toutes
les périodes normales reprennent la méme valeur, a ’exception de I'une d’elles
de deuxiéme espéce, wj; par exemple, qui se change en w}; + w;1 ; quant & pu;,
d’apres ’hypothese faite au début de ce paragraphe, il se changera en pv; + kw;1,
k étant un entier. De méme, en vertu des résultats du paragraphe précédent,
a; et b; se changent en a;;, + k'w;1, b; + k"w;1, k' et k' étant des entiers.
Cela, il est vrai, suppose un choix particulier des périodes normales, et ’on
peut concevoir une infinité de pareils choix a chacun desquels correspond une
fonction ©. Peu importe, puisque le théoréme est indépendant de ce choix et
que les valeurs de y, pour lesquelles la courbe C vient passer par 'un des points
A, ne peuvent étre infiniment condensées, dans le voisinage d’une valeur yq,
que si pour y = yo toutes ces fonctions © cessent d’étre holomorphes.
Qu’arrive-t-il alors de

1 n—3
Pﬂi—a¢k+§bi—TZaik?

Cette expression augmentera de

K

Ewila
K étant un entier. Il en résulte, grace aux équations (6), que w; augmente de
Knv/—1 et que les autres w ne changent pas. Quant aux ¢, on voit par les
équations (7) que c; augmente de 2my/—1 et que les autres ¢ ne changent pas.
L’expression P; + P> augmente donc de

1
Kmiv-1+ §m%\/—1.

Si K est impair, e/ T2 ne change pas, et © ne change pas ; si K est pair,
deux valeurs de © s’échangeront quand y tournera autour de sa valeur singuliére ;
soient ©1 et Oy ces deux valeurs ; il s’agit en somme de démontrer que les zéros
du produit

0,0,

ne sont pas infiniment condensés dans le voisinage de la valeur singuliere con-
sidérée.

Le produit ©10, et la somme O + G4 sont des fonctions uniformes de y ; je
dis que ces fonctions restent holomorphes ; et, en effet, €2t et e°! restent des
fonctions holomorphes de y, bien que w; et ¢; deviennent logarithmiquement
infinies ; or, dans le développement de ©105 ou de ©1 4+ 05, wy et ¢; ne figurent
que par les exponentielles e?¥1 et e*. Donc, la fonction © est une fonction
algébroide de y, ce qui s’oppose a ce que ses zéros soient infiniment condensés.

Ainsi, la courbe C, ne pouvant passer par les points Ay qu’un nombre fini
de fois, est algébrique.

C.Q.F.D.

Il importe de remarquer le réle d’une de nos hypothéses. Si pour une valeur
critique v; restait fini, mais sans que les v; se comportent régulierement, la
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courbe C passerait par le point A; une infinité de fois dans le voisinage de cette
valeur critique.

Le théoreme de Riemann, sur lequel nous nous sommes appuyés, suppose
p > 1. Dans le cas de p = 1, il suffirait d’introduire la fonction o de Weierstrass
et de remplacer ’équation © = 0 par 0 = 0 ; rien ne serait d’ailleurs a changer
au raisonnement.

Nous devons, avant de quitter ce sujet, signaler quelques cas particuliers.

1° 11 peut arriver que les p points d’intersection de la courbe C avec le plan
y = const. se réduisent a p fois 'un des points Ag, la courbe C' se réduit alors a
p fois le point Ag. Elle pourrait aussi se réduire, par exemple, & ¢ fois le point
Ay et p — g fois le point A;. Il pourrait se faire aussi que, de nos p points, g
restent constamment confondus avec Ay et que les p — g autres soient variables.

2° Si nous considérons une période w;, par exemple, comme fonction de y,
elle satisfera aux conditions énoncées au début de ce paragraphe. La courbe
C correspondante se réduit évidemment a p fois le point A; qui nous a servi
d’origine ; en effet, en ce point les u; sont égaux a zéro ou a une période.

3° Les équations (1) ne déterminent pas toujours les points z; d’une fagon
univoque ; pour certains systémes exceptionnels de valeurs des v; ces points x;
sont indéterminés. Si les v; ne prennent ces valeurs exceptionnelles que pour
certaines valeurs particulieres de y, il n’y a pas a nous en inquiéter ; il suffira de
lever I'indétermination, en prenant les limites vers lesquelles tendent ces points
x; quand y tend vers une de ces valeurs particulieres. Mais il n’en est plus de
méme si les v; prennent ces valeurs exceptionnelles quel que soit y. Ces valeurs
exceptionnelles n’existent que pour p > 1 ; pour p > 2, on peut satisfaire aux
équations (1) en prenant z; = 9, les autres x étant alors déterminés par les
équations mémes ; la courbe C ne rencontre plus le plan y = const. qu’en p — 1
points mobiles.

V. — Classification des courbes algébriques.

Maintenant se pose la question suivante : Existe-t-il toujours des fonctions nor-
males satisfaisant aux conditions énoncées au début du paragraphe précédent ?
Si elles existent, comment les classer 7 Comment classer par conséquent les
courbes tracées sur la surface ?

Envisageons le plan des y :

Soient 11, n2, ...,y les différentes valeurs singulieres ; joignons ces différents
points a lorigine par des coupures que nous appellerons Q1, @2, . . ., Q. Comme
nous supposons que chacune de ces valeurs singuliéres correspond a un plan
tangent ordinaire, chaque coupure sera caractérisée par le fait suivant : quand y
franchira la coupure Qj, 'une des périodes w® se changera en w®) 4+ (*) ; (k)
étant une autre période, et il y aura 2p — 1 autres périodes qui ne changeront
pas. Alors, la fonction v; devant étre normale, il y aura un nombre entier Ag,
tel que
_ Ak 0

p

Vs
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reste holomorphe en 7y, c’est-a-dire tel que v; se change en v; + %w@)

(k)

%

quand

on franchit la coupure Q. Nous représentons par w, ’ et wgk) les périodes de
u; qui correspondent & w®) et w®).

Remarquons que les nombres A\, ne peuvent pas étre choisis d’une fagon tout
a fait arbitraire ; le choix doit étre fait de fagon & satisfaire & la condition (4)
du paragraphe 3.

Soient maintenant oy, g, ..., a, les valeurs critiques de la premiere sorte ;
soient (1, Ba,..., [, celles de la deuxieme sorte ; nous pourrons toujours sup-
poser que toutes ces valeurs critiques sont du premier ordre de multiplicité ; il
demeure bien entendu que les valeurs critiques effectives entrent seules en ligne
de compte, les valeurs critiques apparentes étant laissées de coté. Les v; se com-
portent régulierement aux points «, et cette fonction peut devenir infinie aux
points 8. Donc v; devra étre de la forme

1 A / (@) dy Ay
vim =y S S +CO; 1
27r\/—1zp o Y-y Zy—ﬁk M)

les Ay, et C étant des constantes. Nous désignons par Y la variable par rapport a
(k))
i

laquelle on inteégre ; I'intégration doit s’étendre a toute la coupure Qy, et (w
n’est autre chose que wgk) ou y est remplacé par Y.

On voit tout de suite que v; satisfait aux conditions relatives aux coupures
Qy ; il reste a voir si 'on peut disposer des constantes arbitraires Ay et C' de
telle facon que les v; se comportent régulierement. Le nombre des parameétres
arbitraires Ay et C est v + 1 ou p(v + 1) pour les p fonctions v; ; celui des
conditions a remplir est le méme que celui des points «, c’est-a-dire y ; comme
ces conditions a remplir sont des équations linéaires en Ay et C' et qu’il est aisé
de voir que le déterminant de ces équations linéaires ne peut s’annuler, on voit
qu’on pourra toujours satisfaire aux conditions pourvu que

0 pl+1). (2)

Si I'inégalité (2) est satisfaite, il existera des fonctions normales et par con-
séquent des courbes C correspondant aux différents systémes possibles de valeurs
des entiers Ay ; mais ces systémes de fonctions normales ne seront que des com-
binaisons linéaires a coefficients entiers d’un certain nombre d’entre elles, que
nous pourrons nommer fonctions normales primitives. Les courbes correspon-
dantes pourront s’appeler courbes primitives et nous verrons bientét sur des
exemples simples comment les courbes non primitives peuvent se déduire des
courbes primitives. Ces courbes primitives ont été rencontrées par une autre
voie par M. Severi (Annales de I’Ecole Normale, t. XXV, p. 449), qui les a
rattachées a l'invariant p de M. Picard.

Les différentes fonctions normales, primitives ou non, forment des systémes
discontinus, et ’on passe de I'un a l'autre en augmentant les \; de nombres
entiers. Mais on peut se demander s’il peut exister un systéme continu de
fonctions normales. Pour un pareil systeme, les nombres A, doivent avoir des
valeurs constantes, puisque ces nombres ne peuvent prendre que des valeurs
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entieres. D’ou il suit que la différence de deux fonctions normales appartenant
a un méme systeéme continu doit étre une fonction rationnelle de y. Cette
différence est elle-méme une fonction normale pour laquelle tous les entiers Ay
sont nuls. Donc, l'existence d’un systéme continu de fonctions normales est liée
a celle de fonctions normales rationnelles.

On peut déja se rendre compte (et nous reviendrons plus loin sur ce point)
que lexistence d’un systéme continu algébrique (non linéaire) de courbes al-
gébriques, tracées sur la surface, est liée a celle d’un systéme continu de fonctions
normales et par conséquent a celle de fonctions normales rationnelles.

Supposons que notre systeme continu de fonctions normales soit ¢ fois infini.
Alors nous pourrons écrire

v; = A1 + Aspio + ..+ Aq@im

A1, Ay, ..., A, étant des constantes arbitraires et les ¢ étant pg fonctions ra-
tionnelles. On pourra alors trouver p? fonctions rationnelles p;i, telles que

> vipir = Ar,

> vipik =0,
sik>q.

Au lieu des intégrales fondamentales

si k < g et que

uy, U2, ...,  Up,
nous pouvons prendre les suivantes :
Ui, Uy ..., Up;

en posant

U, = Z Ui Pik-

Alors le role de v1,v2,. .., v, sera joué par Vi, Va,...,V, ou

Vi = vipik,

et les équations précédentes deviendront
Vi=Ax (k=q), V=0 (k>q).

Avec ce nouveau choix des intégrales fondamentales, nos fonctions normales
se réduisent donc a des constantes ; elles ne peuvent donc devenir ni nulles,
ni infinies, ce qui veut dire qu’il n’y a pas de valeurs critiques au moins de la
premiére sorte.

Nous devons donc conclure qu’il y a g intégrales linéairement indépendantes

Uy, Uz, ..., U,
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pour lesquelles il n’y a pas de valeurs critiques effectives.

D’apres le théoreme de MM. Enriques, Castelnuovo et Severi, dont nous al-
lons donner une démonstration nouvelle dans le paragraphe suivant, I'existence
d’un systéme continu algébrique de courbes algébriques est liée a celle des inté-
grales de différentielles totales de premiére espeéce.

Nous terminerons en donnant quelques exemples, et nous commencerons par
la surface générale du troisieme degré. Le nombre des valeurs singuliéres, c’est-
a-dire des plans tangents menés par la droite y = ¢t = 0, est 3.2.2 = 12. Le
nombre p est égal a 1. L’intégrale unique u; est de la forme

/ pdx
fi
ou p est homogeéne de degré 1 en y et ¢ ; nous pouvons donc supposer qu’il
n’y a pas de valeur critique de deuxieme sorte et une seule de premiere sorte ;
l'inégalité (2) est donc satisfaite. Donc, & tous les systémes possibles des entiers
Ak correspondra une courbe C. Les entiers A\; qui sont au nombre de 12 doivent
étre choisis de fagon & satisfaire & la condition (4) du paragraphe 3. Cela leur

impose deux conditions.
En effet, d’apres cette condition, nous devons avoir

> Mwi =0, (3)

a la signification suivante : lorsqu’on franchit la coupure Qg, v; se
(k)

i

N 1(k
ou wz()

change en v; + A\pw,; ~ et lorsqu’on franchit ensuite successivement les coupures

k - 1(k ez
Qr+1, Qtr2s -+, Qn, wz( ) se change en une autre période wi( ) de Iintégrale u;.
Ici nous n’avons qu’une seule intégrale u; qui n’a que deux périodes fondamen-
tales € et €’ ; nous pouvons donc poser

@™ = e + pke’,

les pui, et les . étant des entiers, de sorte que la condition (3) se décompose en

deux
Z Akplg = Z ety = 0. (4)

Cela ferait donc 12 — 2 = 10 courbes primitives ; mais il y a encore des
déductions a faire, car nous avons vu que certaines fonctions normales ne cor-
respondent pas a des courbes proprement dites, mais a des points. Nous avons
d’abord les deux fonctions normales

qui sont des périodes et qui correspondent par conséquent au point A; qui
nous a servi d’origine ; nous avons ensuite deux autres fonctions normales qui
correspondent aux deux autres points As et A3 d’intersection de la surface avec
la droite y = t = 0. Il faut donc déduire 4 du nombre précédent et il reste
10 — 4 = 6 courbes primitives.
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Il est aisé de voir quelles sont ces 6 courbes primitives. Considérons les 27
droites de la surface. Voici quelles sont les valeurs de u; = vy pour ces 27
droites : soient

Yo Y2 V3 V4 Vs Yoo O

sept quantités liées par la relation 27 = 0. On aura pour %5 = 15 droites
Uy =V1 = =% — %5,

pour 6 droites
up =01 =06+ v,

pour 6 autres droites
up =01 =7 —0

(en tout 15 + 6 4+ 6 = 27 droites). Cela résulte des relations de position de ces
droites. On voit que nous avons en tout 6 arguments elliptiques linéairement
indépendants puisque les 7y sont liés par une relation. Il n’y a donc que 6 de ces
droites qui soient primitives.

Il est aisé de voir sur cet exemple simple comment on peut déduire les courbes
non primitives des courbes primitives. Soient deux courbes C et C’ correspon-
dant respectivement aux fonctions normales vy et v}, il s’agit de construire la
courbe C” correspondant & la fonction normale v; 4+ v} ; pour cela je coupe
par un plan y = const. qui coupe C et ¢/ en M et en M’'. La droite MM’
coupe la surface en un troisieme point N ; je joins N au point A; qui nous a
servi d’origine, la droite N A; coupera la surface en un troisiéme point M" qui
appartiendra & C” et qui engendrera cette courbe quand on fera varier y. Ce
procédé se généraliserait aisément pour le cas plus compliqué ou n > 3, p > 1.

Considérons maintenant la surface générale du quatrieme degré. Le nombre
des valeurs singulieres est 4.3.3 = 36 ; on a p = 3, et par conséquent on a 6
périodes. On aura donc 6 relations analogues a (4) et il resterait ainsi 36—6 = 30
courbes primitives. Nous devons encore en déduire 6 pour les périodes, et 3 pour
les points d’intersection de la surface avec y = t = 0, le point origine étant laissé
de coté ; il reste ainsi 30 — 6 — 3 = 21 courbes primitives. Mais ce n’est la qu'un
maximum, car la condition (2) n’étant pas remplie, il n’est pas certain qu’a tout
systeme de valeur de Ay correspond une fonction normale.

Quels sont en effet les nombres 1 et v 7 Nous pourrons prendre ici (pour les
fonctions R; du paragraphe 2)

Ry =pix, Ry =p2z, R3=ps.

Ces fonctions doivent étre homogenes de degré 2 en x,y, z,t ; donc p; et po
sont des fonctions homogenes de degré 1 en y et ¢, tandis que p3 est de degré 2.
On aura donc

v=0, pu=4

puisque les R ne peuvent devenir infinies, que p; et po s’annulent chacun 1 fois
et p3 deux fois, d’ou
u=4>3=pr+1)
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ce qui n’est pas conforme & la condition (2) ; d’ot il résulte que nos 21 courbes
primitives n’existent pas en général. Ce résultat doit étre rapproché d’un résul-
tat démontré par Nother et d’apres lequel toute courbe tracée sur la surface la
plus générale de degré 4 ou au-dessus est une intersection complete.

Supposons maintenant que notre surface du quatrieéme degré admette une
droite double. Le nombre des valeurs singuliéres se réduit a 20 ; comme on a
2p = 4, n—1 = 3, en faisant les mémes déductions que plus haut, on trouve : 20—
4 — 4 — 3 =9 courbes primitives. Ces courbes primitives existent effectivement
car on peut prendre

Ry =p1P1, Ry=p2D%,

P, =0, P, =0 étant deux plans passant par la droite double tandis que p; et
p2 sont homogenes de degré 1 en y et ¢t de sorte qu’on a

w=2=20+1)=pr+1).

Supposons enfin une surface du quatrieme degré avec deux droites doubles ;
alors p = 1 et 'on peut prendre, pour Ry, le premier membre de I’équation d’un
paraboloide passant par les deux droites ; il n’y a donc pas de valeur critique,
et il existe un systeme continu de courbes C'. 1l est aisé de voir ce que sont ces
courbes, puisque la surface est réglée ; ce sont les génératrices.

Mais je voudrais faire remarquer que, par suite de I'existence d’une intégrale
de différentielles totales de premiére espece, les régles pour la détermination du
nombre des courbes primitives doivent étre appliquées avec discernement, en
tenant compte des circonstances suivantes :

1° Les valeurs singuliéres peuvent n’étre qu’apparentes, parce que dans le
voisinage d’une valeur de y correspondant a un plan tangent, les périodes peu-
vent rester des fonctions holomorphes de y ; c’est ce qui arrive ici, les périodes
étant constantes ;

2° Les périodes w étant constantes rentrent dans le systéme continu de fonc-
tions normales et ne constituent pas des fonctions normales distinctes ;

3° De méme les valeurs de v; relatives aux points d’intersection de la surface
avec y =t = 0 sont des constantes et ne constituent pas des fonctions normales
distinctes.

Remarquons, en terminant, que s’il existe un systéme continu de courbes
algébriques, ce systéme sera forcément algébrique ; et, en effet, ce systeme
étant continu, la courbe la plus générale du systéme sera forcément de degré ou
de genre déterminé et rentrera dans un type déterminé de la classification des
courbes gauches de Halphen (ce sera par exemple une cubique gauche, ou une
biquadratique gauche de genre 1, ou une courbe gauche unicursale du quatrieme
degré, etc.).

De plus, elle devra passer un nombre déterminé de fois par chacun des points
A;.

Or, on pourra écrire ’équation générale des courbes gauches d’un type déter-
miné de Halphen, sous la forme de deux ou plusieurs relations algébriques entre
les coordonnées et un certain nombre de parametres arbitraires. En exprimant
que la courbe est sur la surface, et qu’elle passe un nombre déterminé de fois par
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chacun des points A;, on obtiendra certaines relations entre ces parameétres et
ces relations seront algébriques. Le systéme est donc algébrique; cette remarque
tres simple nous sera utile dans le paragraphe suivant.

VI. — Intégrales de différentielles totales de pre-
miére espece.

Nous avons vu que s’il existe ¢ intégrales u; qui ne possédent pas de valeurs
critiques effectives, il existera un systéme continu ¢ fois infini de fonctions nor-
males et par conséquent un systéme continu algébrique ¢ fois infini de courbes
algébriques tracées sur la surface. Il nous reste a voir que c’est la également la
condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe ¢ intégrales de différentielles
totales de premiére espece, ce qui nous donnera la démonstration du théoréme
de MM. Enriques, Castelnuovo et Severi.

Supposons d’abord qu’il existe ¢ intégrales de différentielles totales de pre-
miere espece. Si dans chacune d’elles nous regardons y comme un parametre
constant, nous voyons qu’elles se réduiront a ¢ de nos p intégrales u;, dont les
périodes seront constantes.

Nous distinguerons donc, parmi les intégrales u;, deux sortes d’intégrales :
les q intégrales U; qui sont celles dont nous venons de parler, et les p—¢q intégrales
V; qui sont les autres.

De méme, nous distinguerons deux sortes de périodes : d’abord celles que
nous appellerons les a; et qui sont nulles pour les intégrales U, puis les périodes
B; dont nous pourrons toujours supposer qu’elles sont linéairement indépen-
dantes en ce qui concerne les U, c’est-a-dire qu’il n’y a entre elles aucune relation
linéaire a coefficients entiers, qui soit vraie pour toutes les intégrales U.

1° Quand y décrira un circuit fermé, «; se changera en «; +; et 8; en 3; +9;,
les v; et les §; étant d’autres périodes. Mais pour les intégrales U, les périodes
sont des constantes; donc les «; et les § doivent s’annuler pour les U; ce sont
donc des combinaisons des .

2° On sait qu’entre les périodes normales de deux intégrales abéliennes on a
la relation bilinéaire

/ /
E <W2iw2i+1 — wy;wait1) = 0,

et si, comme nous le faisons ici, on prend un autre systéme de périodes que le
systeme normal; il y aura une forme bilinéaire F' des périodes des deux intégrales
qui devra étre nulle. La relation

F=0

ZO@S; + Z@C{ =0.

Les «; et les B; sont des périodes de la premiere intégrale, les ¢; et les (;
des combinaisons linéaires de ces périodes; les o, 3], €}, ¢! sont les périodes
correspondantes pour la deuxieme intégrale.

peut s’écrire
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Quand y décrit un contour fermé, «; et B; se changent en ay; + ~v;, 8; + 0,

et de méme ¢; et (; en g; + 0;, (; + 1;; les v, les 4, les 0 et les 1 sont des

P aienna . A ’ AV RS ’ / ’ /

combinaisons des o. De méme o}, f;, €}, (; se changent en «o; + ., B; + J;,

et + 6., ¢ +n,. La forme bilinéaire F' doit demeurer inaltérée, non seulement
comme valeur numérique, mais comme forme algébrique. Or, elle devient

Z el + Z Vigh + Z a;0; + Z if; + Z Bi¢; + Z diGi + Z Bin; + Z 3i1;-

Le coefficient de §; doit rester le méme; or, les v et les § ne dépendent que
des « et pas des 3; on a donc

G =G +m

c’est-a-dire que 7. est identiquement nul; cela veut dire que les (; sont des
fonctions uniformes de y, et comme les périodes sont des fonctions normales, ce
seront des fonctions rationnelles de y et cela pour toutes les intégrales U ou V.

3° Je dis maintenant que pour une intégrale U tous les ( ne peuvent pas
s’annuler a la fois. En effet, la forme F' doit prendre une valeur réelle positive,
si 'on y remplace les variables de la premiere série linéaire par les périodes d’une
intégrale abélienne et celles de la deuxieme série par les imaginaires conjuguées
des périodes de cette méme intégrale. On aura donc

> el +> B¢ >0,

les €¥ et les (¥ étant les imaginaires conjuguées des ¢; et des ¢;. Or, pour U
les a sont nuls; si donc tous les ¢; et par conséquent tous les ¢ s’annulaient,
I’inégalité serait en défaut.

4° Désignons par (i la période ¢; de l'intégrale uy (ol uy est une intégrale
U sik < g, et une intégrale V si k > q), et envisageons les systémes de fonctions
rationnelles de y

G, Gas --os Gipe
Je dis qu’on peut toujours trouver au moins g de ces systémes qui soient
linéairement indépendants (je leur attribuerai les indices i = 1,2,...,q). Je dis

donc que 'on ne pourra avoir, quel que soit I'indice k, une relation de la forme

i=q
Z%‘Qk =0, (1)
i1

les a; étant g coefficients. Sans cela on pourrait toujours trouver une combinai-
son des intégrales U ol toutes les périodes ( seraient nulles. Nous pourrions, en
effet, trouver des coefficients constants by qui satisferaient aux équations

k=q
D obGin=0 (i=12,...,q-1). (2)
k=1
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Si alors on avait une relation de la forme (1), la relation (2) serait encore
vraie pour ¢ = ¢ et pour les autres valeurs de ¢ et 'intégrale Z b Uy aurait

toutes ses périodes ¢ nulles.
Il résulte de la que le systéme

> Xk

ou les A sont des coefficients constants arbitraires, représente un systéeme con-
tinu ¢ fois infini de fonctions normales; or, l'existence d’un pareil systéme est
précisément ce que nous nous proposions d’établir.

La réciproque exige plus d’attention. Supposons qu’il existe un systeme
continu algébrique ¢ fois infini de courbes algébriques. Nous pourrons définir ce
systéme (puisqu'il est algébrique) par ¢ + 1 parameétres

gla 527 LR £q+17
liés par une relation algébrique
w(€17£27"'7£f1+1) :07 (1)

de telle fagon qu’a tout systéme de valeurs des £ satisfaisant & la relation (1)
corresponde une courbe du systeme continu et une seule. Considérons main-
tenant le systéme continu de fonctions normales correspondant. Nous avons vu
au paragraphe précédent qu’on peut choisir les intégrales

ui, Uusg, ey Up,
de fagon que ce systeme de fonctions normales s’écrive

VI=71, V2=172, -..; Ug="%q Ugtl =Ugy2=...=70p=0;

les v étant des constantes arbitraires. Considérons les v comme fonctions des
¢

1° Les 7 ne peuvent jamais devenir infinis, puisqu’il en est ainsi des u; qui
sont des intégrales de premiere espéce et par conséquent des v;;

2° Quand les ¢ reviennent a leurs valeurs primitives, apres un circuit quel-
conque, les pry; se reproduisent a une période pres;

3° Par conséquent, les dérivées partielles des « par rapport aux & sont des
fonctions rationnelles des &; c’est-a-dire que les «y sont des intégrales de différen-
tielles totales de premiére espeéce relatives a la variété (1);

4° Les périodes de ces intégrales de différentielles totales sont des constantes
indépendantes de y, puisque les v sont des constantes indépendantes de y;

5° Si donc les € décrivent un contour fermé quelconque, ou bien pry; revient
a sa valeur initiale, ou bien py; augmente de w;, w; étant une période de u;,
période qui doit étre une constante indépendante de y;

6° Les py; ont au moins 2q périodes effectives distinctes; en effet, représen-
tons I’ensemble des systemes de valeurs des py; qui sont entierement distinctes
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(deux systémes n’étant pas entiérement distincts §’ils différent d’une période).
La représentation devra se faire dans I'espace & 2¢ dimensions, puisque nos co-
ordonnées sont les g parties réelles et les ¢ parties imaginaires des . La région
de cet espace occupée par notre ensemble sera limitée par 2h variétés planes,
paralléles deux & deux s’il y a h périodes; mais elle ne peut s’étendre a l'infini,
puisque les v ne peuvent devenir infinis; c’est donc un prismatoide fermé, qui
doit étre limité par 4q variétés planes, de sorte que nous avons 2q périodes.

7° Supposons que les £ décrivent un circuit fermé, la courbe algébrique du
systeme continu reviendra a sa position primitive. Si elle coupait le plan y =
const. aux points

My, My, ..., My,

L1 (2 s .
et si ug ), ug ), ey uEp ) étaient les valeurs correspondantes de u;, on avait dans

la position initiale
pv; = ulV —|—ul(-2) +... —s—ugp).

7

Dans la position finale, les points M se seront seulement échangés entre eux,

de sorte que les uz(»p ) se reproduiront a l'ordre prés et & une période pres. Donc

pv; se changera en pv; + w;, w; étant une période. On remarquera que

pv1, Ppu2, -eey DPUp
se changeront en
pur +wi, puvs w2, ..., PUp+ Wp;
Wi, Ws, ..., wpy étant des périodes correspondantes.

Il peut arriver que toutes ces périodes soient nulles; il peut arriver aussi que
Wi, Wwa, ceey Wq

ne soient pas nulles, et d’aprés le théoréme ci-dessus (6°) cela arrive de 2¢
manieres linéairement indépendantes. Dans ce cas, d’apres 4° et 5°,

Wi, Wa, ceey, Wy
sont des constantes. D’autre part, comme pvg41,pUqt2, ..., Pvp sont constam-
ment nuls, on aura
Wa+1 = Wg+2 ::wp:O

Donc : il existe au moins 2q periodes’ distinctes qui sont des constantes pour

UL, U, ..., Uqg €t qui sont nulles pour Ugi1, Ugt2, - - -, Up.
8° Cela nous montre que nous nous trouvons dans un des cas de réduc-
tion des intégrales abéliennes. Les intégrales ug41, ug+2, - - -, up sont réductibles

puisqu’elles n’admettent que 2p — 2q périodes distinctes; il en résulte qu’il existe
q autres intégrales réductibles. Voici comment on peut les former :

7 Editorial note: Printed “periodes”.
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L. h i - N PR h
Désignons par wg ) 1 pieme période de u;; d’apres ce qui précede wf ) est une

constante si i < g, h < 2¢® et elle est nulle si s > ¢, h < 2¢; pour qu’il en soit
ainsi, il faut choisir et ordonner convenablement les périodes fondamentales,
sans s’astreindre & choisir des périodes mormales; nous aurons alors entre les
périodes des relations de la forme

1 2 2 1 2 2

F(wz( ),wg )7...,w§ p),w§ ),w; ),...,w]( p)) =0,
F étant une forme bilinéaire, d’une part par rapport aux w;, d’autre part par
rapport aux wj; cette forme joue, par rapport & nos périodes non normales, le
méme réle que la forme
Z(wgzh)w@hﬁ-l) B w(Zh)w(2h+1))’

J J ?

par rapport aux périodes normales.
Soient

une intégrale quelconque et Q) = Z )\iwl(h) ses périodes; nous devrons avoir
F(®, o) =o0.

Nous prendrons j > ¢, de telle sorte que, pour h < 2g, wi™ est nul; il n’y

J
aura donc que 2p — 2q des wj(- ) qui soient différents de zéro; écrivons

FO®M, M) =3 wn®,

(") est un polynome linéaire & coefficients entiers par rapport aux €; on ob-
tiendra les intégrales réductibles, en écrivant

et = (2a+2) = = 1(%) =, (2)

c’est-a-dire en égalant a zéro les coefficients de tous les wﬁ’z) qui ne sont pas nuls.
Cela fera 2p — 2¢q équations entre les €2, c’est-a-dire entre les A\. Ces équations
admettront 2q solutions linéairement indépendantes. Pour particulariser ces
solutions, nous supposerons que Aj, Az, ..., Aq sont tous nuls, sauf 'un d’entre
eux qui est égal & 1, les autres A se déduiront des équations (2). Nous obtiendrons

de la sorte ¢ intégrales réductibles
Ui, Uz, ..., U,

Uy étant caractérisée par ce fait que les ¢ premiers A sont nuls, sauf A\, qui est
égal a 1; on aura alors

O =w (k< q.n<2),

8 Editorial note: Printed “h < 2¢”; the context implies h < 2q.
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car sauf le terme Akwlgh) = wlgh), tous les termes A\;w

(h)

%

(R)

7

s’annulent parce que
Xi=0pouri<gq,etw, ' =0 pouri>q.
Les autres périodes de Uy, sont liées aux périodes Q,(Ch) par les relations (2) qui

sont des relations linéaires a coefficients entiers. Donc, les Q,(Ch) (ou leurs sous-
multiples) sont les seules périodes distinctes de Uy. Donc, toutes les périodes de
Uy, sont des constantes.

9° Alors Uy est une fonction de z,¥, z, qui ne peut devenir infinie, qui se
reproduit & une période constante prés quand x,y,z décrit un circuit fermé
quelconque.

Donc, ses dérivées par rapport a x ou y sont des fonctions rationnelles de
T, Y, 2.

C’est donc une intégrale de différentielles totales de premiere espece. Donc,
notre surface possede g intégrales de différentielles totales de premiere espéce.

C.Q.F.D.

VII. — Systémes linéaires.

Nous allons considérer, d’une fagon plus générale, des courbes C correspondant a
une valeur quelconque du nombre m (c’est-a-dire rencontrant le plan y = const.
en m points mobiles), sans nous astreindre & prendre m = p. Considérons deux
courbes C et C’ correspondant & une méme valeur de m. Je suppose de plus
que les différents points A1, Ao, ..., A, d’'intersection de la surface avec la droite
y =t = 0 sont, pour les deux courbes C et C’, des points multiples d’un méme
ordre de multiplicité.

Si les deux courbes C et C’ appartiennent & un méme systéme linéaire,
le théoreme d’Abel nous montre immédiatement que les fonctions v; sont les
mémes pour les deux courbes. Et nous pouvons en conclure, en particulier,
ce que nous avions admis jusqu’ici comme presque évident, que s’il existe un
systéme continu de fonctions normales au sens des deux paragraphes précédents,
le systéme continu de courbes algébriques correspondant n’est pas un systéme
linéasre.

Soient maintenant C et C’ deux courbes quelconques; soient

m, M1, M2, R Hn
les nombres des points d’intersection mobiles de la courbe C' avec y = const. et
le degré de multiplicité pour cette courbe des points Ay, As, ..., A,; soient

O P T P 18

les nombres correspondants pour C’. Soient v; et v} les fonctions v; pour C et
pour C’.
Soit agk) la valeur de u; au point Ag; si les deux courbes appartiennent a un
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méme systéme linéaire, on aura

mA Y pe=m'+ Y
k k
muv; + Zﬂkag ) — m’vg + Z,u;cag )
Il nous reste & montrer que réciproquement si ces conditions (1) sont rem-

plies, les deux courbes appartiennent & un systeme linéaire. Les deux courbes
C et C’ sont alors de méme degré

M=m+Zu:m’+Zu’.

Nous avons, en outre, la surface donnée qui est de degré n et sa courbe
double qui est de degré d. Par la courbe C' et la courbe double je fais passer
une surface de degré ¢ suffisamment élevée; soit

(1)

F=0

I’équation de cette surface; son intersection avec la surface donnée sera de degré
qn et se composera de C, de la courbe double et d’une courbe @ de degré

qn — M — 2d.

Soit K la courbe d’intersection du plan y = const. avec la surface donnée
f=0.

La surface F' = 0 coupe le plan y = const. suivant une courbe de degré ¢ qui
passe par les d points doubles de K, par les m points mobiles d’intersection de
C, par les gn — M — d° points d’intersection du plan avec @, et qui au point Ay,
a avec la courbe K un contact d’ordre puy — 1.

En vertu du théoréeme d’Abel, la seconde équation (1) signifie qu’on peut
trouver une courbe S dans le plan de K qui soit de degré ¢, qui passe par les m’
points d’intersection mobiles de K et de C’, par les d points doubles de K, par
les gn — M — d'° points d’intersection de Q et de K, et qui au point Ay, ait avec
K un contact d’ordre pj, — 1. Méme si ¢ 2 n on peut en trouver une infinité et
I’on peut lui imposer

(g—n+1)(g—n+2)
2 )
conditions arbitraires. Nous achéverons de déterminer la courbe S en I’assujettissant
a rencontrer w droites données de 1’espace.

Quand on fera varier y, cette courbe S engendrera une certaine surface ® = 0;
cette surface sera algébrique, mais elle peut étre de degré supérieur a ¢, par
exemple ¢ + h; son intersection avec la surface donnée f = 0 se compose alors,
outre la courbe C”, la courbe @ et la courbe double, de h courbes planes

Kla K27 ) th

9 Editorial note: Printed gn — M — d; an apparent misprint for gn — M — 2d, the degree of
Q established in the preceding display.
10 Bditorial note: Printed gn — M — d; an apparent misprint for gn — M — 2d.
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ayant respectivement pour équations
f:y_y1:07 f:y_y2:07 R f:y_yh:()

Formons alors le systéeme linéaire suivant de surfaces algébriques de degré
q+h:
W=y)y—y2)... (y —yn)F + A2 =0,

oll A est un parametre arbitraire.

Ces surfaces coupent la surface donnée f = 0 en un certain nombre de
courbes fixes, qui sont @), K1, K», ..., K}, et la courbe double, et en une courbe
mobile C” de degré M qui se réduit & C pour A =0 et & C’ pour A trés grand;
de sorte que C et C' appartiennent & un méme systéme linéaire. C. Q. F. D.

Indiquons, pour terminer, un procédé qui pourrait aider a 1’étude de ces
systemes linéaires. Adjoignons aux p intégrales de premiere espece

Ui, U2, ceey Up
m — p intégrales quelconques de troisiéme espéce,

Up+1, Upt+2, ---5 Um.

Formons alors les m fonctions wvy,vs,...,v,, relatives & ces m intégrales.
Donnons pour un instant & y une valeur constante; a tout systeme de valeurs
des m fonctions vy, vs, ..., v, correspond un systeme de m points de la courbe
K intersection de f = 0 et de y = const. et un seul; c’est 1a le résultat de
I'analyse que Clebsch et Gordan appellent das erweiterte Umkerproblem*'. Une
courbe coupant K en m points mobiles sera donc définie par ces m fonctions, et
I’on congoit qu’une étude des fonctions vy, vs,. .., v, analogue a celle que nous
avons faite des fonctions vy, v2,...,v, dans les paragraphes 3 et 4, puisse nous
renseigner sur ces systeémes linéaires. C’est ce que je me réserve de faire dans
un Mémoire ultérieur.

VIII. — Nombre des valeurs critiques.

Commencgons par observer que si la surface n’a pas de point conique, il n’y
aura pas de valeurs critiques apparentes. En effet, si yg est une valeur critique
apparente, il y aura une fonction R; qui sera divisible par y — yo, tandis que
I’intégrale correspondante

U, =
' I
’ so. . , ve s Rl dx
n’aura pas toutes ses périodes nulles; il en résultera que I'intégrale W
Y—1Y0)J.

aura des périodes infinies; ce qui ne peut avoir lieu que si la courbe K, intersec-
tion de f =0 et de y = yo, dégénere; il faut donc que le plan y = yy passe par

11 Editorial note: Printed “Umkerproblem” without h; the standard German is
“Umkehrproblem”.
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un point conique ou soit tangent a la surface. Dans le second cas, il suffira de
changer un peu les axes pour que tous les plans tangents menés par y =t = 0
soient des plans tangents ordinaires, et dans ce cas nous avons vu comment les
choses se passent et qu’on n’a pas une valeur critique apparente. Une semblable
valeur ne peut donc exister que dans le cas d’un point conique. D’apres un
théoreme bien connu de M. Picard, nous pouvons toujours nous arranger pour
que la surface n’ait d’autre singularité qu’une courbe double avec des points
triples; par conséquent pas de points coniques; nous n’avons donc plus a nous
occuper de cette question.
Cela posé, soit

P:
Ri = J>
Y

Y étant un polynome entier homogene de degré v en y et ¢, et P; un polynome
homogene de degré n +v — 2 en z, y, z et t, ol « et z n’entrent qu’au degré
n — 3. Les racines de Y = 0 sont les valeurs critiques de la deuxieme sorte; pour
trouver les valeurs critiques de la premiere sorte, il faut chercher les valeurs de
y pour lesquelles les p polynomes P; ne sont pas linéairement indépendants.

Cherchons a former un systeme continu de fonctions normales comme aux
paragraphes 5 et 6; nous aurons

V; = 7, (1)

ol X; est un polynome homogene de degré v en y et en t. Nous avons dans la
formule (1) p polynomes X; de degré v; soit en tout (v + 1)p coefficients; mais
ces coefficients ne sont pas entierement arbitraires. Si yg est une valeur critique

de premiere sorte, telle que Z%‘Pz‘ soit divisible par y — yo, on devra avoir

pour y = Yo
Z ;0 = 07 (2)

ce qui nous donnera entre les coefficients des X; autant de relations qu’il y a
de valeurs critiques de la premiére sorte, soit u; il restera alors ¢ coefficients
indépendants, ce qui nous donnera un systéme continu ¢ fois infini de fonctions
normales, et 'on aura

gz (v+1)p—p (3)

Jécris = parce que les relations (2) peuvent n’étre pas toutes distinctes.

Ce systéme continu ¢ fois infini n’est pas tout a fait le méme que celui que
nous avons étudié au paragraphe 6 et ou (par suite d’un choix particulier des
intégrales u;) toutes les fonctions normales se réduisaient & zéro ou & des con-
stantes; cependant les raisonnements de ce paragraphe 6 (dans la démonstration
de la réciproque) lui seront applicables & peu pres sans changement.

Soit

vi=Y wein (=12...p k=129 (4)

notre systéeme de fonctions normales; les v sont des coefficients arbitraires, les
i des fonctions rationnelles de y; il y aura entre les v; au moins p — ¢ relations
linéaires dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de y; ces relations
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s’obtiendraient en éliminant les y entre les équations (4); soit p — ¢’ le nombre
exact de ces relations, on aura ¢ 2 ¢'. Soient

Zviwik(?}) =0 (5)

les p — ¢’ relations en question.

Les v seront des fonctions des variables £ de la relation (1) du paragraphe 6.
Pour déterminer ces fonctions, il suffisait au paragraphe 6 d’évaluer les valeurs
de v; en donnant a y une valeur déterminée. Pour faire cette détermination, il
faudra ici évaluer les v; pour un certain nombre de valeurs déterminées de y, au
plus v + 1; soient y1,y2, ... ces valeurs.

On verrait, comme au paragraphe 6, que les v ne peuvent devenir infinis,
puisque les v ne peuvent devenir infinis que pour les valeurs critiques de la deux-
iéme sorte et que le choix des valeurs y,¥s2,... étant arbitraire, nous pouvons
toujours supposer que yi, Yz, ... ne sont pas des valeurs critiques. On verrait
ensuite que les v sont des intégrales de différentielles totales de premiere espéece
relatives & la variété (1) du paragraphe 6.

Si les € décrivent un contour fermé, v, augmente de wy et v; de %Qi et 'on
aura

1
-Q; = Zwkgpik (Q; étant une période de u;).
p

Nous aurons, d’autre part, par les relations (5)

Z Qivir(y) = 0. (6)

On verrait, comme au paragraphe 6, que le nombre des périodes en question
est au moins égal & 2¢g. On aura donc p— ¢’ intégrales Z w; ¥ (y) qui auront 2¢
périodes nulles. Il faut donc que g = ¢/, car si 'on avait ¢ > ¢’, le déterminant
a 2p lignes et 2p colonnes formé avec les parties réelles et imaginaires des 2p
périodes de nos p intégrales u; serait nul, et nous avons vu au paragraphe 6 que
cela est impossible pour des intégrales abéliennes non dégénérées.

Cela posé, considérons les diverses valeurs critiques de la premiere sorte; dire
que y = y, est critique, c’est dire qu’il existe des coefficients constants «;y tels

que
> ik

s’annule identiquement pour y = yi; alors de deux choses 'une :
1° Ou bien parmi les expressions E a;,P; on en peut trouver p qui sont
linéairement indépendantes; nous pourrons alors poser

Zaikui :u;cyy__ybk (ka: 1727"'ap)7

b étant 'une des valeurs critiques de la deuxieme sorte; alors

> ainb;

Py=(y-b) E—
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sera un polynome entier puisque Z ;1 P; est divisible par y—yy, et ce polynome
sera divisible par y — b, de sorte que b ne sera plus critique de la deuxiéme sorte
pour le u; on aura donc réduit d’une unité le nombre v des valeurs critiques
de la deuxiéme sorte;

2° Ou bien parmi les expressions Z ;. P; i1 n’y en aura que p— h qui seront
linéairement indépendantes; nous poserons alors

> aiui =y, (i=1,2,...,p; k=1,2,...,p—h),

les autre!? uj, étant définis d'une maniére quelconque. Cela revient a dire que
nous pouvons toujours supposer que dans les expressions Z a;ru; ne figurent
que des u; ou lindice i« £ p — h. Mais les coefficients des polynomes X; sont
assujettis aux conditions

ZaikXiZO pour Yy = Yg.

Dans ces conditions, les h derniers polynomes X ne figurent pas, c’est-a-dire
que les h(v + 1) coefficients de ces polynomes sont arbitraires. Nous avons alors

g=h(r+1)+1

coefficients «y arbitraires, [ étant le nombre des coefficients arbitraires des p — h
premiers polynomes X. Si nous reprenons les équations (4), on verra figurer,
dans les p — h premieres, [ coefficients v distincts et dans les h derniéres h(v +
1) coefficients ~y tous distincts des précédents. En éliminant ces [ coefficients
entre ces p — h équations, il restera au moins p — h — [ relations entre les v;
correspondants; c’est-a-dire qu’en reprenant le nombre appelé plus haut ¢’ on
aura
p—q Z2p—h—1;
d’ou
qzhw+q, q>¢,

ce qui, nous 'avons vu, est impossible. Cette deuxiéme hypothese doit donc
étre rejetée; on peut donc toujours réduire le nombre v des valeurs critiques de
la deuxieme sorte; on peut donc toujours supposer que ce nombre est nul.

Soit donc v = 0; alors ’équation P; = 0 sera celle d’une surface de degré
n — 2 passant par la courbe double et par la droite y = ¢t = 0. Soit d’autre
part 8, le nombre des surfaces d’ordre h qui passent par la courbe double. Les
polynomes X; se réduisent ici a des constantes, et il s’agit de savoir combien,
parmi les relations

D awX; =0, (7)
il y en a de distinctes; ce nombre ne sera autre que p — g. L’équation (7) signifie
que Z ;. P; est divisible par y — yi, et alors I’équation

Y apb ~0
Y— Yk

Sk

12 Bditorial note: Printed “autre”.
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est celle d’une surface d’ordre n—3 passant par la courbe double. Si les équations
(7) ne sont pas distinctes, c’est qu’on a entre les ayy, des relations de la forme

Z)\kaik:() (i:172a"'7p)7 (8)

ce qui entraine l'identité

Z Ak (Z Oéik-Pi) = Z Ae(y — i) Sk = 0. (9)

L’équation (8) étant une identité, I’expression Z Ak (Yo—yx ) Sk sera divisible
par y — yo et ’équation
> Me(yo — yk) Sk
Y~ %Yo
sera celle d'une surface de degré n — 4 passant par la courbe double.

Le nombre des relations (7) distinctes sera celui des surfaces S; = 0, c’est-
a-dire 6,_3, diminué du nombre des relations de la forme (8). Or, & toute
relation de la forme (8) correspondra, comme nous venons de le voir, une surface
adjacente!'® d’ordre n — 4.

Le nombre des relations (8) est donc 6,,—4, et I'on a

=0 (10)

q=p— 9n—3 + 911—4-

Le nombre 6,,_3 — #,,_4 représente le nombre de courbes planes linéairement
indépendantes qu’on peut regarder comme section du plan y = const. par une
surface adjointe d’ordre n — 3.

Le résultat précédent ne différe donc pas de celui de M. Picard (Fonctions
algébriques, t. 11, p. 438).

Nous avons a revenir sur quelques points de détail.

Il faut d’abord établir que toutes les adjointes d’ordre n — 3 sont des com-
binaisons des surfaces Sy = 0. Soit, en effet, S = 0 une pareille adjointe.
L’intersection de cette adjointe par le plan y = const. sera une adjointe d’ordre
n — 3 de la courbe K; on devra donc avoir pour cette valeur de y

S = ZaiPi,

les «v; étant des coefficients finis, sauf pour les valeurs critiques. Ces coefficients
sont des fonctions de y évidemment rationnelles qui ne pourront devenir infinies
que pour les valeurs critiques. Si donc II est un polynome homogene d’ordre p
en y et t qui s’annule pour les valeurs critiques y; et pour elles seulement, on

aura
S = ¢i(y)P,

les ; étant des polynomes homogenes d’ordre u — 1 en y et ¢; on devra avoir,
pour y = Yk,

> eilyr) P =0,

13 Bditorial note: Printed “adjacente”; the context implies “adjointe”.
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ce qui veut dire que @;(yx) = erir, € étant un coefficient constant; d’ou
I'identité
> i(yr) P = ey — yr) Sk

Or, ; étant de degré moins élevé que I, on a

vi(y) _ vi(y)
II Y=Yk
d’ou
S = Z&“kSk.
C.Q.F.D.

Il faut ensuite démontrer que toutes les adjointes d’ordre n — 4 peuvent se
mettre sous la forme (10). Soit en effet T' = 0 une semblable adjointe, et posons,
en vertu du théoréme précédent,

tT = ZskSk, yI = Z&:%Sk;

nous aurons l'identité

Z(Eky - sﬁct)Sk = Z w (Z Oézkpl) =0.

Y — yit
Mais pour toutes les valeurs de y, sauf les valeurs critiques, les P; considérés
comme fonctions de x et de z sont linéairement indépendants. Tous les coeffi-
cients de la relation précédente doivent donc s’annuler, c¢’est-a-dire qu’on a (en
faisant par exemple ¢ = 1)

’
ExY — €
E aikﬁ =0,
— Yk
ERY—cg

et ce doit étre une identité quel que soit y. Cela ne peut avoir lieu que si =

se réduit & une constante \; et 'on a alors
> Mg =0 (i=12,...,p),

ce qui est une relation de la forme (8).

C.Q.F.D.

Nous avons vu au paragraphe 5 qu’on pouvait déduire toutes les courbes
tracées sur une surface d’un certain nombre de courbes primitives; nous avons
donné le maximum du nombre de ces courbes et nous avons dit que ce maximum
est effectivement atteint si une certaine relation (2) du paragraphe 5 se réduisait
a une égalité

p=p(v+1). (11)

Dans le cas contraire, le maximum n’est pas atteint en général. D’apres ce

qui précede la condition (11) est équivalente a la suivante :

0n—4=0.

Ainsi donc le maximum du nombre p des courbes primitives sera atteint
pour les surfaces de genre géométrique nul, il ne le sera pas en général pour les
surfaces de genre géométrique plus grand que zéro.
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