Ueber die algebraischen Functionen einer und zweier
Variabeln.

Note 2. Von Max Noether in Heidelberg. (Mitgetheilt
durch A. Clebsch.)

I.

Man kann eine allgemeine Methode angeben, um eine gegebene Curve mit be-
liebigen singuldren Punkten rational in eine andere zu transformiren, welche
nur gewohnliche vielfache Punkte enthilt. Herr Cayley hat gezeigt?), wie man
die Puiseux’schen Reihenentwicklungen in einem singuldren Punkte einer Curve
benutzen kann, um die einem solchen Punkte in Bezug auf die

1) Vgl. Note 1 in diesen zNachrichtenti, vom 14. Juli 1869.

2) Quarterly Journal of Mathematics, 1866, vol. VII, p. 212.

Irrationalitéit der Curve dquivalente Anzahl von Doppel- und Riickkehrpunk-
ten zu erhalten. Diese ndmliche Bestimmung kann man mit Hiilfe der erwdhnten
Transformation direct, ohne Voraussetzung der Pniseux’schen' Entwicklungen,
erreichen.

Dazu geniigt es, irgend eine rationale Transformation, bei welcher ein Funda-
mentalpunkt in den singuldren Punkt P der Curve C' gelegt wird, auf die Curve
anzuwenden. Es wird dabei nur eine so allgemeine Lage der Transformation-
scurven gegen C' vorausgesetzt, dass die Jacobi’sche Curve der Transformation
von den Tangenten von C' in P nicht berithrt wird.

Bei einer solchen Transformation 16st sich die von dem vielfachen (vfachen)
Punkte P als solchem herriithrende Singularitat in der transformirten Curve C’
auf; und es bleiben demgeméss, dem Punkte P entsprechend, auf C’ Punkte
von niedrigerer Singularitit, die zusammen, verbunden mit einem allgemeinen
vfachen Punkte, dquivalent sind dem Punkte P von C. Bei einer fortgesetzten
Anwendung von Transformationen auf die singuldren Punkte der so entstehen-
den Curven C’, C"”, ... erniedrigt sich somit die Singularitat der P entsprechen-
den Punkte immer mehr, bis endlich dem Punkte P eine Reihe von einfachen
Punkten der transformirten Curve entspricht.

Diese Auflésung der Singularitdt von P in die von mehreren Punkten ist
identisch mit der Trennung der Functionswerthe um den singuldren Punkt in
Klassen. Die Anzahl der getrennten einfachen Punkte, die zuletzt P entsprechen,
ist gleich der Anzahl der cyklischen

Systeme der Functionswerthe um den singuléren Punkt!).

Die Singularitdt von C in P zdhlt, in Bezug auf das Geschlecht von C,
fiir % Doppelpunkte, plus der Anzahl der Doppelpunkte, welche in den
dem Punkte P entsprechenden singuldren Punkten von C’ enthalten sind; und
sie bestimmt sich somit durch eine Fortsetzung dieser Abzdhlung bei den suc-
cessiven Transformationen. Auch die Anzahl der darunter enthaltenen Riick-

L Editorial note: Printed Pniseux’schen with an n instead of a u; an apparent misprint for
Puiseux’schen.



kehrpunkte (und zugleich die Anzahl der in einem der cyklischen Systeme en-
thaltenen Wurzeln) bestimmt sich aus der Art der Beriihrung von C’ mit der
P entsprechenden Fundamentalcurve der Transformation; eine Bertihrung %"
Ordnung eines Zweiges von C’ mit dieser Curve bedeutet ein cyklisches Sys-
tem von g + 1 Wurzeln oder p Riickkehrpunkte unter der Zahl der hiervon
herrithrenden Doppelpunkte.

Die einfachste und bequemste unter den hier anzuwendenden Transformatio-
nen ist die ebene quadratische, bei welcher den Geraden der Ebene Kegelschnitte
durch 3 feste Punkte entsprechen.

So fiihrt man die hyperelliptische Curve 2n'®" Ordnung mit singulirem (2n —
2)fachem Punkte P (z1 = z2 = 0)

C= xl%fn—l(xlvgh) + an(xl,-TQ) = O,

wo, wie auch im Folgenden, der Index an f die Ordnung der Functionen f
anzeigt, durch die quadratische Transformation
1) S. Puiseux, in Lionville’s? Journal, t. 15 und 16.
Y1t Y2t Y3 = TaX3 1 T3T1 t T1T2

iber in die Curve

C' = yiys fr 1 (y2,v1) + fan(y2,01) - 43 = 0.

Dem singuldren Punkte von C entsprechen auf C’ die n — 1 gewdhnlichen
Doppelpunkte y3 =0, f,,—1(y2,y1) =0, und P ist
(2n —2)(2n — 3)
1.2

+(n—-1)

Doppelpunkten dquivalent, oder das Geschlecht von C ist n — 1. Es bilden sich
hier zuerst n — 1 Klassen, von denen jede sodann in zwei zerfillt; d. h. C hat
einen (2n — 2)fachen Punkt mit n — 1 getrennten Tangenten, in deren jeder sie
einen Selbstberiihrungspunkt hat.

I1.

Die Methode dieser Transformation l&sst sich auf algebraische Functionen zweier
Variabeln ausdehnen und fithrt hier insbesondere zur Untersuchung singuldrer
Knotenpunkte einer Fliche und zur Bestimmung der Wirkung derselben auf
das Flachengeschlecht, das bis jetzt erst bei vielfachen Curven und allgemeinen
konischen Knotenpunkten der Fliche festgestellt worden ist!).

Wenn man eine Raumtransformation? anwendet,

2 Editorial note: Printed Lionville’s with an n instead of a u; an apparent misprint for
Liouville’s.
3 Editorial note: Printed with an exponent 2 on f,,_1; an apparent misprint for f,_1.



1) S. meine schon citirte Note vom 14. Juli 1869.

2) Ueber die hierzu geeignetsten Transformationen, die direct umkehrbaren,
vgl. Cayley, Proc. of the London Math. Soc., vol. III, 1870. Cremona, diese
zNachrichtent vom 4. Mai 1871, und Rendiconti del R. Istit. Lombardo, vom
5. Mai 1871, sowie meine gleichzeitig mit diesen beiden Noten erschienene Ab-
handlung in Math. Ann., Bd. 3, p. 547.

bei welcher ein Fundamentalpunkt in den singuldren Punkt P der Flache
F gelegt wird, so entspricht dem Punkte P auf der transformirten Flache F’
eine Curve C’, durch welche F’ im Allgemeinen vielfach und singulir gehen
wird, aber so, dass die Ordnung dieser Singularitdt niedriger ist, als die von
P auf F. Man kann nun entweder dieses Verfahren wiederholen, indem man
C’ als Fundamentalcurve einer zweiten Transformation annimmt, wodurch man
auf Curven von niedrigerer Singularitit gefithrt wird; oder, was im Allgemeinen
vortheilhafter ist, man bestimmt direct den Einfluss der vielfachen Curve von
F’ auf das Flachengeschlecht dieser Flache. Das Fliachengeschlecht ist, wenn
F’ von der Ordnung m ist, gleich der Anzahl der Flichen (m — 4)*" Ordnung,
welche sich in den vielfachen Curven genau so zu verhalten haben, wie die
Curven (m—3)'*" Ordnung, welche das Geschlecht eines ebenen Querschnitts der
Flache bestimmen, in den Schnittpunkten dieses Querschnitts mit den vielfachen
Curven. Man erschliesst daher aus den Reihenentwicklungen in einem ebenen
Querschnitt in einem Punkte von C’, die denen in einem ebenen Querschnitt
durch P bei F entsprechen und nur von niedrigerer Ordnung sind, das Verhalten
der Flichen (m — 4)*" Ordnung, und dadurch das Flichengeschlecht p von F.

Diese Reihenentwicklungen werden, wenn man den ebenen Querschnitt unbes-
timmt ldsst, in einzelnen Punkten der vielfachen Curven ungiiltig; aber fiir das
Verhalten der Flichen (m — 4)*" Ordnung ist die Untersuchung dieser Punkte,

die iibrigens selbst nach der angegebenen Methode geschehen konnte, iiber-
fliissig.

Am bequemsten zur Transformation ist die quadratische:

Ty Tp T3 Ty = Y14 YoYa - Y3Ya : ©2(Y1, Y2, Y3)

Y1 Y2 Y3 i Ys = T1T4 : Taly : T3xy : P2(T1, T2, T3)

(1)

bei welcher dem Puncte* P (r; = x5 = 23 = 0) die Ebene E’ (y4 = 0), welche
noch den Fundamentalkegelschnitt K’ (y4 = 0, p2(y) = 0) enthélt, entspricht,
und einer Berithrungsebene A(z1,22,23) = 0 von F' im Punkte P eine Gerade
A(y1,y2,y3) = 0, ya = 0 von F".

Ich erlaube mir, durch einige Beispiele die Anwendbarkeit der Methode zu
zeigen.

a) Wenn die Singularitit eines ufachen Punktes P von F darin besteht, dass
der Tangentenkegel 1*®* Ordnung in P eine vfache Kante besitzt, so erhilt die
nach 1) entsprechende Flache F’ die Singularitat, dass sie von der Ebene E’ in
einem Punkte in der (v — 1)**® Ordnung beriihrt wird, was auf das Geschlecht
von F’ ohne Einfluss ist. Daher reducirt auch der specielle ufache Punkt P das
Geschlecht p von F nur um £u(p — 1) (1 — 2).

4 Editorial note: Printed Puncte with a c, alongside Punkte with a k elsewhere in the text.



b) Sei F' wieder eine Fliche mit ufachen singuldren Knotenpunkte P:

F= x:f—“fu(xl, z2, .133) + xz_u_lfu-&-l('r)

+ .ot fu(2) =0, @)

und sei insbesondere x; = xo = 0 eine (v — 1)fache

Kante fiir f,4;(z1,22,23) =0, voni =0bhis¢ =v -1, fir p+v—1< n.
Dann wird 1 = y2 = y4 = 0 ein vfacher Punkt von F’, und das Geschlecht p
von F' erniedrigt sich durch P um

Sl =)= 2) + vy~ D - 2).

So wird, fir n = 5, p = 3, v = 3, die Flidche F5, wenn sie noch eine
Doppelgerade besitzt, auf der Ebene abbildbar.

c¢) Sei bei der Flache 2) die Gerade x; = 22 = 0 eine vfache Kante von
ful@) =0, fugi(xz) = 0,... und fp(x) = 0, fir v < p. Bei der speciellen
Transformation 1) erhélt dann F” ein dhnliches System mit nfachem Punkte P’
(y1 = y2 = y3 = 0) und vfacher Geraden y; = y» = 0. Und man folgert aus der
Gleichsetzung der Reduction auf p fiir beide vielfache Gerade den Satz, dass,
wenn eine Fléache einen ufachen Punkt enthélt, der fiir sich allein die Reduction
M = %,u(,u — 1)(p — 2), und eine von P ausgehende vfache Curve, welche fiir
sich die Reduction N auf das Geschlecht der Fliche hervorbringen wiirde, die
gesammte Reduction durch Punkt und Curve

v—1)0Bu—2v-2)

v
M+ N —
+ 6 )

fiir v £ p,

betrégt.
d) F besitze einen uniplanaren Knotenpunkt u** Ordnung, aber der Art
singulér, dass F' die Gleichung hat:

F = $27H$§L + $27#71$If71f2(1'1, T2, fE3) .
+ 51:2_2”4_1:1:1]"2“_2(1:) + xZ_QHfgﬂ(:v) .
+ fulz) =0, fiir 2u — 1 > n.
Dann erhdlt F’ nach 1) als Singularitdt noch eine pfache Gerade y; =
ys = 0, durch welche sich das Geschlecht bei Beriicksichtigung!) der beiden

Schnittpunkte dieser Geraden mit K’, um §u(u — 1)? erniedrigt. Der singulire
uniplanare Knotenpunkt von F reducirt daher das Geschlecht p um

1 1 1
G =1 =2) + 5p(p—1)° = cplp—1)(4p = 5).

Fiir u = 2 ergiebt sich speciell, dass ein uniplanarer Doppelpunkt, von der
Art, dass jede durch denselben gehende Ebene die Fliche in einer Curve mit zwei
zusammenfallenden Doppelpunkten schneidet, also ein Selbstberiihrungspunkte®

5 Editorial note: Printed Selbstberithrungspunkte with a trailing e; an apparent misprint
for the singular Selbstberithrungspunkt.



der Fliche, das Geschlecht derselben um 1 erniedrigt, und eine Fliche 4** Ord-
nung
xixf + 2],‘4.’131f2($1, To, JJ3) + f4(.731, xo, $3) =0

muss sich auf der Ebene abbilden lassen. In der That fiihrt diese Flache auch
auf eine Doppelebene mit Uebergangscurve 4*" Ordnung?.

1) S. die zpostulationii-Formel in dem schon citirten Cayley’schen Memoire
iiber die Raumtransformationen, pag. 180.

2) S. Clebsch, Math. Ann., Bd. 3, pag. 51.

Die ebenen Schnitte der Fliche bilden sich durch Curven 6" Ordnung (12,
22...7%,8, 9, 10, 11) ab, wobei die Punkte 8, 9, 10, 11 von einer Curve 3%*
Ordnung (1, 2,...7) aus einer der Curven 6%’ Ordnung ausgeschnitten wer-
den. Das System der 28 durch den uniplanaren Punkt gehenden noch doppelt
beriihrenden Ebene® ist identisch mit dem der Doppeltangenten einer Curve 4%¢*
Ordnung?).

III.

Ich mache noch eine Anwendung dieser Theorie auf die Untersuchung der Be-
dingung, unter welcher eine geometrische Doppelebene auf einer Kegelfldche
abbildbar wird. Von Abbildungen auf der einfachen Ebene hat Herr Clebsch in
seiner schon citirten Abhandlung, Math. Ann. Bd. 3, Beispiele gegeben.

Sei die zUebergangscurven der Doppelebene eine Curve der Ordnung 2m,
Qom (1,29, 23) = 0. Ich betrachte die Flache

F=aif? _i(x1,22,23) — Qop (21,22, 23) = 0,

die mit der Doppelebene zugleich auf einer Kegelflache abbildbar wird. Ihre
Singularitét liegt in dem (2m — 2)fachen Punkte P (y; = y2 = y3 = 0). Die
Transformation von 1) II. liefert

F' =32 1 (y1,92,Y3) — Yi2m (Y1, Y2, y3) = 0,

1) Ein specieller Fall dieser Fliche findet sich bei Herrn Cremona, diese
Nachrichten vom 3. Mai 1871, p. 714, erwahnt.

eine Fliache der Ordnung 2m—+2, mit allgemeinem 2mfachen Punkte P’ (y; =
y2 = y3 = 0), mit dem Doppelkegelschnitt K’ und mit einer in dessen Ebene
liegenden allgemeinen Doppelcurve (m — 1)** Ordnung (y4 = 0, frm_1(y) = 0).
Das Geschlecht dieser Fliche ist 2 (m — 1)(m — 2).

zDas Flachengeschlecht der Flichen, welche auf eine Doppelebene mit allge-
meiner Uebergangscurve fiihren, ist 3(m — 1)(m — 2)i.

Wenn (25,,(z) = 0 einen vfachen Punkt in 25 = 23 = 0 besitzt, so erhilt F
einen singuliren uniplanaren Doppelpunkt im Punkte IT (zo = 23 = x4 = 0).
Man macht daher eine Transformation

T xz:wy = &8 381 1 &y s ¥a(62, 88, 64)

6 Editorial note: Printed Ebene in the singular; an apparent misprint for the plural Ebenen.




und erhélt eine Fliche ¢ mit singularer Geraden G (£ = &4 = 0). Fir ein
gerades v, v = 29, ergeben sich sodann in einem Punkte von G zwei getrennte
Reihenentwicklungen:
£ =20 .
54 = _%gf_1+"'7

und die Flidche @ hat zwei Schalen, welche sich (¢ — 1)punktig in jedem Punkte
der Geraden G treffen, in der singuldren Beriihrungsebene £; = 0. Man leitet
hieraus ab, dass die Fliche (2m — 4)*" Ordnung, deren Anzahl das Geschlecht
p der Fliache F' bestimmt, durch den Punkt II derart hindurchgehen miissen,
dass sie daselbst die Ebene

x4 = 0 in der (9—2)*" Ordnung beriihren, was Q(fgl) Bedingungen darstellt.

Wenn v ungerade!), v = 20 + 1, so erhélt man in einem Punkte von G ein
cyklisches System von 2 Wurzeln und die Reihenentwicklung fiir diese beiden
Wurzeln:

Die Fliache @ hat dann in &; = &4 = 0 zwei Schalen, die sich in o — 1 zusammen-
fallenden Geraden schneiden, und die singuldre Doppellinie ist dquivalent mit
(0 — 2) Doppelgeraden und einer Riickkehrgeraden. Auch hier folgt, dass jene
Flichen (2m —4)*® Ordnung die Ebene z4 = 0 in P” in der (¢ — 2)** Ordnung
beriihren miissen, was wieder Q(f;) Bedingungen giebt.

zDas Geschlecht einer Fliache, welche auf eine Doppelebene mit Uebergangscurve
der Ordnung 2m fithrt, die a; 2ifache oder (2i + 1)fache Punkte besitzt, ist
=2(m—1)(m—2)-%;5i(i — 1)a,.

Dass dieser Ausdruck verschwinde, ist die Bedingung fiir die Abbildbarkeit
der Doppelebene auf der einfachen Ebene. Ferner muss dieser Ausdruck = —¢q
werden, wenn die Doppelebene auf einem Kegel abbildbar sein soll, dessen ebene
Querschnitte das Geschlecht ¢ haben.ii

1) Hiernach ist eine Bemerkung von Zeuthen, Math. Ann. Bd. 3, pag. 324
Zu corrigiren.

Diese letztere Bemerkung folgt aus einem Satze des Herrn Cayley'), dass das
Flachengeschlecht der Flachen, fiir welche die numerische Formel dasselbe < 0
giebt, gleich wird dem zCurvengeschlechti?), negativ genommen.

Daher muss sich z. B. eine Doppelebene mit Uebergangscurve 2mt®* Ord-

nung, welche einen (2m —2)fachen Punkt besitzt, auf der Ebene abbilden lassen.
In der That fithren auch die Flidchen (m+1)*" Ordnung mit (m — 1)facher Ger-
aden, auf eine solche Doppelebene. Die Abbildung derselben geschieht genau
nach dem von Herrn Clebsch fiir m = 3 angegebenen Verfahren® . Den Geraden
der Doppelebene kann man auf der einfachen Ebene Curven der Ordnung n+1,
mit (n — 1)fachem, und 4n — 2 einfachen festen Punkten, entsprechen lassen,
und die Zahl solcher Abbildungen betriagt 2474,

Eine Fliche 4% Ordnung mit 2 uniplanaren Doppelpunkten, die Selbst-
berithrungspunkte sind, fiihrt auf eine Uebergangscurve 4** Ordnung mit 4fachem
Punkte. Daher lisst sich diese Fliche auf einem Kegel dritter Ordnung abbilden®).

7 Editorial note: Printed P; in the preceding text on p. 276 this point was denoted IT.



1) Nach einer Privatmittheilung von Herrn Cayley.
2) S. die erste Note vom 14. Juli 1869.

3) Math. Ann., Bd. 3, pag. 64.

4) Ebd. pag. 558.

Heidelberg, den 26. Mai 1871.



