Sitzung am 21. April 1870.

Zur Theorie des Logarithmischen und des New-
tonschen Potentiales. Erste Mittheilung.

Unter diesem Titel beabsichtige ich eine Reihe von Mittheilungen zu machen
iiber die vielfach behandelten Probleme der conformen Abbildung, des sta-
tiondren Temperaturzustandes, des elektrostatischen und elektrokinetischen Gle-
ichgewichts, und gewisse allgemeine, von der Wahl eines geeigneten Coordi-
natensystems unabhdngige Methoden darzulegen, durch welche diese Probleme
fast in allen Féllen gelost werden kdnnen, wie die Begrenzung des zu behandel-
nden Gebietes auch beschaffen sein mag.

Ich werde diese Methoden, welche nicht nur zur Vermeidung des (mit Recht
fiir bedenklich erklarten) Dirichlet’schen Princips, sondern auch in vielfachen
andern Beziehungen von Wichtigkeit sein diirften, hier nur in fliichtigen Um-
rissen hinzeichnen; die dabei erforderlichen Begrindungen, Entwicklungen und
Beweise aber einer andern ausfithrlicheren Exposition vorbehalten.

Die unendliche Ebene mag — nach dem Vorgange Riemann’s — angesehen
werden als eine geschlossene Fliache, etwa als eine unendlich grosse Kugelflache.
Auf dieser Fléche sei eine in sich zuriicklaufende Curve S gegeben, welche mit
all’ ihren Puncten in der Endlichkeit liegt. Von den beiden Theilen, in welche
die geschlossene Fliche durch diese Curve zerlegt wird, mag der den unendlich
fernen Punct der Fliche enthaltende Theil mit 2, der andere mit 3 bezeichnet
werden.

Das Problem der conformen Abbildung kann bekanntlich mit Bezug auf
die Flache P angesehen werden als ein Specialfall von folgendem allgemeinern
Problem:

Es soll eine Function @ der rechtwinkligen Cz'oordm%ten x, y ermittelt werden,
welche I) innerhalb B dberall der Gleichung % + 37920 = 0 geniigt, welche II)

¢

0
sammt ihren Ableitungen % 0%0 innerhalb P dberall eindeutig und stetig ist,
x

und welche endlich I1I) am Rande von B, d. i. auf der Curve S vorgeschriebene
Werthe f besitzt.

Um andrerseits das Problem der conformen Abbildung mit Bezug auf die
Flache € aussprechen zu kénnen, bedarf es einiger Vorbereitungen. Es seien z,
y die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen zu € gehorigen Punctes, und
es werde gesetzt:

(z+iy)(+in) =1, (i=+v-1),
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Alsdann werden durch Angabe von &, n die Werthe von x, y eindeutig bes-
timmt sein. Man kann daher als Coordinaten eines zu 2 gehorigen Punctes
die Grossen x, y, mit demselben Recht aber auch die Gréssen £, n benutzen.
Bei Einfithrung dieser neuen Coordinaten £, n ldsst sich nun das Problem der
conformen Abbildung mit Bezug auf die Flache 2, oder vielmehr das zugehorige
allgemeinere Problem folgendermassen aussprechen:

Es soll eine Function ¢ der Coordinaten xz, y oder &, n ermittelt werden,

. " . 0% 0% . ,
welche I) innerhalb Q dberall der Gleichung 5‘752 + 52 = 0 Geniige leistet,
Ui

welche II) sammt ihren Ableitungen innerhalb Q dberall eindeutig und

o
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stetig ist, und welche endlich III) am Rande von ), d. i. auf der Curve S die
vorgeschriebenen Werthe f besitzt. Der grosseren Bequemlichkeit willen mag
angenommen werden, dass diese vorgeschriebenen Randwerthe f fiir 1 dieselben
sind, wie fir .

Was nun die Losung dieser beiden Probleme anbelangt, so mag — wenigstens
vorldufig — vorausgesetzt werden, dass die gegebene Curve S iiberall convex
und {iberall stetig gekriimmt sei, andrerseits, dass die vorgeschriebenen Werthe
f langs der Curve S iiberall stetig zusammenhéngen.

Als positive Richtung der Curve S werde diejenige festgesetzt, welche angezeigt
ist durch eine positive Umlaufung der Fléiche 3. Gleichzeitig mogen die in pos-
itiver Richtung aufeinanderfolgenden Puncte der Curve bezeichnet werden mit

demgemaéss werden ab, be, cd, ... die aufeinanderfolgenden unendlich kleinen
Elemente der Curve vorstellen. Endlich mégen unter

fa7 fb7 fc, fd, ...... fs,

die Werthe verstanden werden, welche die gegebene Function f besitzt in jenen
Puncten a, b, ¢, d, ... s, ...

Es sei z ein beliebig gegebener (innerhalb 93, oder innerhalb Q, oder auch
auf der Curve S gelegener) Punct; ferner seien za, zb, zc, 2d, ...... die von
z aus nach den einzelnen Puncten der Curve gezogenen Radiivectores. Unter
dem Moment des Curvenelements ab in Bezug auf z mag diejenige Drehung
verstanden werden, welche fiir den Radiusvector za durch jenes Element ab
indicirt ist. Ist also ¢ der absolute Betrag des Winkels azb, so wird jenes Moment
den Werth +9 oder den Werth — besitzen, jenachdem der Radiusvector za bei
Durchlaufung des Winkelraumes azb eine positive oder eine negative Drehung
auszufithren hat. Bezeichnet man diese den einzelnen Elementen

mit Bezug auf z zugehorigen Momente mit

(ab)y, (be)y, (cd)zy ... ,



und bezeichnet man ferner die Summe aller dieser Elementarmomente mit >,
Y, =(ab), + (be), + (ed), + ...... )

so wird, wie leicht zu erkennen, der Werth von ¥, sehr verschieden sein je nach
der Lage des Punctes z, ndmlich = 27, = m, oder = 0 sein, jenachdem der Punct
z innerhalb B, auf S, oder innerhalb  sich befindet.

Unter dem Moment der gegebenen Function f in Bezug auf z mag verstanden
werden die Summe sdmmtlicher Elementarmomente der gegebenen Curve .S,
jedes multiplicirt mit dem zugehorigen Werthe f.

Dieses Moment, es mag €2, heissen, wird also den Werth haben:

Q. = falab), + fo(be). + foled). +...... ,

die Summation ausgedehnt iiber simmtliche Elemente der Curve. Der Punct
z kann drei wesentlich verschiedene Lagen besitzen, und mag demgemaéss ver-
schieden bezeichnet werden, ndmlich mit p, mit s, oder mit ¢, je nachdem er
innerhalb B, auf S, oder innerhalb 2 sich befindet. Entsprechend diesen ver-
schiedenen Lagen des Punctes z sind bei dem Momente €2, dreierlei Werthe
zu unterscheiden, die Werthe 2, Q5, und ;. Diese Werthe gehen keineswegs
stetig in einander iiber, und moégen daher zur leichtern Unterscheidung durch
verschiedene Buchstaben markirt werden; es werde namlich gesetzt:

0, =U, Q=V., Q=W

Halten wir fest an der schon genannten Voraussetzung, dass f langs S stetig
ist, so sind die Functionen U,, Vs, W, ebenfalls stetig, und zwar die erste fiir
simmtliche Puncte p, die zweite fir simmtliche Puncte s, endlich die dritte
fiir sémmtliche Puncte q. Zugleich treten in Betreff dieser Functionen folgende
merkwiirdige Relationen*) zu Tage:

Us=Vs +7fs,
Ws =V _7Tf3~

Dabei ist unter s ein beliebiger Punct der Curve S zu verstehen; fs und V;
sind die Werthe der Functionen f und V in diesem Punct; andererseits représen-
tiren Us; und W, die Grenzwerthe, gegen welche U, und W, convergiren, falls
die Puncte p und ¢ ndher und naher an s heranriicken.

Zweckmassig erscheint es, die Bezeichnung der Momente U,, Vs, W, noch
ein wenig zu modificiren, ndmlich zu setzen

E

1
o p = Up, ;Vs:vs, — Wy = wyg,

2
*) Der strenge Beweis dieser Relationen wird ungemein erleichtert durch
Benutzung eines eleganten von P. du Bois Reymond gefundenen Satzes (Borch.

Journal. Bd. 69. p. 82.), fiir welchen spiter eine einfachere Deduction gegeben
worden ist von H. Hankel (Schlomilch’s Zeitschrift. Jahrgg. 14. p. 436).



jenen Momenten also einen gewissen Divisor beizugesellen, welcher fur U
und W den Werth 27, fir V' hingegen den Werth 7 besitzt. In unmittelbarem
Anschluss an eine allgemein iibliche Ausdrucksweise, mag es gestattet sein, die
Grosse u, zu bezeichnen als das arithmetische Mittel der gegebenen Function-
swerthe f in Bezug auf den Punct p. Und ebenso mégen v, und wy bezeichnet
werden als die arithmetischen Mittel jener Werthe f in Bezug auf s und q.

Bei Einfithrung dieser arithmetischen Mittel an Stelle der Momente gewinnen
die vorhin angegebenen Relationen folgende Gestalt:

2us = vs + fs,

2ws = vg — fs.
Ebenso wie aus den gegebenen Werthen f die Functionen
Up, Vs, Wq

abgeleitet wurden; in genau derselben Weise mdgen aus den Werthen v die
Functionen
/ / /

Ups Vg, Wy

entspringen [so dass also unter uy,, vy, wy die arithmetischen Mittel der Werthe
v in Bezug auf die Puncte p, s, ¢ zu verstehen sind]; in genau derselben Weise
mogen ferner aus den Werthen v die Functionen

1 1 1
pr Us» We
entspringen; u. s. w. u. s. w.
Nun lasst sich nachweisen, dass die Functionen
!/ 1 n
s, Vs, Vg, Vg, onn.. vg )

s s

in stetiger Weise gegen eine Constante convergiren, ndmlich nachweisen, dass
sdémmtliche Werthe der Function vgn) von einander um weniger als eine a priori
gegebene beliebig kleine Grosse differiren werden, falls man nur n gehorig gross
macht. Um auf diesen Gegenstand genauer eingehen zu kénnen, mégen a und
s irgend zwei Puncte der gegebenen Curve S sein, von denen der erstere nach
Belieben gewéhlt, aber fest, der zweite hingegen ldngs der Curve beweglich ist.
Alsdann lasst sich nachweisen, dass bei einer solchen Bewegung des Punctes s

die Differenz
Ugn) _ vén)

ihrem absoluten Betrage nach niemals grosser werden kann als das Product
(M —m) "+,

Hier ist M —m eine den gegebenen Functionswerthen f eigenthiimliche Con-
stante; denn es bedeutet M den griossten, und m den kleinsten unter jenen
Werthen. Andererseits ist s eine der gegebenen Curve S eigenthiimlich zuge-
horige Constante, welche leicht genauer definirt werden kann, und deren Werth



nothwendig kleiner als 1, namlich jederzeit ein positiver dchter Bruch ist. Somit
kann das Product (M — m) 3"t durch Vergrosserung von n beliebig nahe an
0 herangedriickt werden, wodurch alsdann gleichzeitig simmtliche Werthe von
vgn) beliebig nahe an v((ln) herangedriickt werden.

Nunmehr endlich kann die Losung der vorgelegten Probleme augenblicklich
hingestellt werden. Die Werthe nédmlich, welche die gesuchten Functionen ¢ und

1 in irgend zwei Puncten p und ¢ besitzen, sind folgende:

op = 02" 12 {up — Uy, AUy —upy - u](f"H)]
Py = 02 — 2 {wq +wl +wl +w) + wff"“)}

wo 052" ™) den Werth der Function v*"*") in dem (vorhin genannten) festen
Puncte a reprisentirt, mithin eine Constante ist. Es lasst sich ndmlich zeigen,
dass die durch diese Formeln bestimmten Functionen ¢, und v, einerseits den
Bedingungen I) und II) mit absoluter Strenge entsprechen, und dass sie andrer-
seits, was die Bedingung I1T) betrifft, Randwerthe besitzen, deren Abweichungen
von den vorgeschriebenen Randwerthen f nirgends grosser sein kénnen als

(M _ m) %2n+2.

Wéhrend also die Bedingungen I) und II) besténdig in absoluter Strenge be-
friedigt sind, kann gleichzeitig, durch Vergrosserung der Zahl n, die Bedingung
III) in jedem gewiinschten Grade der Anndherung erfiillt werden.

Zu bemerken ist, dass die Functionen ¢, und 1, mit Leichtigkeit sich darstellen
lassen als die Logarithmischen Potentiale einer gewissen Massenbelegung der
Curve S. Man findet ndmlich:

©p = U{(LQnJrl) + /ds ngn)Ls;m
wq _ ,UELQnJrl) + /dS gan)qu7

die Integrationen hinerstreckt iiber alle Elemente ds der Curve S. Dabei sind
unter L, und L, die natiirlichen Logarithmen derjenigen Absténde zu verste-
hen welche ds besitzt von p, und von ¢ aus. Die Function 922’” reprasentirt die
Dichtigkeit der genannten Massenbelegung, und besitzt einen Werth, welcher

darstellbar ist nach Belieben entweder durch die Formel:

(2n) _ 2 0 {us ol n ug2n)}
v ON ,
oder durch die Formel:
(2n) 2 0 [’ws +w! 4w n ngn):|
v i ON )



wo N die auf ds errichtete, in die Flache 3 hineinlaufende Normale représentiren
soll.

Endlich mag bemerkt werden, dass die Functionen ¢, und %, sich auch
darstellen lassen als die Logarithmischen Potentiale gewisser Doppelbelegungen
der Curve S. Man findet ndmlich die Formeln:

_ ,(2n+1) + / ds [_fs +vs — v; ...... + vﬁ%)] oL,

$p = Vg - L, |
(2n+1) ds |:+fs +vs+vl...... + vg%)} oL,
v ' / T ON

wo Lgp, Lgq, N die schon genannten Bedeutungen besitzen, und die Integratio-
nen hinerstreckt sind iiber simmtliche Elemente ds der Curve S.

Die hier exponirte Methode kann fiiglich bezeichnet werden als die Methode
des arithmetischen Mittels. Sondern wir, was die gemachten Voraussetzungen
anbelangt, diejenigen Voraussetzungen, welche nur leichte Modificationen bedin-
gen von denen ab, welche bei Anwendung dieser Methode unentbehrlich sind,
so bleiben als wirklich nothwendige Voraussetzungen nur noch folgende iibrig:

1) das betrachtete Flachengebiet darf nur eine Randcurve haben,

2) diese Randcurve muss tberall conver sein.

Die durch diese Voraussetzungen ausgeschlossenen Félle mehrerer Randcur-
ven und beliebig gestalteter Randcurven lassen sich aber auf den hier behan-
delten Fall einer einzigen, tberall convexen Randcurve reduciren. Die zu dieser
Reduction erforderliche Methode, welche ihrer Beschaffenheit nach etwa zu beze-
ichnen sein wiirde als die Methode der Combination, beabsichtige ich in einer
folgenden Mittheilung darzulegen. Sodann endlich gedenke ich die analogen
Methoden zu exponiren fiir diejenigen Probleme, welche sich auf den Raum, d.
i. auf ein Gebiet von drei Dimensionen beziehen.



