Vorrede.

Die kleine Schrift, welche ich hiermit der Oeffentlichkeit iibergebe, ist aus Vor-
lesungen erwachsen, die ich im verflossenen Jahre gehalten habe*) und in denen
ich mir neben anderen Aufgaben eine Darlegung von Riemann’s Theorie der
algebraischen Functionen und ihrer Integrale zum Zweck gesetzt hatte**). Es
ist um hohere mathematische Vorlesungen eine eigenthiimliche und schwierige
Sache: bei der besten Absicht des Docenten erreichen sie durchweg nur ein
sehr bescheidenes Ziel. Zumeist bestimmt, eine systematische Entwickelung zu
bringen, beschrinken sie sich entweder auf die Elemente der darzustellenden
Disciplin oder verlieren sich in Einzelheiten. Ich glaubte in meinem Falle, wie
ich es ofters schon that, eine umgekehrte Methode eintreten lassen zu sollen.
Die gewohnlichen Darstellungen, wie sie die Lehrbiicher von den Elementen der
Riemann’schen Theorie geben, setzte ich als bekannt voraus. Ueberdiess ver-
wies ich, sobald Details ausfiihrlicher zu erledigen waren, auf die einschlégigen
Monographieen. Dafiir aber verwandte ich alle Sorgfalt auf die Darlegung des
eigentlichen Gedankenganges, und strebte nach Ueberblick iiber Umfang und
Leistung der Methode. Ich meine auf solchem Wege wiederholt gute Erfolge
errungen zu haben, allerdings nur bei begabten Zuhoérern; moge die Erfahrung
zeigen, ob eine auf gleichen Grundlagen ruhende kleine Schrift sich ebenfalls als
niitzlich erweist!

*) Functionentheorie in geometrischer Behandlungsweise, Theil I, Wintersemester
1880/81, Theil II, Sommersemester 1881.

**) Ich bezeichne so den Inbegriff der Untersuchungen, mit denen sich
Riemann in der ersten Abtheilung seiner Theorie der Abel’schen Functionen
beschiftigt. Die Theorie der ©-Functionen, wie sie in der zweiten Abtheilung
daselbst entwickelt wird, hat zunéchst, wie man weiss, einen wesentlich anderen
Charakter, und soll in der folgenden Darstellung ebenso ausgeschlossen bleiben,
wie sie es in jener Vorlesung gewesen ist.

Eine Darstellung, wie ich sie hiernach anstrebe, ist nothwendig eine sehr sub-
jective, und bei Riemann’s Theorie um so mehr, als sich fiir sie in Riemann’s
Schriften nur sehr diirftiges Material explicite vorfindet. Ich weiss nicht, ob ich
je zu einer in sich abgeschlossenen Gesammtauffassung gekommen wére, hatte
mir nicht Herr Prym vor lingeren Jahren (1874) bei gelegentlicher Unterre-
dung eine Mittheilung gemacht, die immer wesentlicher fiir mich geworden ist,
je langer ich iiber den Gegenstand nachgedacht habe. Er erzdhlte mir, dass
die Riemann’schen Fldchen urspringlich durchaus nicht nothwendig mehrbldt-
trige Fldchen tiber der Ebene sind, dass man vielmehr auf beliebig gegebenen
krummen Flichen ganz ebenso complexe Functionen des Ortes studieren kann,
wie auf den Flachen wber der Ebene. Die folgende Darlegung wird genugsam
zeigen, wie niitzlich mir diese Bemerkung gewesen ist. Mit ihr combiniren sich
von selbst gewisse physikalische Ueberlegungen, die neuerdings, wenn auch unter
Beschrankung auf einfachere Félle, von verschiedenen Seiten her entwickelt wor-
den sind®). Ich habe kein Bedenken getragen, diese physikalischen Anschauun-
gen geradezu zum Ausgangspuncte meiner Darstellung zu machen. Riemann
verwendet statt ihrer, wie man weiss, in seinen Schriften das Dirichlet’sche



Princip. Aber ich kann nicht zweifeln, dass er genau von jenen physikalischen
Problemen ausgegangen ist, und ihnen nur hinterher, um die physikalische Evi-
denz durch einen mathematischen Schluss zu stiitzen, das Dirichlet’sche Princip
substituirt hat. Wer sich die Bedingungen klar macht, unter denen Riemann in
Gottingen arbeitete, wer die Speculationen Riemann’s verfolgt hat, wie sie zum
Theil in Fragmenten auf uns gekommen sind**), wird, denke ich, diese Mein-
ung theilen. — Wie dem auch sei: fiir meine Zwecke erschien die physikalische
Methode als die richtige. Denn zur eigentlichen Begriindung der aufzustellen-
den Theoreme reicht auch das Dirichlet’sche Princip bekanntermassen in keiner
Weise aus; das heuristische Element der Methode aber, auf dessen Entwickelung
mir Alles ankam,

*) Vergl. C. Neumann im 10. Bande der Mathematischen Annalen, p. 569—
71, Kirchhoff in den Berliner Monatsberichten von 1875, p. 487—497, Tépler
in Poggendorff’s Annalen, Bd. 160, p. 375—388.

**) Gesammelte Werke, p. 494 ff.

tritt bei der physikalischen Methode viel klarer hervor. Eben darum im
Folgenden durchweg das Heranziehen anschauungsmassiger Ueberlegungen, wo
ein Beweis durch Formeln nicht schwierig und vielleicht einfacher gewesen wére,
eben darum auch die wiederholte Erlduterung allgemeiner Resultate durch Beispiele
und Figuren.

Im Zusammenhange hiermit muss ich der wesentlichen Beschrankung gedenken,
an der ich im Folgenden festgehalten habe. Man kennt die umstéandlichen und
schwierigen Ueberlegungen, durch welche es in neuerer Zeit gelungen ist, wenig-
stens einen Theil der hier in Betracht kommenden Riemann’schen Sétze durch
zuverlissige Methoden zu beweisen®). Ich habe diese Ueberlegungen im Fol-
genden durchaus bei Seite gelassen und also auf andere als anschauungsméassige
Begriindung der vorzutragenden Sétze verzichtet. In der That soll man solche
Beweise mit der Gedankenentwickelung, wie ich sie im Folgenden versuche, in
keiner Weise untermischen; es entsteht sonst eine Darstellung, die nach keiner
Seite befriedigt. Aber freilich sollte man sie hinterher bringen, und ich gebe gern
dem Gedanken Raum, in diesem Sinne der gegenwértigen Schrift bei Gelegenheit
eine Ergidnzung folgen zu lassen.

Im Uebrigen mag Umfang und Begranzung meiner Darstellung fiir sich selbst
sprechen. Dass ich oft und ausfiihrlich meiner Freunde und meine eigenen
friheren, auf verwandte Gegenstinde beziiglichen Publicationen herangezogen
habe, hat in einer Nebenabsicht seinen Grund, die mir aus personlichen Griin-
den wichtig war: ich winschte meinen Zuhorern eine Art Leitfaden in die Hand
zu geben, vermoge dessen sie sich {iber den wechselseitigen Zusammenhang jener
Arbeiten und ihre Stellung zu der hier entwickelten allgemeinen Auffassung selb-
stéandig orientiren konnen. Auf Erledigung neuer Probleme und Fragestellungen,
die sich in

*) Man vergleiche insbesondere die hierher gehorigen Untersuchungen von
C. Neumann und Schwarz. Uebrigens findet der allgemeine Fall geschlossener
Flachen (der fiir uns im Folgenden der wichtigste ist) bisher nirgendwo explicite
Erledigung. Herr Schwarz begniigt sich in dieser Hinsicht mit einigen Andeu-
tungen (Berliner Monatsberichte, 1870, p. 767 ff.), und Herr C. Neumann hat



iiberhaupt nur solche Falle in Betracht gezogen, in denen Functionen durch
gegebene Randwerthe zu bestimmen sind.

grosser Anzahl bieten, habe ich mich im Folgenden nur so weit eingelassen,
als mit der Gesammtanlage des Schriftchens vertraglich schien. Immerhin moéchte
ich auf die Sédtze aufmerksam machen, die ich (im letzten Abschnitte) betreffs
conformer Abbildung beliebiger Fliachen entwickelt habe; ich bin denselben um
so lieber nachgegangen, als Riemann am Schlusse seiner Dissertation eine hierauf
beziigliche merkwiirdige Aeusserung macht.

Und nun noch eine Schlussbemerkung, die einem Missverstdndnisse ent-
gegentreten soll, das sonst aus dem Gesagten erwachsen koénnte! Indem ich
bemiiht bin, im Falle der algebraischen Functionen und ihrer Integrale den ur-
spriinglichen Ideengang zu entwickeln, den ich bei Riemann voraussetze, umspanne
ich in keiner Weise die Gesammtheit seiner functionentheoretischen Intentionen.
Fiir ihn waren die genannten Functionen ja nur ein Beispiel, in dessen Behand-
lung er freilich besonders gliicklich war. Insofern er alle moglichen Functio-
nen complexer Verdnderlicher umfassen wollte, dachte er an viel allgemeinere
Bestimmungsweisen derselben, als im Folgenden in Betracht kommen: Bestim-
mungsweisen, bei denen die physikalische Analogie, die wir hier zum hodegetis-
chen Princip nehmen, versagt. Man vergleiche hierzu den g. 19 seiner Dis-
sertation, man vergleiche die Arbeit iiber die hypergeometrische Reihe. —
Demgegeniiber habe ich zu erkléren, dass ich in keiner Weise von diesen all-
gemeineren Betrachtungen abziehen mdéchte, indem ich von dem speciellen, in
sich geschlossenen Theile eine gesonderte Darstellung gebe. Vielmehr ist meine
innerste Meinung, dass gerade sie berufen sind, in der Entwickelung der moder-
nen Functionentheorie noch eine wichtige und hervorragende Rolle zu spielen.

Borkum, den 7. Oktober 1881.
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Abschnitt I. Einleitende Betrachtungen.

g. 1. Stationdre Stromungen in der Ebene als
Deutung der Functionen von z + iy.

Die physikalische Deutung der Functionen von x + ¢y, mit welcher wir im Fol-
genden zu arbeiten haben, ist in ihren Grundlagen wohlbekannt*), nur der Voll-
stdndigkeit halber miissen letztere kurz zur Sprache gebracht werden.

Sei w =u+iv, z =z + iy, w = f(z). Dann hat man vor allen Dingen:

ou Ov ou  Ov

= T _ZZ 1
Ox 0Oy 0Oy oz (1)
und hieraus: 52 o2
u u
222 T =" @



sowie fur v: o2 o2
v v
A )
ox? + Oy? (3)
ou

ou
Hier wird man nun u als Geschwindigkeitspotential deuten, so dass —, —

oz’ Oy

die Componenten der Geschwindigkeit sind, mit der eine Fliissigkeit parallel
zur XY-Ebene stromt. Wir mogen uns diese Fliissigkeit zwischen zwei Ebe-
nen eingeschlossen denken, die parallel zur XY-Ebene verlaufen, oder auch
uns vorstellen, dass die Fliissigkeit als unendlich dinne, tibrigens gleichférmige
Membran iiber der XY -Ebene ausgebreitet sei. Dann sagt die Gleichung (2) —
und dies ist der Kern unserer physikalischen Deutung —, dass unsere

*) Sei insbesondere auf die Darstellung verwiesen, welche Mazwell in seinem
Treatise on Electricity and Magnetisme! (Cambridge 1873) gegeben hat. Dieselbe
entspricht, was anschauungsmaéssige Behandlung angeht, genau den Gesicht-
spuncten, die auch ich im Texte verfolge.

Stromung eine stationdre ist. Die Curven u = Const. heissen die Niveau-
curven, wihrend die Curven v = Const., die vermoge (1) den ersteren {iberall
rechtwinkelig begegnen, die Stromungscurven abgeben.

Bei dieser Vorstellungsweise ist es zunéchst natiirlich vollig gleichgiiltig, wie
beschaffen wir uns die stromende Flissigkeit denken wollen. Inzwischen wird es
in der Folge vielfach zweckmaéssig sein, dieselbe mit dem elektrischen Fluidum
zu identificiren. Es wird dann ndmlich » mit dem elektrostatischen Potential,
welches die Stromung hervorruft, proportional, und die experimentelle Physik
gibt uns mannigfache Mittel an die Hand, um zahlreiche Stréomungszusténde,
die uns interessiren, thatséchlich zu realisiren.

Die Stromung selbst wird iibrigens ungeéndert bleiben, wenn wir u durchvaveg

v Ou

oz’ Oy’

welche unmittelbar in Evidenz treten. Das Analoge gilt von v; so dass die

Function u + iv, welche wir physikalisch deuten, durch diese Deutung nur bis

auf eine additive Constante bestimmt ist, was im Folgenden wohl zu beachten
ist.

Sodann bemerke man noch, dass die Gleichungen (1)—(3) ungeédndert beste-
hen bleiben, wenn man u durch v, v durch —u ersetzt. Dementsprechend erhal-
ten wir einen zweiten Stromungszustand, bei welchem v das Geschwindigkeitspo-
tential abgibt und die Curven u = Const. die Stromungscurven sind. Derselbe
reprasentirt in dem oben erlduterten Sinne die Function v — wi. Es ist haufig
zweckmaéssig, diese neue Stromung neben der urspriinglichen zu betrachten, bei
welcher u das Geschwindigkeitspotential war; wir wollen dann der Kiirze halber
von conjugirten Stromungen sprechen. Die Benennung ist zwar etwas ungenau,
weil sich u zu v verhilt, wie v zu (—u); sie wird aber fiir spiter ausreichen.

Diese ganze Erlauterung bezieht sich, gleich den Differentialgleichungen (1)—
(3), zuvorderst nur auf einen solchen (iibrigens beliebigen) Theil der Ebene, in

um eine Constante vermehren: es sind nur die Differentialquotienten

L Editorial note: Printed “Magnetisme”; Maxwell’s title reads “Magnetism”. Reproduced
as printed.



welchem u + v eindeutig ist und weder u+ v, noch einer seiner Differentialquo-
tienten unendlich wird. Um den entsprechenden physikalischen Vorgang deut-
lich zu tibersehen, hat man sich also vorab einen solchen Bereich abzugridnzen
und durch geeignete
Vorrichtungen an der Grénze dafiir zu sorgen, dass der im Inneren des Ge-
bietes eingeleitete stationdre Bewegungszustand ungehindert fortdauern kann.
In einem so umgrinzten Gebiete werden diejenigen Puncte zy unsere beson-

d
dere Aufmerksamkeit auf sich ziehen, fiir welche der Differentialquotient aw

dz

verschwindet. Ich will der Allgemeinheit wegen gleich annehmen, dass auch
d*w  dPw de

v bis hin zu v — gleich Null sein mégen. Um iiber den Verlauf

422 dz3’
ciiezr Nnczleaucurven oder auch der Stromungscurven, in der Nahe eines solchen
Punctes Aufschluss zu erhalten, entwickele man w in eine nach Potenzen von
(# — z9) fortschreitende Reihe. Dieselbe bringt hinter dem constanten Gliede
unmittelbar ein Glied mit (z — 29)®*!. Durch Einfiihrung von Polarcoordinaten
schliesst man hieraus: dass sich im Puncte zg (a+ 1) Curven u = Const. unter
resp. gleichen Winkeln kreuzen, wdhrend ebensoviele Curven v = Const. als Hal-
birungslinien der genannten Winkel auftreten. Ich werde einen solchen Punct de-
mentsprechend einen Kreuzungspunct nennen, und zwar einen Kreuzungspunct
von der Multiplicitdt a.

Die folgende (selbstverstédndlich nur schematische) Figur mag dieses Vorkomm-
niss fiir @« = 2 erldutern und namentlich verstdndlich machen, wie sich ein
Kreuzungspunct in das Orthogonalsystem einfiigt, welches iibrigens von den
Curven u = Const., v = Const. gebildet wird:

Die Stromungscurven v = Const. erscheinen in der Figur ausgezogen und
die Stromungsrichtungen auf ihnen durch beigesetzte

Pfeilspitzen angegeben; die Niveaucurven sind durch Punctirung angedeutet.
Man sieht, wie die Fliissigkeit von drei Seiten auf den Kreuzungspunct zustrémt,
um ebenfalls nach drei Seiten von demselben abzustromen. Diess wird nur
dadurch méglich, dass die Geschwindigkeit der Strémung im Kreuzungspunkte
gleich Null wird (dass sich die Fliissigkeit in demselben staut, wie man nach
Analogie bekannter Vorkommnisse sagen konnte). In der That ist ja die Geschwindigkeit

ou ou\’
durch \/<8x> + ((’934) gegeben.

Es ist weiterhin vortheilhaft, den Kreuzungspunkt von der Multiplicitdt o als
Grinzfall von a einfachen Kreuzungspuncten aufzufassen. Dass diess zuldssig
ist, zeigt die analytische Behandlung. Denn im a-fachen Kreuzungspunkte hat

w
die Gleichung — = 0 eine a-fache Wurzel, und eine solche entsteht, wie man

weiss, durch Zusimmmenrﬁcken von « einfachen Wurzeln. Im Uebrigen mégen
folgende Figuren diese Auffassung erldutern:

Ich habe in denselben der Einfachheit halber nur die Strémungscurven angegeben.
Linker Hand erblickt man denselben Kreuzungspunct von der Multiplicitat Zwei,
auf den sich Figur 1 bezieht. Rechter Hand liegt eine Stromung vor, welche dicht
bei einander zwei einfache Kreuzungspuncte aufweist. Man erkennt, wie der eine



Figure 1: Figur 1.









Stromungszustand aus dem anderen durch continuirliche Aenderung hervorgeht.
Bei dieser Erlauterung wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass das Gebiet,
in welchem wir den Strémungszustand
betrachten, sich nicht in’s Unendliche erstrecke. Es hat allerdings keinerlei
principielle Schwierigkeit, den Punct z = oo ebenso in Betracht zu ziehen, wie
irgend einen anderen Punct z = zy. An Stelle der Reihenentwickelung nach
Potenzen von z — zp hat dann in bekannter Weise eine solche nach Potenzen

1
von — zu treten. Man wird von einem a-fachen Kreuzungspuncte bei z = oo

z
sprechen, wenn diese Entwickelung hinter dem constanten Gliede sofort einen
a+1

Term mit | — bringt. Aber es scheint tiberfliissig, die geometrischen Ver-
z

héltnisse, welche diesen Vorkommnissen bei unserer Stromung entsprechen, aus-
fithrlicher zu schildern. Denn wir werden spéter Mittel und Wege kennen lernen,
um die Sonderstellung des Werthes z = 0o, wie sie uns hier entgegentritt, ein
fiir allemal zu beseitigen. Ebendesshalb wird der Punct z = oo in den néchstfol-
genden Paragraphen (g. 2—4) bei Seite gelassen, trotzdem er auch dort, wenn
man vollstdndig sein wollte, besonders in Betracht gezogen werden miisste.

g. 2. Beriicksichtigung der Unendlichkeitspuncte
von w = f(z).

Wir wollen nunmehr auch solche Puncte zg in unser Gebiet hereinnehmen, in de-
nen w = f(z) unendlich gross wird. Dabei schranken wir indess die unbegranzte
Reihe der Moglichkeiten, welche in dieser Richtung vorliegt, mit Riicksicht auf
die specielle von uns allein zu studierende Functionsclasse bedeutend ein. Wir

d
wollen verlangen, dass der Differentialquotient o keine wesentlich singuldre

z
Stelle besitzen soll, oder, was dasselbe ist, wir wollen festsetzen, dass w nur so
unendlich werden darf, wie ein Ausdruck der folgenden Form:

Ay A, A,

Al — e A
0g(z — 20) + Z— 20 + (2 — 20)2 + (2 — 2)¥’

unter v eine bestimmte endliche Zahl verstanden.

Entsprechend den verschiedenen Formen, die dieser Ausdruck darbietet,
sagen wir, dass sich bei z = zg verschiedene Unstetigkeiten iiberlagern: ein log-
arithmischer Unendlichkeitspunct, ein algebraischer Unendlichkeitspunct von
der Multiplicitdt Eins, u. s. f. Wir werden der Einfachheit halber hier

jedes dieser Vorkommnisse fiir sich betrachten, worauf es eine niitzliche Ue-
bung sein wird, sich in einzelnen Fillen das Resultat der Ueberlagerung deutlich
zu machen.

Sei z = zg zuvorderst ein logarithmischer Unendlichkeitspunct. Wir haben
dann:

w = Alog(z - ZO) + Co + 01(2’ — Zo) + CQ(Z - 20)2 + e

10



Hier ist A diejenige Grosse, welche man, mit 2im multiplicirt, nach Cauchy als
Residuum des logarithmischen Unendlichkeitspunctes bezeichnet, eine Benen-
nung, die im Folgenden gelegentlich angewandt werden soll. Fiir die Strémung
in der Ndhe des Unstetigkeitspunctes ist es von primédrer Wichtigkeit, ob A reell
ist oder rein imaginér, oder endlich complex. Offenbar kann man den dritten
Fall als eine Ueberlagerung der beiden ersten auffassen. Wir wollen daher auch
ihn bei Seite lassen und haben uns somit nur mit zwei getrennten Moglichkeiten
zu beschéftigen.

1) Wenn A reell ist, so werde Cy = a + ib gesetzt. Man hat dann in erster
Anniherung fiir w = u + iv, z — 29 = re'¥:

u=A-logr+a, v=Ap+b.

Die Curven u = Const. umgeben also den Unendlichkeitspunct in Gestalt
kleiner Kreise; die Curven v = Const. laufen, den wechselnden Werthen von
o entsprechend, in allen Richtungen auf den Unendlichkeitspunct zu. Wir
haben eine Bewegung, bei welcher z = zg eine Quelle von einer gewissen posi-
tiven oder negativen Ergiebigkeit vorstellt. Um diese Ergiebigkeit zu berechnen,
multipliciren wir das Bogenelement eines kleinen mit dem Radius r um den
Unstetigkeitspunct beschriebenen Kreises mit der zugehorigen Geschwindigkeit
und integriren den so gewonnenen Ausdruck ldngs der Kreisperipherie. Da

o\ [ou)® d A
\/ ( u) + (u) in erster Anndherung mit % und dieses mit = zusam-
r

oz oy or

menfallt, so kommt:
27 A
/ — - rdp=2Axw
0 T

als Werth der Ergiebigkeit. Die Ergiebigkeit ist also gleich dem Residuum, geth-
eilt durch i; sie ist positiv oder negativ je nach dem Werthe von A.

2) Sei zweitens A rein imaginér, gleich 4A. Dann kommt unter Beibehaltung
der ubrigen Bezeichnungen in erster Anndherung;:

u=—-A-p+a, v=A- logr-+b.

Die Rollen der Curven v = Const., v = Const. sind also geradezu vertauscht.
Die Niveaucurven verlaufen jetzt nach allen Richtungen von z = 2 aus, wahrend
die Stromungscurven den Unendlichkeitspunct in kleinen Kreisen umgeben. Die
Flissigkeit wirbelt auf letzteren Curven um den Punct z = zy herum. Ich
will den Punct dementsprechend als einen Wirbelpunct bezeichnen. Sinn und
Intensitédt des Wirbels werden durch A gemessen. Da die Geschwindigkeit

JG) (G

0
in erster Anndherung gleich au wird, so findet die Wirbelbewegung bei posi-

Oy

tivem A im Sinne des Uhrzeigers, bei negativem A in entgegengesetztem Sinne
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statt. Wir mogen die Intensitét des Wirbels gleich 2A7w setzen, sie ist dann dem
Residuum des betreffenden Unendlichkeitspunctes negativ gleich.

Uebrigens kénnen wir sagen, indem wir uns der Definition conjugirter Stro-
mungen, wie sie im vorigen Paragraphen gegeben wurde, mit der ihr anhaften-
den Unbestimmtheit erinnern: Hat eine von zwei conjugirten Stromungen bei
z = zg eine Quelle von einer gewissen Ergiebigkeit, so hat die andere dort einen
Wirbelpunct von gleicher oder entgegengesetzt gleicher Intensitdt.

Wir betrachten ferner die algebraischen Unstetigkeitspuncte. Bei ihnen ist
der Verlauf der Stromung seinem allgemeinen Charakter nach davon unab-
héngig, ob das erste Glied der Reihenentwickelung einen reellen, imagindren
oder complexen Coefficienten hat. Sei zuvorderst:

A
w=—""—+Co+Ci(z—2)+ -,
zZ— 20

so wird in erster Anndherung fiir z — 2o = re’?, A; = pe'¥:
o ..
w=Co =& feos(y — o) +isin(y ~ 9)}

Betrachten wir zuvorderst den reellen Theil rechter Hand. Wenn r sehr klein
ist, so kann e cos(¢—p) durch geschickte Wahl von ¢ doch noch jeden beliebigen
r

vorgegebenen Werth vorstellen. Die Function u nimmt also in unmittelbarer
Ndéhe der Unstetigkeitsstelle noch jeden Werth an. Zur ndheren Orientirung
denken wir uns einen Augenblick r und ¢ als unbegrénzte Verdnderliche, setzen
also

gcos(w — ) = Const.

Wir erhalten dann ein Biischel von Kreisen, welche alle die feste Richtung
=19+ T berithren. Die Kreise sind um so kleiner, je grosser der absolute

Betrag von Const. genommen wird. In dhnlicher Weise verlaufen daher die
Curven u = Const. in der Nahe der Unstetigkeitsstelle. Insbesondere haben
sie fiir sehr grosse positive oder negative Werthe von Const. die Gestalt kleiner,
geschlossener, kreisihnlicher Ovale. — Fiir den imaginéren Theil des Ausdrucks
rechter Hand und also die Curven v = Const. gilt eine dhnliche Discussion. Der
Unterschied ist nur der, dass jetzt die Richtung ¢ = v von allen Curven bertihrt
wird. Hiernach wird die folgende Figur, in welcher die Niveaucurven wieder
punctirt, die Stromungscurven ausgezogen sind, versténdlich sein:

Die analoge Discussion liefert vom v-fachen algebraischen Unstetigkeitspuncte
die erforderliche Anschauung. Ich will hier nur das Resultat anfiithren: Jede
Curve u = Const. lduft v-mal durch den Unstetigkeitspunct hindurch, indem sie
der Reihe nach v feste, gleich stark gegen einander geneigte Tangenten beriihrt.
Analog die Curven v = Const. Fir sehr grosse (positive oder negative) Werthe
der Constante sind beiderlei Curven in

unmittelbarer Nihe der Unstetigkeitsstelle geschlossen. Ich gebe zur Veran-
schaulichung eine Figur fiir v = 2:
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Figure 4: Figur 4.
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Figure 5: Figur 5.
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Man wird vermuthen, dass diese hoheren Vorkommnisse aus den niederen
durch Grénziibergang entstehen mogen. Ich verschiebe die betreffende Er-
lauterung bis zum folgenden Paragraphen, wo uns eine bestimmte Function-
sclasse die erforderlichen Anschauungen mit Leichtigkeit vermitteln wird.

g. 3. Rationale Functionen und ihre Integrale.
Entstehung hoherer Unendlichkeitspuncte aus niederen.

Die entwickelten Sétze geniigen, um den Gesammtverlauf solcher Functionen
zu veranschaulichen, die, iibrigens in der ganzen Ebene eindeutig, keine an-
deren Unendlichkeitspuncte aufweisen, als die eben betrachteten. Es sind diess,
wie man weiss, die rationalen Functionen und thre Integrale. Ohne ausgefiihrte
Zeichnungen zu geben, stelle ich hier die Sdtze, welche man bei ihnen betr-
effs der Kreuzungspuncte und Unendlichkeitspuncte findet, in knapper Form
zusammen. Ich beschrianke mich dabei, aus dem oben angegebenen Grunde,
auf solche Félle, in denen z = oo keinerlei ausgezeichnete Rolle spielt. Die hi-
erin liegende Beschrankung wird hinterher, wie bereits angedeutet, von selbst
in Wegfall kommen.

1) Die rationale Function, welche wir zu betrachten haben, stellt sich in der
Form dar:

_ »(2)
¥(2)’

wo ¢ und ¢ ganze Functionen desselben Grades sind, die ohne gemeinsamen
Theiler angenommen werden kénnen. Ist dieser Grad der n'® und zihlt man
jeden algebraischen Unendlichkeitspunct

so oft, als seine Multiplicitdt anzeigt, so erhélt man, den Wurzeln von 1) = 0
entsprechend, n algebraische Unstetigkeitspuncte. Die Kreuzungspuncte sind
durch ¢’ — )’ = 0, eine Gleichung (2n—2)t® Grades, gegeben. Die Gesammit-
multiplicitit der Kreuzungspuncte ist also 2n—2, wobei man aber beachten muss,
dass jede v-fache Wurzel von ¢ = 0 eine (v — 1)-fache Wurzel von ¢’ = 0 ist und
also jeder v-fache Unendlichkeitspunct der Function fiir (¢v—1) Kreuzungspuncte
mitzahlt.

2) Soll das Integral einer rationalen Function

-3

fiir z = co endlich bleiben, so muss der Grad von ® um zwei Einheiten kleiner
sein als der Grad von W. @ und ¥ sollen dabei ohne gemeinsamen Theiler
angenommen werden. Dann liefert ® = 0 die freien Kreuzungspuncte, d. h.
diejenigen Kreuzungspuncte, welche nicht mit Unendlichkeitspuncten zusam-
menfallen. Die Wurzeln von ¥ = 0 geben die Unendlichkeitspuncte des Inte-
grals. Und zwar entspricht der einfachen Wurzel von ¥ = 0 ein logarithmis-
cher Unendlichkeitspunct, der Doppelwurzel ein Unendlichkeitspunct, der im
Allgemeinen die Ueberlagerung eines logarithmischen Unstetigkeitspunctes mit
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einem einfachen algebraischen sein wird, etc. Wenn man dementsprechend je-
den Unendlichkeitspunct so oft zdhlt, als die Multiplicitit des entsprechenden
Factors in U betrdgt, so ist die Gesammtmultiplicitit der Kreuzungspuncte um
zwei Einheiten geringer als die der Unendlichkeitspuncte. Uebrigens sei noch
an den bekannten Satz erinnert, dass die Summe der logarithmischen Residua
sammtlicher Unstetigkeitspuncte gleich Null ist. —

Das Vorstehende gibt uns eine zweifache Moglichkeit, um héhere Unstetigkeit-
spuncte aus niederen entstehen zu lassen. Wir kénnen einmal — und diess ist fir
uns das Wichtigste — vom Integral der rationalen Function ausgehen. Bei ihm
entsteht ein v-facher algebraischer Unstetigkeitspunct, wenn v + 1 Factoren von
U einander gleich werden, wenn also v+1 logarithmische Unstetigkeitspuncte in
geeigneter Weise zusammenriicken. Dabei ist deutlich, dass die Residuensumme
der letzteren gleich Null sein muss, wenn der entstehende

Unendlichkeitspunct ein rein algebraischer sein soll. Die folgenden beiden
Figuren, in denen nur die Strémungscurven angegeben sind, erldutern den betr-
effenden Granziibergang fiir den einfachen algebraischen Unstetigkeitspunct der
Figur (4):

Ich habe dabei die Anordnung in doppelter Weise getroffen, so dass linker
Hand zwei Quellenpuncte, rechter Hand zwei Wirbelpuncte einander nahe geriickt
scheinen und Figur 4 als {ibereinstimmendes Resultat des Grénziiberganges in
beiden Fallen erscheint. In derselben Beziehung stehen die folgenden beiden
Zeichnungen zu Figur 5:

Die zweite Moglichkeit fiir das Entstehen hoherer Unendlichkeitsstellen aus

niederen bietet die Betrachtung der rationalen Function L4 selbst. Logarith-

mische Unendlichkeitsstellen bleiben dabei ausgeschlossen. Der v-fache alge-
braische Unstetigkeitspunct entsteht jetzt aus v einfachen algebraischen Un-
stetigkeitspuncten, indem némlich v einfache lineare Factoren von v zu einem
v-fachen zusammenriicken miissen. Aber zugleich vereinigt sich mit ihnen eine
Anzahl von Kreuzungspuncten, deren Gesammitmultiplicitit (v—1) betragt. Denn
' — @y’ = 0 erhélt, wie schon bemerkt, in demselben Augenblicke, wo 1 den
v-fachen Factor bekommt, einen

(v — 1)-fachen Factor. Die folgende Figur erldutert in diesem Sinne das
Entstehen des in Figur 5 abgeleiteten zweifachen algebraischen Unendlichkeit-
spunctes:

Es ist natiirlich leicht, diese beiden Arten des Grénziiberganges unter eine
allgemeinere gemeinsam zu subsumiren. Wenn man v+ p+ 1 logarithmische Un-
endlichkeitspuncte und p Kreuzungspuncte successive oder gleichzeitig zusam-
menfallen ldsst, so wird allemal ein v-facher algebraischer Unstetigkeitspunct
entstehen. Doch ist hier nicht der Ort, um diese Gedanken weiter auszufiihren.
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Figure 6: Fig. 6.

17













Figure 10: Fig. 10.

g. 4. Realisation der betrachteten Stromungen
auf experimentellem Wege.

Wir wollen unserer Betrachtung nunmehr eine andere Wendung geben, indem
wir uns fragen, wie diejenigen Bewegungsformen, die wir jetzt von den ratio-
nalen Functionen und ihren Integralen kennen, physikalisch realisirt werden
mogen. Dabei sei es gestattet, von dem Princip der Ueberlagerung ausgiebigen
Gebrauch zu machen, so dass es sich nur um Herstellung der allereinfachsten
Bewegungsformen handelt. Aus der Theorie der Partialbriiche folgt, dass man
jede der in Betracht kommenden Functionen aus einzelnen Bestandtheilen addi-
tiv zusammensetzen kann, welche sich unter einen der folgenden beiden Typen
subsumiren:
A

(z—20)""
Da log(z — z9) bei z = 0o einen Unstetigkeitspunct hat, was eine unnoéthige

Besonderheit ist, so wollen wir den ersten Typus durch den allgemeineren erset-
zen:

A -log(z — 2p),

A~log;ZiZ0
zZ— 2z

und diesen selbst wieder, entsprechend den Erlduterungen des g. 2, in zwei
Bestandtheile zerspalten, indem wir ndmlich A gleich A + iB setzen und nun

/—\lg

-2
Ganzen drel Falle ausemanderzuhalten

% yund 4B - log gesondert betrachten. Hiernach haben wir im

1) Wenn es sich um den Typus A- log handelt so haben wir bei zg eine

—Z1
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Quelle von der Ergiebigkeit 2Am, bei z1 eine solche von der Ergiebigkeit —2Am
anzubringen. Man denke sich zu dem Zwecke die XY-Ebene mit einer unendlich
diinnen, gleichférmigen, elektricitétsleitenden Schicht iiberdeckt. Dann wird die
entsprechende Bewegungsform offenbar realisirt, indem wir bei zg den einen,
bei z1 den anderen Pol einer galvanischen Batterie von zweckmdssig gewdhlter
Stirke aufsetzen® . — Man sieht zugleich, wesshalb das Residuum von zy dem-
jenigen von z; entgegengesetzt gleich sein muss: da der Stréomungszustand sta-
tiondr sein soll, muss an der einen Stelle ebenso viel Elektricitat zugefithrt wer-
den, als an der anderen abstréomt. Derselbe Grund gilt, wie man sofort erkennt,
fiir den entsprechenden Satz bei beliebig vielen logarithmischen Unendlichkeit-
spuncten, wobei allerdings zunéchst nur von den rein imagindren Theilen der
betreffenden Residua die Rede ist (welche den von den Unendlichkeitspunkten
ausgehenden Quellenbewegungen entsprechen).

2) Im zweiten Falle (wo iB - log S} gegeben ist) wird die experimentelle
zZ— 2z

Anordnung etwas schwieriger. Das einfachste Schema ist dieses, dass man zg
und z; durch eine sich selbst nicht schneidende Curve verbindet und nun dafiir
sorgt, dass diese Curve der Sitz einer constanten elektromotorischen Kraft sei.
Es entwickelt sich dann in der XY-Ebene eine Strémung, welche bei zp und
z1 Wirbelpunkte aufweist, welche iiberall sonst stetig verlduft, und aus der
man durch Integration als zugehériges Geschwindigkeitspotential eine Function
findet, welche bei jeder Umkreisung von zy oder z; um einen gewissen Period-
icitdtsmodul wéchst. Von diesem Geschwindigkeitspotential

*) Man vergl. den grundlegenden Aufsatz von Kirchhoff im 64. Bande von
Poggendorff’s Annalen: Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch
eine Ebene (1845).

ist dabei das nothwendig eindeutige elektrostatische Potential wohl zu un-
terscheiden. Die Curve, welche zg und z; verbindet, ist flir das letztere eine
Unstetigkeitscurve, und wird eben hierdurch die Eindeutigkeit des elektrostatis-
chen Potentials ermoglicht™®).

Ich weiss nicht, ob es eine experimentelle Anordnung giebt, um dieses ein-
fachste Schema zu realisiren. Es scheint, dass man umstédndlicher zu Werke
gehen muss. Denken wir zuvorderst etwa an thermoelektrische Strome. Wir
wollen die XY-Ebene zum Theil mit dem Materiale I, zum Theil mit dem
Materiale IT iiberdecken und die Stérke der {iberdeckenden Schichten dabei so
bemessen, dass der specifische Leitungswiderstand iiberall derselbe sei. Wenn
wir dann dafir sorgen, dass die beiden durch zy und z; von einander getrennten
Theile der Contour, in welcher die zweierlei Materialien zusammenstossen, beide
auf constanten, unter sich verschiedenen Temperaturen gehalten werden, so wird
in der That eine elektrische Stromung entstehen, wie wir sie haben wollen. Dabei
weist das elektrostatische Potential, nach den Vorstellungen, die man der Lehre
von der Thermoelektricitit zu Grunde legt, an beiden Theilen der genannten
Contour Unstetigkeiten auf. — Noch complicirter scheint es, elektrische Strome
zu benutzen, wie sie die gew6hnlichen galvanischen Elemente liefern. Man muss
die Ebene dann durch mindestens drei Curven, welche von zg nach z; verlaufen,
in Theile zerlegen und zwei dieser Theile mit metallischen Belegen, den dritten
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Figure 11: Fig. 11.

mit einem feuchten Leiter iiberdecken. Man vergleiche hierzu die Figur 12.

*) Die Behauptungen des Textes hingen, wie man weiss, auf das Engste mit
der Theorie der sogenannten Doppelbelegungen zusammen, wegen deren man
Helmholtz in Poggendorff’s Annalen Bd. 89, p. 224 ff. (Ueber einige Gesetze der
Vertheilung elektrischer Strome in korperlichen Leitern, 1853) sowie C. Neu-
mann in dessen Buche: Untersuchungen iiber das Logarithmische und New-
ton’sche Potential (Leipzig, Teubner, 1877) vergleichen mag.

Durch alle diese Anordnungen hindurch ist von Vorne herein ersichtlich,
dass die beiden bei zy und z; auftretenden Wirbelpuncte in der That entge-
gengesetzt gleiche Intensitdt haben miissen. Aus &hnlichen Griinden wird die
Gesammtintensitdt simmtlicher Wirbel bei beliebig vielen gegebenen Wirbelpn-
ncten? immer gleich Null sein, und ist dadurch der Satz von dem Verschwinden
der Summe aller logarithmischen Residuen, auch was den reellen Theil dieser
Residuen angeht, auf physikalisch evidente Griinde zuriickgefiihrt.

3) Die Bewegungsformen, welche den algebraischen Typen IP—— entsprechen,

— 20
mogen den Entwickelungen des g. 3 zufolge aus den eben betrachteten durch

Grenziibergang gewonnen werden. Es wird diess natiirlich nur mit einer gewis-
sen Annaherung geschehen kénnen. Man setze z. B. (v + 1) Dréhte, in welche
die Pole einer galvanischen Batterie auslaufen, dicht bei einander auf die XY-
Ebene auf. Dann entsteht eine Stromung, welche in einiger Entfernung von den
Drahtenden mit derjenigen merklich zusammenfillt, welche einem algebraischen
Unstetigkeitspunkte von der Multiplicitdt v entspricht. Zugleich ergiebt sich

2 Editorial note: Printed Wirbelpnncten instead of Wirbelpuncten; an apparent misprint,
the u set as n.
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Figure 12: Fig. 12.
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eine Ergidnzung unserer obigen Darstellung. Man wird die galvanische Batterie
sehr stark nehmen miissen, wenn bei der erwdhnten Anordnung noch eine mit-
tlere elektrische Stromung zu Stande kommen soll. Es entspricht diess dem von
analytischer Seite wohlbekannten Satze, dass die Residua logarithmischer Un-
endlichkeitspuncte selbst in’s Unendliche wachsen miissen, wenn beim Zusam-
menfallen der logarithmischen ein algebraischer Unstetigkeitspunkt entstehen
soll. — Ich gehe hier in kein weiteres Detail, da es im Folgenden allein darauf
ankommt,
dass auf Grund der Figuren 6—9 das allgemeine Princip verstanden wird.

g 5. Uebergang zur Kugelflaiche, Stromungen auf
beliebigen krummen Flachen.

Um die unendlich grossen Werthe von z derselben geometrischen Behandlungsweise
zuganglich zu machen, wie die endlichen, bedient man sich in den Lehrbiichern
jetzt allgemein der Kugelfliche®), welche stereographisch auf die XY -Ebene be-
zogen ist. Man kennt die einfachen geometrischen Beziehungen, welche bei dieser
Abbildung auftreten**). Man weiss auch zur Geniige, dass das Unendlich-Weite
der Ebene sich in einen bestimmten Punct der Kugel, den Projectionspunct,
zusammenzieht, so dass es keine symbolische Ausdrucksweise mehr ist, wenn
man auf der Kugel von einem Puncte z = oo spricht. Dagegen scheint es noch
immer weniger bekannt zu sein, dass bei dieser Abbildung die Functionen von
x + 1y eine Bedeutung fiir die Kugelfliche gewinnen, welche derjenigen, die sie
fiir die Ebene hatten, genau analog ist, dass man also in den Entwickelungen der
vorangehenden Paragraphen statt der Ebene die Kugel gebrauchen kann, wobei
von einer Sonderstellung des Werthes

*) Nach dem Vorgange von C. Neumann, Vorlesungen tiber Riemann’s The-
orie der Abel’schen Integrale, Leipzig, 1865. — Die Einfithrung der Kugelfliche

z
lauft sozusagen der Ersetzung von z durch das Verhéltniss ZL sweier Variabler

z
parallel, wodurch, wie man weiss, die Behandlung unendlich g2r0sser Werthe von
z auch formal unter die der endlichen Werthe subsumirt wird.

**) Unter &, 7, ¢ rechtwinklige Coordinaten verstanden, sei die Gleichung
der Kugel €% 4+ n? + (¢ — 3)* = ;. Projectionspunct sei £ =0, n =0, ( =1,
Projectionsebene (XY-Ebene) die gegeniiberliegende Tangentialebene (die &n-
Ebene). Dann folgt:

f= " - L (=0
- 2 ) n7x2+y2+17 7x2+y2+1
Bezeichnet man mit ds das Bogenelement der Ebene, mit do das entsprechende

Bogenelement der Kugel, so kommt:

ds
2 +y2 41’
eine Formel, welche fiir das Folgende insofern besonders wichtig ist, als sie die
Abbildung als eine conforme charakterisirt.

do =
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2z = 0o won vorne herein keine Rede ist*): Ich entwickele hier kurz diejeni-
gen Sitze der Flachentheorie, aus denen diese Behauptung folgt, und nehme
meinen Standpunct dabei gleich so allgemein, dass meine Darstellung fiir spater
anzustellende Betrachtungen ausreicht.

Indem wir Fliissigkeitsbewegungen parallel der XY-Ebene studirten, haben
wir uns bereits gewohnt, die Fliissigkeitsschicht, welche der Betrachtung un-
terliegt, als unendlich diinn vorauszusetzen. In demselben Sinne kann man
Fliissigkeitsbewegungen offenbar auf beliebig gegebenen Flidchen betrachten.
Die Verschiebungen frei ausgespannter Fliissigkeitsmembranen in sich, wie man
sie bei den Plateau’schen Versuchen so schén beobachten kann, geben ein an-
schauliches Beispiel dafiir. — Wir werden versuchen, auch derartige Bewe-
gungen durch ein Potential zu definiren, und vor allen Dingen fragen, welche
Bewandniss es dann mit den stationidren Bewegungen hat.

Die zweckmaissige Verallgemeinerung des Potentialbegriffs bietet sich un-
mittelbar. Es sei u eine Function des Ortes auf der Fliche, so denke man
sich auf letzterer die Curven u = Const. gezogen. Sodann werde festgesetzt,
dass die Flissigkeitsbewegung auf der Flache in jedem Punkte senkrecht gegen
die hindurchgehende Curve u = Const. stattfinden solle, und zwar mit einer
Geschwindigkeit, die, unter dn das Bogenelement der zugehorigen, auf der Flache

u
verlaufenden Normalrichtung verstanden, gleich o ist. Wir nennen dann u, wie
n

in der Ebene, das zur Bewegung gehorige Geschwindigkeitspotential.

Die in solcher Weise definirte Stromung soll nun eine stationdre sein. Um eine
bestimmte Formel zu haben, wollen wir ein krummliniges Coordinatensystem
p, q auf unserer Fliche annehmen und uns die Form bestimmt denken:

*) Man vergleiche hierzu und zu den folgenden Entwickelungen: Beltramd,
Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque; Annali di Matemat-
ica, ser. 2, t. I, p. 329 ff. — Die besondere Bemerkung, dass Oberflichenpo-
tentiale bei conformer Abbildung ebensolche bleiben, findet sich in den in der
Vorrede citirten Schriften von C. Neumann, Kirchhoff und Tépler, dann auch
z. B. bel Haton de la Goupilliére: Méthodes de transformation en Géométrie
et en Physique Mathématique, Journal de ’Ecole Polytechnique, t. XXV, 1867
(p. 169 ff.).

ds* = Edp® + 2F dpdq + G d¢?, (1)

welche vermoge dieses Coordinatensystems das Bogenelement auf der Fliache an-
nimmt. Dann gibt eine einfache Zwischenbetrachtung, welche der in der Ebene
iiblichen durchaus analog verlduft, dass u, um eine stationdre Bewegung zu ve-
ranlassen, der folgenden Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen muss:
P00 o o
dq dp P Oop dq
VEG — F? VvVEG — F?2
+ =0. (2)
dp dq
An diese Differentialgleichung kniipft nun eine kurze Ueberlegung, welche
die volle Analogie mit den auf die Ebene beziiglichen Resultaten herstellt.
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Es ergiebt sich namlich aus der Form von (2); dass man neben jedem u,
welches (2) geniigt, eine andere Function v einfithren kann, die zu u genau in
dem bekannten Reciprocititsverhdlinisse steht. In der That, vermoge (2) sind
die folgenden beiden Gleichungen vertraglich:

ou ou

ow_ "o Py

op VEG—-F?’ 3
u_ ou

dv _ " 9p Jq .

8¢  VEG-FZ? '

sie definiren ein v bis auf eine nothwendig unbestimmt bleibende Constante.
Aus ihnen aber folgt durch Auflosung:

ov ov

o _op oy
op  VEG-F?’ n

v ov

ou _ dp dq

9 VEG-F?

und hieraus: 5 5 5 5
v v v v
F— —G— F— - FE—
dq Gap 0 dq
VEG — F? vVEG — F?
o9 + 9 =0, (5)

so dass einmal u sich zu v verhélt, wie v zu —u, und andererseits v, so gut wie
u, der partiellen Differentialgleichung

(2) geniigt. Zugleich haben die Gleichungen (3), bez. (4), die geometrische
Bedeutung, dass die Curven u = Const. und v = Const. einander im Allge-
meinen rechtwinkelig schneiden.

Was nun die Behauptung betrifft, die ich hinsichtlich der stereographis-
chen Beziehung der Kugel auf die Ebene zu Eingang dieses Paragraphen vo-
ranstellte, so ist sie ein unmittelbarer Ausfluss aus dem Umstande, dass die
Gleichungen (2)—(5) in E, F, G homogen von der nullten Dimension sind*).
Wenn zwei Fliachen conform auf einander bezogen sind und man fithrt auf ih-
nen entsprechende krummlinige Coordinaten ein, so unterscheidet sich der Aus-
druck fiir das Bogenelement auf der einen Fliache von dem auf die andere Fléache
beziiglichen nur durch einen Faktor. Dieser Factor aber fillt aus dem angegebe-
nen Grunde aus den Gleichungen (2)—(5) einfach heraus. Wir haben also einen
allgemeinen Satz, der die besondere auf Kugel und Ebene beziigliche, oben aus-
gesprochene Behauptung als speciellen Fall umfasst. Indem ich aus u, v die
Combination u + v bilde und diese als compleze Function des Ortes auf der
Fldche bezeichne, spricht sich derselbe folgendermassen aus:
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Wird eine Fliche conform auf eine zweite abgebildet, so verwandelt sich jede
auf ihr existirende complexe Function des Ortes in eine Function derselben Art
auf der zweiten Fldache.

Vielleicht ist es niitzlich, ausdriicklich einem Missverstdndnisse entgegen-
zutreten, welches hierbei entstehen kéonnte. Derselben Function u+4v entspricht
eine Flissigkeitsbewegung auf der einen und auf der anderen Fliache; man kénnte
meinen, dass die eine Bewegung vermoge der Abbildung aus der anderen her-
vorgehe. Dies ist natiirlich richtig mit Bezug auf den Verlauf der Strémungscur-
ven und der Niveaucurven, keineswegs aber in Bezug auf die Geschwindigkeit.
Wo das Bogenelement der einen Fliache grosser ist, als das Bogenelement der
anderen Fliche, da ist die Geschwindigkeit der Strémung entsprechend kleiner.
Hierin eben liegt es, dass der Werth z = oo auf der Kugel seine

*) Es ist ibrigens nicht schwer, sich auch ohne alle Formel von der Richtigkeit
jener Behauptung Rechenschaft zu geben; man sehe die wiederholt citirten Ar-
beiten von C. Neumann und Topler.

singuldre Stellung verliert. Fiir den Unendlichkeitspunct der Ebene erweist
sich die Geschwindigkeit der Stromung, wie man sofort sieht, im Allgemeinen als
unendlich klein von der zweiten Ordnung. Sollte der Unendlichkeitspunkt sin-
gulér sein, so wird die Geschwindigkeit dort allemal um zwei Ordnungen kleiner,
als die Geschwindigkeit in einem gleichzubenennenden Punkt des Endlichen.
Man erinnere sich nun der oben (unter dem Texte) mitgetheilten Formel:

ds

do= 5
7 2 4+y2 4+ 1’

welche das Bogenelement der Kugel zum Bogenelement der Ebene in Beziehung
setzt. Hier ist 22 +y2 + 1 eben auch eine Grésse zweiter Ordnung, und es findet
daher beim Uebergange zur Kugel genaue Compensation statt.

g. 6. Zusammenhang der entwickelten Theorie
mit den Functionen eines complexen Argumentes.

Nun wir die Kugel als Substrat unserer Betrachtungen gewonnen haben, tiber-
tragen wir auf sie, was wir in den gg. 3 und 4 betreffs rationaler Functionen und
ihrer Integrale haben kennen lernen. Wir gewinnen dadurch, dass alle frither
aufgestellten Sdtze auch fiir unendlich grosses z und somit ausnahmslos gel-
ten. Um so interessanter wird es, sich auf der Kugel den Verlauf bestimmter
rationaler Functionen zu iiberlegen und tiber die Mittel zu ihrer physikalischen
Realisirbarkeit nachzudenken®. Aber es ist eine

*) Ein besonders tibersichtliches Beispiel von doch nicht zu elementarem
Charakter gibt die Ikosaedergleichung (siche Mathematische Annalen, Bd. XII,
p. 502 ff.). Dieselbe lautet, wie man weiss:

(— (220 + 1) + 228(210 — 25) — 494210)3
172825(210 4+ 1125 — 1) ’

w =
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3 ist also (fiir 2) eine Gleichung vom sechszigsten Grade. Die Unendlichkeit-
spunkte von w fallen zu je 5 in 12 Punkte zusammen, welche die Ecken eines
Tkosaeders sind, das der Kugel, auf welcher wir z deuten, einbeschrieben ist.
Den 20 Seitenflichen dieses Ikosaeders entsprechend zerlegt sich die Kugel in 20
gleichseitige sphérische Dreiecke. Die Mittelpunkte dieser Dreiecke sind durch
w = o gegeben und stellen ebensoviele Kreuzungspuncte von der Multiplic-
itdt Zwei fiir die Function w dar. Hiernach kennt man (unter Einrechnung
der Unendlichkeitspuncte) von den 2 - 60 — 2 = 118 Kreuzungspuncten bereits
4-12 4 2-20 = 88. Die 30 noch fehlenden werden durch die Halbirungspuncte
der 30 Kanten, die jenen 20 sphérischen Dreiecken angehoren, geliefert.

Figure 13: Fig. 13.

Die beistehende Figur représentirt in schematischer Weise eines jener 20
Dreiecke und auf ihm den Verlauf der Stromungscurven; auf den 19 iibrigen
Dreiecken ist die Sache genau ebenso.

3 Editorial note: In the denominator the print shows a long minus rule followed by a short
stray rule before the 1, apparently a doubled or displaced sort; it is read as a single minus, as
the formula requires.
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andere wichtige Frage, welche sich bei solchen Untersuchungen aufdrangt.
Die verschiedenen Functionen des Ortes, welche wir auf der Kugelflache studiren,
sind zugleich Functionen des Argumentes x + iy. Woher dieser Zusammenhang?

Man wolle vor allen Dingen bemerken, dass x + iy selbst eine complexe
Function des Ortes auf unserer Kugel ist; gentigen doch = und y, fiir « und v
eingesetzt, den friher (g. 1) fir letztere aufgestellten Differentialgleichungen.
So lange man in der Ebene operirt, konnte man denken, dass diese Function vor
den iibrigen etwas Wesentliches voraus habe; nach dem Uebergange zur Kugel
ist hierzu keine Veranlassung mehr. Und in der That verallgemeinert sich die
Bemerkung, auf die sich unsere Frage bezieht, sofort. Wenn u; +4v; und u + v
Functionen von x + iy sind, so ist auch u; + vy eine Function von u + v. Wir
haben also fir Ebene und Kugelfliche den allgemeinen Satz: dass von zwei com-
plexen Functionen des Ortes im Sinne der gewohnlichen functionentheoretischen
Ausdrucksweise jede eine Function der anderen ist.

Wird dieses nun eine besondere Eigenthiimlichkeit der genannten Fldchen
sein? Sicher wird sich dieselbe auf alle solche Fliachen iibertragen, die man auf
einen Theil der Ebene (oder der Kugel) conform beziehen kann. Diess folgt
aus dem letzten Satze des vorigen Paragraphen. Ich sage aber, dass dieselbe
FEigenthiimlichkeit iiberhaupt allen Fldchen zukommt, womit implicite behauptet
wird, dass man einen Theil einer

beliebigen Flache auf die Ebene oder die Kugelfliche conform iibertragen
kann.

Der Beweis gestaltet sich unmittelbar, wenn man die Bestandtheile x,y ir-
gend einer auf einer Fldche existirenden complexen Function des Ortes, x + iy,
auf der Flache selbst als krummlinige Coordinaten einfithrt. Dann miissen ndm-
lich die Coéfficienten E, F', G in dem Ausdrucke des Bogenelementes so beschaf-
fen werden, dass Identitdten entstehen, wenn man in die Gleichungen (2)—(5)
des vorigen Paragraphen fiir p und g und gleichzeitig fiir v und v bez. x und
y einflihrt. Diess bedingt, wie man sofort ersieht, dass F' = o, E = G wird.
Hierdurch aber verwandeln sich jene Gleichungen in die wohlbekannten:

%u  0%u 0: ou  Ov ou v

@4—87312_ ; %—afy, Fy——%,etc.
Sie gehen also direct in jene Gleichungen iiber, durch welche man Functionen
des Argumentes (x + iy) zu definiren pflegt, so dass u + v in der That eine
Function von z + iy wird, was zu beweisen war.

Zugleich erledigt sich, was hinsichtlich conformer Abbildung behauptet wurde.
Denn aus der Form des Bogenelementes

ds®* = E (dz? + dy?)

folgt unmittelbar, dass unsere Flache durch x + iy auf die XY-Ebene con-
form {ibertragen wird. Ich will dieses Resultat in etwas allgemeinerer Form
aussprechen, indem ich sage:

Wenn man auf zwei Flachen zwei complexe Functionen des Ortes kennt, und
man bezieht die Flichen so aufeinander, dass entsprechende Puncte respective
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gleiche Functionswerthe aufweisen, so sind die Fldachen conform auf einander
bezogen.

Es ist dies die Umkehr des dhnlich lautenden am Schlusse des vorigen Para-
graphen aufgestellten Satzes.

Alle diese Theoreme haben, soweit sie sich auf beliebige Flachen beziehen,
fiir’s Erste nur dann einen klaren Sinn, wenn man seine Aufmerksamkeit auf
kleine Stiicke der Fldachen beschrankt, innerhalb deren die complexen Functionen
des Ortes weder Unendlichkeitspuncte noch Kreuzungspuncte

aufweisen. Ich habe desshalb gelegentlich auch nur von einem Flichentheile
gesprochen. Aber es liegt nahe, zu fragen, wie sich die Verhéltnisse gestalten,
wenn man geschlossene Flachen in ihrer ganzen Ausdehnung benutzt. Diese
Frage ist mit der weiteren Ideenentwickelung, die ich im folgenden zu geben
habe, auf das Innigste verkniipft; ihr speciell sind die gg. 19—21 des Folgenden
gewidmet.

g 7. Noch einmal die Stromungen auf der Kugel.
Riemann’s allgemeine Fragestellung.

Wir haben nunmehr alle Vorbedingungen, um die Entwickelungen der ersten
Paragraphen dieser Einleitung in wesentlich neuer Weise aufzufassen und uns
vermoge dieser Auffassung zu einer grossen und allgemeinen Fragestellung zu
erheben, welche die Riemann’sche ist, und deren Pracisirung und Beantwortung
den eigentlichen Gegenstand der gegenwértigen Schrift zu bilden hat.

Das Primére bei der bisherigen Darstellung bildete die Function von z + y.
Wir haben dieselbe durch eine stationdre Stromung auf der Kugel gedeutet,
und uns bemiiht, Eigenschaften der Function in solchen der Strémung wieder
zu erkennen. Insbesondere haben uns die rationalen Functionen und ihre In-
tegrale mit einer einfachen Art von Stromungen bekannt gemacht: es sind die
einformigen Stromungen, diejenigen, bei denen in jedem Puncte der Kugel nur
eine Stromung statt hat. Und zwar sind es unter der Voraussetzung, dass keine
anderen Unstetigkeitspuncte statt haben, als die in g. 2 definirten, die allgeme-
insten einférmigen Stromungen, welche es auf der Kugel gibt.

Es scheint von Vorneherein moglich, diese ganze Entwickelung umzukehren:
das Studium der Strémungen voranzustellen und aus thm erst die Theorie gewisser
analytischer Functionen zu entwickeln. Die Frage nach der allgemeinsten in
Betracht kommenden Stréomung mag dann vorab durch physikalische Betrach-
tungen beantwortet werden; geben uns doch die experimentellen Anordnungen
des g. 4 zusammen mit dem Princip der Ueberlagerung das Mittel, um jede
derartige Stromung zu definiren! Die einzelne Stromung bestimmt uns sodann,
von einer Integrationsconstante abgesehen, eine complexe Function des Ortes,
deren allgemeinen Verlauf

wir anschauungsméssig verfolgen kénnen. Jede solche Function ist eine ana-
lytische Function jeder anderen. Indem wir irgend zwei complexe Functionen des
Ortes zusammenstellen, werden wir zu analytischen Abhédngigkeiten hingefiihrt,
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deren Eigenschaften wir von Vorneherein iibersehen und die wir erst hinterher,
um den Zusammenhang mit den Betrachtungen der Analysis herzustellen, mit
sonst in der Analysis iiblichen Abhéngigkeiten identificiren.

Alles dieses ist so deutlich, dass eine genauere Ausfithrung hier iiberfliis-
sig erscheint, dass wir vielmehr sofort zu der in Aussicht gestellten Verallge-
meinerung schreiten kénnen. Auch diese bietet sich auf Grund der bisherigen
Entwickelungen fast mit Nothwendigkeit. Wir werden alle die Fragen, welche
wir gerade hinsichtlich der Kugelfliche formulirten, in gleicher Weise aufwerfen
konnen, wenn statt der Kugelfliche eine beliebige geschlossene Fldche gegeben
ist. Auch auf ihr werden wir einférmige Stromungen und also complexe Functio-
nen des Ortes bestimmen koénnen, deren Eigenschaften wir anschauungsmaéssig
erfassen. Die gleichzeitige Betrachtung verschiedener Functionen des Ortes ver-
wandelt hernach die zu gewinnenden Ergebnisse in ebenso viele Lehrsétze der
gewOhnlichen Analysis. — Die Ausfiihrung dieses Gedankenganges ist die Rie-
mann’sche Theorie; zugleich haben wir die Haupteintheilung, welche bei der
folgenden Exposition derselben zu Grunde zu legen ist.

Abschnitt II. Exposition der Riemann’schen The-
orie.

g. 8. Classification geschlossener Fliachen nach
der Zahl p¥.

Fiir unsere Betrachtungen sind selbstversténdlich alle diejenigen geschlossenen
Fichen? als aequivalent aufzufassen, die sich durch eindeutige Zuordnung con-
form auf einander abbilden lassen. Denn jede complexe Function des Ortes auf
der einen Fliache wird sich bei einer solchen Abbildung in eine ebensolche Func-
tion auf der anderen Flidche verwandeln: die analytische Beziehung also, welche
durch das Zusammenbestehen zweier complexer Functionen auf der einen Fléache
versinnlicht wird, bleibt beim Uebergange zur zweiten Flache durchaus ungeén-
dert. Wenn man also z. B. (zufolge bekannter Entwickelungen) das Ellipsoid
derart conform auf die Kugel beziehen kann, dass jedem Puncte desselben ein
und nur ein Kugelpunct entspricht, so heisst diess fir uns, dass das Ellipsoid
ebenso geeignet ist, die rationalen Functionen und ihre Integrale zu repréasen-
tiren, wie die Kugel.

Um so wichtiger ist es, ein Element kennen zu lernen, welches nicht nur
bei conformer, sondern iiberhaupt bei eindeutiger Umgestaltung einer Fliche
ungeéndert erhalten bleibt*). Es ist diess das Riemann’sche p: die Zahl der

*) Die in diesem Paragraphen gegebene Darstellung weicht von der durch
Riemann selbst gegebenen zumal dadurch ab, dass Flichen mit Randcurven
vorab iiberhaupt nicht in Betracht gezogen werden und also statt der Quer-
schnitte, die von einem Randpuncte zu einem zweiten laufen, sogenannte Riick-

4 Editorial note: Printed “Fachen” instead of “Flichen”; an apparent misprint.
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kehrschnitte zur Verwendung gelangen (vgl. C. Neumann, Vorlesungen iiber
Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale, p. 291 ff.).

**) Es ist immer nur an Umformung durch stetige Functionen gedacht. Ue-
berdies sollen bei den willkiirlichen Fléchen des Textes bis auf Weiteres gewisse
besondere Vorkommnisse ausgeschlossen sein. Es ist am Besten, sich dieselben
ohne alle singuldre Puncte zu denken; erst spidter kommen Verzweigungspuncte
und damit Selbstdurchsetzungen der Fliche in Betracht (g. 13). Die Flichen
diirfen jedenfalls keine Doppelfiichen sein, bei denen man von einer Fléchen-
seite durch continuirliches Fortschreiten auf der Flidche zur anderen Flidchen-
seite gelangen kann; man vergleiche indess g. 23. Ueberdiess wird vorausgesetzt
— wie man es immer thut, wenn man sich eine geschlossene Flache als fertig
gegeben denkt — dass die Flache durch eine endliche Zahl von Schnitten in
einfach zusammenhéngende Theile zerlegt werden kann.

Riickkehrschnitte, welche man auf einer Flidche ziehen kann, ohne sie zu
zerstiicken. Die einfachsten Beispiele geniigen, um diesen Begriff einzuiiben. Fiir
die Kugel ist p = 0; denn sie zerfillt durch jede auf ihr verlaufende geschlossene
Curve, in zwei getrennte Bereiche. Fiir den gewohnlichen Ring ist p = 1, man
kann ihn langs einer, aber auch nur langs einer, tibrigens noch sehr willkiirlichen,
in sich zuriicklaufenden Curve zerschneiden, ohne dass er in Stiicke zerféllt.

Dass es unmoglich ist, zwei Flachen von verschiedenem p eindeutig auf einan-
der zu beziehen, scheint evident*). Complicirter ist es, den umgekehrten Satz zu
beweisen, dass ndmlich die Gleichheit des p die hinreichende Bedingung fir die
Méglichkeit der eindeutigen Beziehung zweier Flichen abgibt. Ich muss mich,
was den Beweis dieses wichtigen Satzes angeht, an dieser Stelle auf blosse Citate
unter dem Texte beschrinken*). Auf Grund desselben ist man berechtigt, bei
Untersuchungen iiber geschlossene Fléchen, so lange nur allgemeine Lagenver-
héltnisse in Betracht kommen, fiir jedes p einen moglichst einfachen Typus zu
Grunde zu legen. In diesem Sinne wollen wir von Normalfidchen sprechen. Fir
quantitative Bestimmungen reichen die Normalfldchen natiirlich in keiner Weise
mehr aus; aber sie bieten auch fiir sie ein Mittel zur Orientirung.

*) Damit soll keineswegs gesagt sein, dass diese Art geometrischer Evi-
denz nicht noch der ndheren Untersuchung bediirftig sei. Man vergleiche die
Erlauterungen von G. Cantor in Borchardt’s Journal, Bd. 84, p. 242 ff. Es
bleiben inzwischen diese Untersuchungen von den Darlegungen des Textes aus-
geschlossen, da es fiir letztere Princip ist, auf anschauungsméssige Verhéltnisse
als letzte Begriindung zu recurriren.

**) Man sehe C. Jordan: Sur la déformation des surfaces (in Liouville’s
Journal, ser. 2, Bd. 11 (1866).° Einige Puncte, die mir besonderer Aufkldrung
zu bediirfen schienen, sind in den mathematischen Annalen, Bd. VII, p. 529,
und Bd. IX, p. 476, besprochen.

Die Normalflache fiir p = 0 sei die Kugel, fiir p = 1 der Ring. Bei hoherem p
mag man sich eine Kugel mit p Anhéingseln (Handhaben) versehen denken, wie
folgende Figur fiir p = 3 aufweist:

5 Editorial note: The parenthesis opened before “in Liouville’s Journal” is never closed in
the print; only the one after 1866 is printed.
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Eine dhnliche Normalfldche ist natiirlich auch bei p = 1 statthaft, wie tiber-
haupt man sich diese Fliachen nicht als starr gegeben, sondern als beliebiger
Verzerrungen fiahig denken muss.

Auf diesen Normalflichen mégen nun gewisse Querschnitte, von denen wir
im Folgenden Gebrauch zu machen haben, festgelegt werden. Bei p = 0 kommen
dieselben noch nicht in Betracht. Auf dem Ringe p = 1 mag eine Meridiancurve
A, verbunden mit einer Breitencurve B das Querschnittsystem bilden:

i /'/

Figure 15: Fig. 15.

Allgemein gebrauchen wir 2p Querschnitte. Es wird, denke ich, mit Riick-
sicht auf die folgende Figur verstédndlich

sein, wenn ich bei der einzelnen Handhabe unserer Normalfliche von einer
Meridiancurve und einer Breitencurve rede:

Wir wahlen die 2p Querschnitte derart, dass wir um jede der p Handhaben
eine Meridiancurve und eine Breitencurve herumlegen. Wir wollen diese Quer-
schnitte der Reihe nach mit Ay, As, - - -A,, bezichungsweise B1, Bs, - - - B, beze-
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Figure 16: Fig. 16.

ichnen.

g. 9. Vorlaufige Bestimmung stationirer Stro-
mungen auf beliebigen Flachen.

Wir haben uns nun mit der Aufgabe zu beschéftigen, auf beliebigen (geschlosse-
nen) Flichen die allgemeinsten einférmigen, stationiren Stromungen mit Geschwindigkeitspo-
tential zu definiren, immer unter der Voraussetzung, dass keine anderen Un-
endlichkeitspuncte zugelassen werden sollen, als die in g. 2 genannten®. Zu
dem Zwecke richten wir unsere Ideen auf die Normalflichen des vorigen Para-
graphen und benutzen iibrigens wieder Vorstellungen der Elektricitétslehre. Die
gegebene Fliche denken wir uns mit einem unendlich diinnen gleichférmigen
Ueberzuge einer leitenden Substanz versehen, und wenden zunichst diejenigen
experimentellen Mittel an, die uns von g. 3 her bekannt sind.

*) Die Definition dieser Unendlichkeitspuncte bezog sich zunédchst nur auf
die Ebene, bez. die Kugel. Aber es ist wohl klar, wie dieselbe auf beliebige
krumme Fléchen zu iibertragen ist: die Verallgemeinerung ist so zu treffen, dass
wir auf die alten Unendlichkeitspuncte zuriickkommen, wenn wir die Flache und
die stationdren Stromungen auf ihr durch conforme Abbildung auf die Ebene
iibertragen. — In dieser Beschriankung hinsichtlich der Art der Unendlichkeit-
spuncte liegt auch, wie ich hier nicht ausfithren kann, dass nur eine endliche
Zahl von Unendlichkeitspuncten bei unseren Stréomungen moglich ist. Desgle-
ichen folgt aus unseren Prémissen, wie beildufig hervorgehoben sei, dass von
Kreuzungspuncten bei unseren Stromungen jedenfalls auch nur eine endliche
Zahl auftritt.

Wir werden also zuvorderst etwa die beiden Pole einer galvanischen Batterie
auf unsere Fldche an zwei beliebigen Stellen aufsetzen: es entsteht dann eine
Stromung, welche diese beiden Stellen als Quellenpuncte von entgegengesetzt
gleicher Ergiebigkeit besitzt. Wir werden sodann zwei beliebige Puncte der
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Flache durch eine oder mehrere, neben einander herlaufende, sich selbst nicht
schneidende Curven verbinden, welche der Sitz constanter elektromotorischer
Kréfte sein sollen, — wobei man sich alles Dessen erinnern mag, was in g. 4 betr-
effs der dann nothwendig werdenden experimentellen Anordnung gesagt wurde.
Wir erhalten dann eine stationdre Bewegung, fiir welche die beiden Puncte
Wirbelpuncte von entgegengesetzt gleicher Intensitét sind. — Wir werden ferner
verschiedene solche Bewegungsformen {iberlagern und endlich, wenn es nothig
scheint, getrennte Unendlichkeitspuncte durch Grénziibergang zu héheren Un-
endlichkeitspuncten zusammenfallen lassen. Alles das gestaltet sich genau so,
wie auf der Kugel, und wir haben also jedenfalls den folgenden Satz:

Wenn man die Art der Unendlichkeitsstellen nach Anleitung des §. 2 beschrdinkt,
wenn man ferner daran festhdlt, dass die Summe sdmmitlicher logarithmischer
Residua allemal gleich Null sein muss, so existiren auf unserer Fliche complexc®
Functionen des Ortes, welche an beliebig gegebenen Stellen in ibrigens beliebig
gegebener Weise unendlich werden und tberall sonst stetig verlaufen.

Mit den so bestimmten Functionen ist nun aber, fiir p > 0, die Sache noch
keineswegs erschopft. Wir konnen namlich eine experimentelle Anordnung tre-
ffen, fir welche auf der Kugel noch keinerlei Moglichkeit gegeben war. Es gibt
jetzt auf der Flache in sich zuriicklaufende Curven, vermoége deren die Fliche
keineswegs in getrennte Bereiche zerlegt wird. Nichts steht im Wege, dass die
Elektricitdt von der einen Seite einer solchen Curve durch die Flache hindurch
zur anderen Seite derselben hiniiberstromt. Wir werden eine solche Curve, oder
auch mehrere neben einander herlaufende Curven dieser Art ebensogut als Sitz
constanter elektromotorischer Krifte betrachten kénnen, wie diess in §. 4 mit
Curvenziigen geschah, die von einem Endpuncte zu einem zweiten hinlaufen.

Die Stromungen, welche wir dann erhalten, haben tiberhaupt

keine Unstetigkeiten. Wir werden sie als tiberall endliche Strémungen und
die zugehorigen complexen Functionen des Ortes als tiberall endliche Functionen
bezeichnen koénnen. Diese Functionen sind nothwendig unendlich vieldeutig.
Denn sie erhalten jeweils einen reellen, der angenommenen elektromotorischen
Kraft proportionalen Periodicitdtsmodul, so oft man die gegebene Curve in
demselben Sinne iiberschreitet™).

Wir fragen, wie mannigfach die so definirten iiberall endlichen Strémungen
sein moégen. Offenbar sind zwei auf derselben Fliche verlaufende Curven, als
Sitz gleich starker elektromotorischer Kréfte betrachtet, fiir unseren Zweck ae-
quivalent, wenn sie sich durch stetige Verschiebung iiber die Fléche hin zur Deck-
ung bringen lassen. Verzerrt man eine Curve so, dass Curvenstiicke auftreten,
welche zweimal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden, so diirfen
dieselben einfach weggelassen werden. In Folge dessen beweist man, dass eine
jede geschlossene Curve einer ganzzahligen Combination der Querschnitte A;,
B;, wie diese im vorigen Paragraphen definirt wurden, aequivalent ist.

In der That, man verfolge den Weg einer geschlossenen Curve auf unserer
Normalfliche*). Fiir p = 1 wird die

6 Editorial note: Printed complexc for complexe: a wrong sort, the final letter is a fully
inked italic ¢ with its ball terminal, not a damaged e.
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Figure 17: Fig. 17.
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Figure 18: Fig. 18.
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*) Ueber die Periodicitdt des imagindren Theil’s der Function soll hiermit
keinerlei Verfiigung getroffen sein. In der That ist v bei gegebenem wu durch
die Differentialgleichungen (1) der pag. 1 bis auf eine additive Constante voll-
stdndig bestimmt und es unterliegen also die Periodicitdtsmoduln, welche v an
den Querschnitten A;, B; besitzen mag, keinerlei willkiirlicher Festsetzung.

**) Einen anderen Beweis siehe bei C. Jordan: Des contours tracés sur les
surfaces, in Liouville’s Journal, ser. 2, Bd. 11 (1866).

Richtigkeit unserer Behauptung dann unmittelbar evident. Es geniigt, ein
Beispiel zu betrachten, wie es in den vorstehenden Figuren vorliegt.

Die in Figur 17 auf der Ringfliche verlaufende Curve ist mit der anderen,
welche rechter Hand gezeichnet ist, durch blosse Verzerrung zur Deckung zu
bringen, sie ist also mit einer dreifachen Durchlaufung der Meridiancurve A
(vergl. Fig. 15) und einer einfachen Durchlaufung der Breitencurve B aequiva-
lent. — Sei ferner p > 1. So oft dann unsere Curve iiber eine der p Handhaben
verlauft, kann man ein Stiick von ihr abtrennen, das sich durch blosse Verz-
errung in eine ganzzahlige Verbindung der betreffenden Meridiancurve und der
zugehorigen Breitencurve verwandeln ldasst. Nach Absonderung aller solcher Be-
standtheile bleibt eine geschlossene Curve iibrig, die sich entweder unmittelbar
in einen einzelnen Punct der Fliche zusammenziehen ldsst und also jedenfalls
keinen Beitrag zur elektrischen Stromung liefert, oder die eine oder mehrere
Handhaben vollig umschliesst, wovon Figur 19 ein Beispiel aufweist:

Die Figur 20 erldutert, wie man eine solche Curve durch Deformation verin-
dern kann. Durch Fortsetzung des hierdurch angedeuteten Processes verwandelt
sie sich in einen Curvenzug, der aus der inneren Randcurve der betreffenden
Handhabe und einer zugehérigen Meridiancurve besteht, dessen Stiicke aber
beide, zweimal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden. Also auch
eine solche Curve gibt keinen Beitrag zur Stromung. Man hétte dieses iibri-
gens auch von Vorneherein aus der Bemerkung ersehen kénnen, dass die jetzt
betrachtete Curve, gleich einer solchen, die sich in einen

Punct zusammenziehen ldsst, die gegebene Flache in getrennte Gebiete zer-
legt.

Wir erzielen daher durch Heranziehen beliebiger geschlossener Curven nicht
mehr, als durch geeignete Benutzung der 2p Curven A;, B;. Die allgemein-
ste iiberall endliche Stromung, welche wir hervorrufen kénnen, wird entstehen,
wenn wir jeden der 2p Querschnitte zum Trager einer beliebigen constanten
elektromotorischen Kraft machen. Oder anders ausgedriickt:

Die allgemeinste von uns zu construirende tiberall endliche Function ist
diejenige, deren reeller Theil an den 2p Querschnitten beliebig vorgegebene Pe-
riodicitatsmoduln aufweist.
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Figure 19: Fig. 19.
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Figure 20: Fig. 20.
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g. 10. Die allgemeinste stationare Stromung. Be-
weis fiir die Unmoglichkeit anderweitiger Stro-
mungen.

Wenn wir die verschiedenen im vorigen Paragraphen construirten complexen
Functionen des Ortes additiv zusammenfiigen, so erhalten wir eine Function,
deren Willkirlichkeit wir sofort iibersehen. Indem wir die Bedingungen, die hin-
sichtlich der Unendlichkeitsstellen ein fiir allemal vorgeschrieben sind, nicht noch
besonders erwéhnen, kdnnen wir sagen: dass unsere Function an beliebig gegebe-
nen Stellen in beliebig gegebener Weise unendlich wird und iiberdiess ihr reeller
Theil an den 2p Querschnitten beliebig gegebene Periodicitdtsmoduln aufweist.

Ich sage nun, dass diess in der That die allgemeinste Function ist, der auf
unserer Fldche eine einformige Stromung entspricht. Zum Beweise mogen wir
diese Behauptung auf eine einfachere reduciren. Ist irgend eine complexe Func-
tion der in Betracht kommenden Art auf unserer Flidche gegeben, so haben wir
im Vorhergehenden das Mittel, eine zugehorige Function zu construiren, welche
an denselben Stellen in derselben Weise unendlich wird, und deren reeller Theil
an den Querschnitten A;, B; dieselben Periodicitdtsmoduln aufweist, wie der
reelle Theil der gegebenen Function. Die Differenz der beiden Functionen ist eine
neue Function, welche nirgendwo unendlich wird und deren reeller Theil an den
Querschnitten verschwindende Periodicitdtsmoduln besitzt, welche tiberdiess,
wie selbstverstédndlich, wiederum eine einférmige Stromung definirt. Offenbar
haben wir zu beweisen, dass eine

solche Function nicht existirt, oder vielmehr, dass sie sich auf eine Constante
reducirt.

Und in der That ist dieser Beweis nicht schwierig. Was eine Durchfithrung
desselben in strenger Form betrifft, so will ich mich darauf beschranken, zu
bemerken, dass dieselbe mit Hiilfe des verallgemeinerten Green’schen Satzes
gelingt®). Die folgenden Betrachtungen sollen auf anschauungsmdassigem Wege
dieselbe Unmoglichkeit darthun. Mag man dieselben wegen der unbestimmten
Form, die sie besitzen, vielleicht auch nicht als zwingend erachten**), so scheint
es doch niitzlich, auch in dieser Weise den Griinden fiir das Bestehen jenes
Theoremes nachzugehen.

Wir moégen den besonderen Fall p = 0 vorweg nehmen und uns also fragen,
wesshalb auf der Kugel eine einférmige, iiberall endliche Strémung unméoglich
ist. Das Zweckmaéssigste scheint es zu sein, den Verlauf der Strémungscurven auf
der Kugel zu verfolgen. Da Unendlichkeitspuncte nicht auftreten sollen, so kann
eine Stromungscurve nicht plétzlich abbrechen, wie es in einem Quellenpuncte,
oder in einem algebraischen Unstetigkeitspuncte geschieht. Ueberdiess halte
man vor Augen, dass neben einander herlaufende Strémungscurven nothwendig
gleichen Stromungssinn haben. Man erkennt dann, dass nur zweierlei Arten von
nicht abbrechenden Strémungscurven moglich sind. Entweder die Curve windet
sich, je langer um so enger, um einen asymptotischen Punct — dann haben wir
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wieder einen Unendlichkeitspunct —, oder die Curve ist gegeschlossen.” Ist aber
eine Stromungscurve geschlossen, so sind es die néchstfolgenden auch. Dabei
schliessen sie einen kleineren und kleineren Theil der Kugelfliche ein. Es kann
also nicht fehlen, dass man zu einem Wirbelpuncte, d. h. abermals zu einem
Unendlichkeitspuncte gefithrt wird. Eine tiberall endliche Stromung ist also in
der That unmoglich. Allerdings haben wir der Moglichkeit nicht gedacht, die in
dem Auftreten von Kreuzungspuncten liegt. Diese Puncte sind jedenfalls nur,
wie oben hervorgehoben, in endlicher Zahl vorhanden. Es wird also nur eine
endliche Zahl von Strémungscurven

*) Wegen dieses Satzes siehe Beltrami, 1. c. p. 354.

**) Ich will tibrigens daran erinnern, dass man auch den Green’schen Satz
anschauungsmaissig begrinden kann. Vgl. Tait, On Green’s and allied other
theorems, Edinburgh Transactions, 1869—70, p. 69 ff.

geben, welche durch sie hindurchlaufen. Man denke sich die Kugel durch
diese Curven in Gebiete zerlegt und wiederhole innerhalb der einzelnen Gebi-
ete die gerade angestellten Betrachtungen, wobei sich das frithere Resultat von
Neuem ergeben wird.

Nehmen wir nun p > 0 und legen wieder die Normalflichen des g. 8 zu
Grunde. Dass auf diesen Flichen iiberall endliche, einférmige Stromungen ex-
istiren, liegt nach dem gerade Gesagten an dem Auftreten der Handhaben.
Eine auf der Normalfliche gezogene geschlossene Curve, die sich in einen Punct
zusammenziehen ldsst, kann ebensowenig, wie eine geschlossene Curve auf der
Kugel, Stromungscurve fiir eine iiberall endliche Strémung sein. Aber auch eine
Curve, wie wir sie in Figur (19) betrachteten, ist nicht zu brauchen. Denn
an eine erste solche Stromungscurve miissen sich weitere schliessen nach Art
der in Figur (20) dargestellten, — so dass wir zuletzt zu einer Curve gelan-
gen, deren Theile zweimal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden! Die
Stromungscurve muss also nothwendig sich um die eine oder andere Handhabe
herumwinden, mag diess ein einfaches Umfassen jener Handhabe sein, oder ein
wiederholtes Umkreisen derselben im Sinne der Meridian- oder der Breitencur-
ven. In allen Féllen ldsst sich von der Stromungscurve ein Theil abtrennen,
der im Sinne des vorigen Paragraphen mit einer ganzzahligen Combination der
betreffenden Meridiancurve und der zugehorigen Breitencurve aequivalent ist.
Nun wichst u, der reelle Theil der durch die Strémung definirten complexen
Function, fortwdhrend, wenn man ldngs einer Stromungscurve fortschreitet. An-
dererseits liefern zwei Curven, welche im Sinne des vorigen Paragraphen aequiv-
alent sind, bei Durchlaufung nothwendig dieselben Incremente von u. Es gibt
also eine Combination wenigstens einer Meridiancurve und einer Breitencurve,
deren Durchlaufung einen nicht verschwindenden Zuwachs von wu herbeifiihrt.
Das Gleiche gilt nothwendig von der betreffenden Meridiancurve oder der Brei-
tencurve selbst. Der Zuwachs aber, den u beim Durchlaufen der Meridiancurve
gewinnt, entspricht dem Ueberschreiten der Breitencurve, und umgekehrt. Da-
her hat u nothwendig wenigstens an einer Breitencurve oder Meridiancurve einen

7 Editorial nmote: Printed ge-geschlossen across a line break, a doubled syllable; read
geschlossen.
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nicht verschwindenden Periodicitdtsmodul, und eine iiberall
endliche, einférmige Stréomung, bei der alle diese Periodicitdtsmoduln gleich
Null sind, ist in der That unmdéglich, w. z. b. w.

g. 11. Erlauterung der Stromungen an Beispielen.

Es scheint sehr niitzlich, sich iiber den allgemeinen Verlauf der nunmehr definirten
Stromungen an Beispielen zu orientiren, damit ndmlich unsere Sétze nicht blosse
abstracte Formulirungen bleiben, sondern mit concreten Vorstellungen verbun-
den werden®). Es gelingt diess im gegebenen Falle ziemlich leicht, so lange man
sich auf qualitative Verhéltnisse beschrénkt; die genaue quantitative Bestim-
mung wiirde selbstverstandlich ganz andere Hiilfsmittel erfordern. Ich will mich
dabei der Einfachheit halber auf solche Fldchen beschrinken, bei denen eine
Symmetrieebene existirt, die mit der Ebene der Zeichnung zusammenfallt, —
und auf diesen Flachen nur solche Stromungen in Betracht ziehen, bei denen
der scheinbare Umriss der Fldche (d. h. der Schnitt der Flache mit der Zeich-
nungsebene) entweder Stromungscurve oder Niveaucurve ist. Man hat dann den
wesentlichen Vortheil, dass man die Stromungscurven nur auf der Vorderseite
der Fliche zu

zeichnen braucht; denn auf der Riickseite verlaufen sie genau gerade so**).

Beginnen wir mit iiberall endlichen Stréomungen auf dem

*) Eine solche Orientirung ist vermuthlich auch fiir den praktischen Physiker
von hohem Werthe.

**) Derartige Zeichnungen gab ich bereits in dem Aufsatze: Ueber den Ver-
lauf der Abel’schen Integrale bei den Curven vierten Grades, Mathematische An-
nalen, Bd. X. Allerdings haben die Riemann’schen Flichen daselbst eine etwas
andere Bedeutung, so dass bei ihnen nur in {ibertragenem Sinne von einer Fliis-
sigkeitsbewegung die Rede sein kann; vergl. die Erlauterungen, welche dariiber
in g. 17 des Nachfolgenden gegeben werden.

Ringe p = 1. Wir betrachten zunéchst eine Breitencurve (oder mehrere
solche Curven) als Sitz der elektromotorischen Kraft. Dann entsteht die Figur
21, in der alle Stromungscurven Meridiancurven sind und Kreuzungspuncte
nicht auftreten. Die Meridiancurven sind dabei durch Stiicke radial verlaufender
gerader Linien vorgestellt. Die Pfeilspitzen geben die Stromungsrichtung auf
der Vorderseite, auf der Riickseite haben wir durchweg den umgekehrten Bewe-
gungssinn.

Bei der conjugirten Stromung spielen die Breitencurven die analoge Rolle,
wie soeben die Meridiancurven; dieselbe mag durch folgende Zeichnung erldutert
sein:

Der Bewegungssinn ist in diesem Falle auf Vorder- und Riickseite derselbe.

Wir wollen nun den Ring p = 1 dadurch uméndern, dass wir, etwa auf der
rechten Seite der Figur, zwei Ausstiilpungen

aus ihm hervorwachsen lassen, die sich allmahlich zusammenbiegen und
schliesslich verschmelzen. So haben wir eine Fldche p = 2 und auf ithr ein
Paar conjugirter Stromungen, wie es die Figuren 23 und 24 erldutern.
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Es haben sich, wie man erkennt, rechter Hand zwei Kreuzungspuncte eingestellt
(von denen natiirlich nur einer auf der Vorderseite gelegen und also sichtbar ist).
Etwas Analoges tritt jedesmal ein, wenn man iiberall endliche Stromungen auf
einer Fliache p > 1 studirt. Ich setze statt weiterer Erlduterungen noch zwei
Figuren mit je vier Kreuzungspuncten her, die sich auf p = 3 beziehen:

;

Figure 25: Fig. 25.

Dieselben entstehen, wenn man auf simmtlichen Handhaben der Fléche ein-
mal in den Breitencurven, das andere Mal in den Meridiancurven elektromo-
torische Krifte wirken ldsst. Auf den beiden unteren Handhaben sind diesel-
ben in gleichem Sinne orientirt, bei der oberen im entgegengesetzten. Von den
Kreuzungspuncten liegen zwei bei a und b, der dritte bei ¢, der vierte an der
entsprechenden Stelle der Riickseite. Es sind die Kreuzungspuncte bei a und b
in Figur (25) nur desshalb schwer zu erkennen, weil am Rande der Figur bei der
von uns gewdhlten Darstellungsweise eine perspectivische Verkiirzung eintritt
und daher beide im Kreuzungspuncte zusammentreffende Stromungscurven den
Rand zu beriihren scheinen. Denkt man sich die (in entgegengesetzter Rich-
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Figure 26: Fig. 26.
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tung) stattfindenden Stromungen auf der Riickseite der Fliache hinzu, so kann
itber die Natur dieser Puncte wohl keine Unklarheit bestehen.

Gehen wir nun zum Ringe p = 1 zuriick und lassen bei ihm zwei logarith-
mische Unstetigkeitspuncte gegeben sein! Man erhélt zugehorige Figuren, wenn
man die Zeichnungen

(23) und (24) einem Deformationsprocesse unterwirft, der auch in allge-
meineren Fallen ebenso interessant als niitzlich ist. Wir wollen nédmlich die Par-
tieen linker Hand in den einzelnen Figuren zusammenziehen, die rechter Hand
ausdehnen, so dass wir zunéichst etwa folgende Bilder erhalten:

—~

Figure 27: Fig. 27.

und nun die linker Hand bereits sehr schmal gewordene Handhabe vollends
zur Curve zusammenziehen, um sie dann wegzuwerfen. So ist aus der tberall
endlichen Strémung auf der Fliche p = 2 eine Strémung mit zwei logarithmis-
chen Unstetigkeitspunkten auf der Fliche p = 1 geworden. Die Figuren haben
namlich folgende Gestalt angenommen:

Die beiden Kreuzungspuncte von (23), (24) sind geblieben; m und n sind die
beiden logarithmischen Unstetigkeitspuncte. Und zwar sind dieselben im Falle
der Figur 29 Wirbelpuncte von entgegengesetzt gleicher Intensitat, im Falle der
Figur 30 Quellenpuncte von entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit. Dabei ist es
wieder eine Folge der von uns gewéahlten Projectionsart, wenn im zweiten Falle
siémmtliche Stromungscurven, von einer einzigen abgesehen, in m und n den
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Figure 29: Fig. 29.
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Rand zu beriihren scheinen.

Wollen wir endlich m und n zusammenriicken lassen, so dass ein algebrais-
cher Unstetigkeitspunct von einfacher Multiplicitdt entsteht, so kommen fol-
gende Zeichnungen, bei denen, wie man beachten mag, die Kreuzungspuncte
nach wie vor an ihrer Stelle geblieben sind:

Figure 31: Fig. 31.

Ich will diese Figuren nicht noch mehr vervielfaltigen, da weitere Beispiele
nach Art der nunmehr betrachteten leicht zu bilden sind. Nur der eine Umstand
werde noch hervorgehoben. Die Zahl der Kreuzungspunkte einer Stréomung
wéchst offenbar mit dem p der Fliche und mit der Zahl der Unendlichkeit-
spunkte. Algebraische Unendlichkeitspuncte von der Multiplicitdt » mogen als
(r + 1) logarithmische Unendlichkeitspuncte gezidhlt werden. Dann ist auf der
Kugel bei p logarithmischen Unendlichkeitspunkten die Anzahl der eigentlichen
Kreuzungspunkte allgemein g — 2. Andererseits ist mit der Zunahme von p um
eine Einheit nach unseren Beispielen eine Zunahme der Zahl der Kreuzungspunkte
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Figure 32: Fig. 32.
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um zwei Einheiten verbunden. Hiernach wird man vermuthen, dass die Zahl
der Kreuzungspuncte tiberhaupt p+ 2p — 2 sein wird. Ein strenger Beweis dieses
Satzes auf Grund der bisher entwickelten Anschauungen hat jedenfalls keine
besondere Schwierigkeit*); er wiirde hier aber zu weit fithren. Der einzige Spe-
cialfall unseres Satzes, den wir spater gebrauchen werden, ist auf Grund der
gewOhnlichen Untersuchungen der Analysis situs bekannt: es handelt sich bei

*) Zu einem solchen Beweise scheint vor allen Dingen nothwendig, sich tiber
die verschiedenen Moglichkeiten klar zu werden, die betreffs der Ueberfithrung
einer gegebenen Fliche in die Normalfldche des g. 8 vorliegen.

ihm (g. 14) um solche Stromungen, bei denen m einfache algebraische Un-
stetigkeitspuncte vorhanden sind, bei denen also 2m + 2p — 2 Kreuzungspuncte
auftreten miissen.

g. 12. Ueber die Zusammensetzung der allgeme-
insten complexen Function des Ortes aus einzel-
nen Summanden.

Der Beweisgang des g. 10 setzt uns in den Stand, von der allgemeinsten auf
einer Fliche existirenden complexen Function des Ortes uns dadurch eine con-
cretere Vorstellung zu machen, dass wir dieselbe aus einzelnen Summanden von
moglichst einfacher Eigenschaft additiv zusammensetzen.

Betrachten wir zuvorderst wberall endliche Functionen.

Es seien uy,us, - - -uy, iiberall endliche Potentiale. Dieselben mégen linear
abhdngig heissen, wenn zwischen ihnen eine Relation

aiuy + agus + - - - - auu, = A

mit constanten Coéfficienten besteht. Eine solche Beziehung liefert entsprechende
Gleichungen fiir die 2p Serien von p Periodicitdtsmoduln, welche wuq,ug, - -, u,

an den 2p Querschnitten der Flache besitzen. Umgekehrt wiirde, nach dem in

g. 10 bewiesenen Satze, aus solchen Gleichungen zwischen den Periodicitdtsmod-

uln die lineare Relation zwischen den u selbst hervorgehen. Es ergiebt sich so,

dass man auf mannigfachste Weise 2p linear unabhdngige tiberall endliche Po-

tentiale

U, U, - - Ugp

finden kann, dass sich aber aus ihnen jedes andere tberall endliche Potential
linear zusammensetzt:

U= ai1u + aguz + - - - - Fagpugy + A.

In der That kann man w;,us, - - -ug, z. B. derart wahlen, dass jedes nur an
einem der 2p Querschnitte einen nicht verschwindenden Periodicitdtsmodul be-
sitzt (wobei natiirlich jedem Querschnitte ein und nur ein Potential zugewiesen
werden soll). Hernach kann man in Ya,;u; die Constanten a; so bestimmen, dass
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dieser Ausdruck an sammtlichen 2p Querschnitten dieselben Periodicitdtsmod-
uln aufweist, wie u. Dann ist © — Ya;u; eine Constante, und wir haben also die
vorstehende Formel.

Um nun von den Potentialen w zu den iiberall endlichen Functionen u + v
iiberzugehen, denke ich mir der Einfachheit

halber ein solches Coordinatensystem z,y auf der Fliche eingefithrt (g. 6),
dass u,v durch die Gleichungen verkniipft sind:

ou v ou ov

or oy’ oy oz
Sei jetzt u; ein beliebiges tiberall endliches Potential. Wir bilden das zuge-
horige v; und haben:
uy und vy sind jedenfalls linear unabhdngig.
Denn wenn zwischen uq,v; eine Gleichung

aiuy + byv; = Const.

mit constanten Coéfficienten bestiinde, so wiirde dieselbe die folgenden Relatio-
nen begriinden:

8U1 8’01 8u1 81}1
— +bi— =0, — +bi— =0,
“ Ox o “ oy + lay
aus denen vermoge der angegebenen Beziehungen das widersinnige Resultat
Ou _ Our _
oxr oy

folgen wiirde.

Es sei nun ferner us von u; und v; linear unabhéngig. Dann nehmen wir
das zugehorige v2 und haben dann den allgemeineren Satz:

Die vier Functionen uy,us,v1,vs sind ebenfalls linear unabhdngig.

In der That kénnte man aus jeder linearen Relation:

aiuy + asus + byvy + bavo = Const.

durch Benutzung der zwischen den u, v bestehenden Beziehungen die folgenden
Gleichungen ableiten:

ou v Ju

(a1a2 + blbg)aixl — (albg - a2b1)87331 + (a% + b%)ai; = 0,
ou v Ju

(a1a2 + b1b2)87y1 — (a1b2 — a2b1)67y1 + (a% -+ b%)ai?j = 0,

aus denen durch Integration eine lineare Abhangigkeit zwischen wuy, vy, us folgen
wiirde. —
So vorwiérts schliessend bekommt man endlich 2p linear unabhéngige Poten-
tiale:
Uy, V1; U2,V2; ==+ ) Up,’UZ”
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wo jedes v mit dem gleichbezeichneten u zusammengehort. Wir setzen u, +
o = W, und nennen nunmehr tiberall
endliche Functionen wy,ws, - - -w,, linear unabhéngig, wenn zwischen ihnen
keinerlei Relation:
awi +cows + -+ - - cuw, =C

besteht, unter ci,- - -c,, C beliebige complere Constanten verstanden. Dann
haben wir sofort:
Die p diberall endlichen Functionen

W, Wa,* - Wp

sind linear unabhdngig.

Wenn némlich eine lineare Abhédngigkeit bestiinde, so kénnte man in ihr
das Reelle und Imaginédre sondern und erhielte dadurch lineare Beziehungen
zwischen den u und v.

Des Weiteren aber folgt: Jede beliebige tiberall endliche Function setzt sich
aus unseren wi,Wa, - - - - Wy in der Form zusammen:

w = cwi + cowa + - - - - cpwp + C.

In der That kénnen wir durch geeignete Wahl der complexen Constanten
c1,C2, - +cp bei der linearen Unabhangigkeit der g, ---up, v1, - - -v, erreichen, dass
eine durch vorstehende Formel definirte Function w an den 2p Querschnitten be-
liebig vorgegebene Grossen als Periodicitdtsmoduln des reellen Theils aufweist.

Diess ist das Theorem, welches wir hinsichtlich der Darstellung iiberall endlicher
Functionen im gegenwértigen Paragraphen aufzustellen hatten. Der Uebergang
zu Functionen mit Unendlichkeitsstellen ist nun sehr leicht zu bewerkstelligen.

Es seien &i1,&2,- - -§, die Punkte, in denen unsere Function in irgendwie
vorgeschriebener Weise unendlich werden soll. Wir wollen dann einen Hiilf-
spunct 7 einfithren und eine Reihe von einzelnen Functionen

F\,Fy,----F,

construiren, von denen jede einzelne nur in einem der Puncte &, und zwar in der
fiir diesen Punct vorgeschriebenen Weise, unendlich werden soll und iiberdies
in n einen logarithmischen Unstetigkeitspunct besitzen mag, dessen Residuum
dem, zu dem betreffenden £ gehorigen, logarithmischen Residuum entgegenge-
setzt gleich kommt. Die Summe

Fi+F+----F,

wird dann in 7 stetig; denn die Summe aller zu den Unstetigkeitspuncten &
gehorigen Residua ist, wie wir wissen,

gleich Null. Ueberdiess wird sie in den ¢ und nur in den &, dabei in der
vorgeschriebenen Weise unendlich. Sie unterscheidet sich also von der gesuchten
Function nur um eine iiberall endliche Function. Die gesuchte Function ist also
in der Gestalt darstellbar:

Fy+Fy+----F, +cqwi + cowa + - - -cpwp, + C,

60



womit wir auch das allgemeine hier in Betracht kommende Theorem gefunden
haben.

Dasselbe entspricht offenbar der Zerlegung, welche wir in g. 4 fiir die auf der
Kugel existirenden complexen Functionen betrachteten, und die wir damals,
wie man es gewohnlich thut, der Lehre von der Partialbruchzerlequng rationaler
Functionen entnahmen.

g. 13. Ueber die Vieldeutigkeit unserer Functio-
nen. Besondere Betrachtung eindeutiger Func-
tionen.

Die Functionen u + iv, welche wir auf unseren Fliachen studieren, sind im All-
gemeinen unendlich vieldeutig: denn einmal bringt jeder logarithmische Un-
endlichkeitspunct einen Periodicitdtsmodul mit sich, andererseits haben wir
die Periodicitdtsmoduln an den 2p Querschnitten A;, B;, deren reelle Theile
wir willkiirlich annehmen konnten. Ich sage nun, dass mit diesen Angaben die
Vieldeutigkeit von uw+iv in der That erschépft ist. Zum Beweise miissen wir auf
den Begriff der Aequivalenz zweier Curven auf gegebener Fliche zuriickgreifen,
den wir in g. 9 zunéchst zu anderem Zwecke einfithrten. Da die Differentialquo-
tienten von u und v (oder, was dasselbe ist, die Componenten der zugehérigen
Stromung) auf unserer Flache durchweg eindeutig sind, so liefern zwei aequiv-
alente geschlossene Curven, welche durch keinen logarithmischen Unstetigkeit-
spunkt getrennt sind, bei Durchlaufung denselben Zuwachs von u, wie von v.
Nun fanden wir aber, dass jede geschlossene Curve mit einer ganzzahligen Com-
bination der Querschnitte A4;B; aequivalent ist. Wir bemerkten ferner (g 10),
dass die Durchlaufung von A; denjenigen Periodicitdtsmodul liefert, welcher
der Ueberschreitung von B; entspricht, und umgekehrt. Hieraus aber folgt das
ausgesprochene Theorem in bekannter Weise.

Es wird uns nun insbesondere interessiren, eindeutige

Functionen des Ortes zu betrachten. Dem Gesagten zufolge werden wir alle
solche Functionen erhalten, wenn wir als Unstetigkeiten nur rein algebraische
Unendlichkeitspuncte zulassen und dann dafiir sorgen, dass die 2p Periodic-
itdtsmoduln an den Querschnitten A;, B; simmtlich verschwinden. Dabei wird
es der leichteren Ausdrucksweise wegen gestattet sein, nur einfache algebraische
Unstetigkeitspuncte in Betracht zu ziehen. Denn wir wissen ja aus g 3, dass der
v-fache algebraische Unstetigkeitspunct durch Zusammenriicken von v einfachen
entstehen kann, wobei tibrigens, wie man nicht vergessen darf, Kreuzungspuncte
in der Gesammtmultiplicitidt (v — 1) absorbirt werden. Seien also m Puncte als
einfache algebraische Unendlichkeitspuncte der gesuchten Function gegeben. So
wollen wir zuerst irgend m Functionen des Ortes bilden: 72y, Zs,- - -Z,,, von
denen jede nur an einer der gegebenen Stellen einfach algebraisch unendlich
werden soll aber iibrigens beliebig vieldeutig sein mag. Aus diesen Z setzt sich
die allgemeinste complexe Function des Ortes, welche an den gegebenen Stellen
einfache algebraische Unstetigkeiten besitzt, dem vorigen Paragraphen zufolge
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in der Gestalt zusammen:
121 + axZy + - A Ly + CLwr 4 - - cpwp + C

unter ay, as, - - -a,, beliebige constante Coéfficienten verstanden. Um eine ein-
deutige Function zu haben, setzen wir die Periodicitdtsmoduln, welche dieser
Ausdruck an den 2p Querschnitten besitzt, gleich Null. Aber diese Periodic-
itdtsmoduln setzen sich vermoge der a,c aus den Periodicitdtsmoduln der Z,
w linear zusammen. Wir finden also 2p lineare homogene Gleichungen fiur die
m+p Constanten a und c. Wir wollen annehmen, dass diese Gleichungen linear
unabhéngig sind*). Dann kommt der wichtige Satz:

*) Sind sie es nicht, so ist die néchste Folge, dass die Zahl der in m Puncten
unendlich werdenden eindeutigen Functionen grésser wird als die im Texte
angegebene. Man kennt die Untersuchungen, welche zumal Roch iiber diese
Moglichkeit angestellt hat (Borchardt’s Journal Bd. 64; vergl. auch, was die al-
gebraische Formulirung betrifft: Brill und Néther, iber die algebraischen Func-
tionen und ihre Verwendung in der Geometrie, Mathematische Annalen, Bd. 7).
Ich kann diesen Untersuchungen im Texte nicht folgen, obgleich sie sich mit
Leichtigkeit an die Darstellung des Abel’schen Theorems anschliessen lassen,
wie sie Riemann in Nr. 14 der Abel’schen Functionen giebt, — und will nur,
mit Riicksicht auf spiatere Entwickelungen des Textes (cf. g. 19), darauf hin-
weisen, dass eine lineare Abhdngigkeit zwischen den 2p Gleichungen jedenfalls
nicht eintritt, wenn m die Grinze 2p — 2 tiberschreitet.

Unter der genannten Voraussetzung giebt es bei m beliebig vorgeschriebenen
einfachen algebraischen Unstetigkeitspuncten nur dann eindeutige Functionen
des Ortes, wenn m 2 p+1 ist, und zwar enthalten diese Functionen (m—p+1)
linear vorkommende willkirliche Constante.

Man denke sich jetzt die m Unendlichkeitspuncte als beweglich. So treten
m neue Willkiirlichkeiten in die Betrachtung ein. Ueberdies ist klar, dass man
beliebige m Puncte auf der Flache durch continuirliche Verschiebung in beliebige
m andere verwandeln kann. Wir kénnen also sagen, indem wir uns iibrigens
immer der Voraussetzung erinnern, die wir gemacht haben:

Die Gesammtheit der eindeutigen Functionen mit m einfachen algebraischen
Unstetigkeitspuncten, die auf gegebener Fliche existiren, bildet ein Continuum
von (2m — p+ 1) Abmessungen.

Nun wir die Existenz und die Mannigfaltigkeit der eindeutigen Functionen
haben kennen lernen, wollen wir auf mdoglichst anschauungsmaéssigem Wege
noch eine andere wichtige Eigenschaft derselben entwickeln. Die Zahl m der
Unendlichkeitspuncte unserer Function hat namlich fiir letztere eine noch viel
weiter gehende Bedeutung. Ich sage, dass unsere Function u 4+ iv jeden beliebig
vorgegebenen Werth ug + ivg genau an m Stellen annimmit.

Zum Beweise betrachte man den Verlauf der Curven u = ug, v = vg auf un-
serer Fldche. Nach g. 2 ist klar, dass jede dieser Curven einen Ast durch jeden
der m Unendlichkeitspuncte hindurchschickt. Andererseits folgt aus Betrach-
tungen, wie wir sie in g. 10 entwickelten, dass jeder Curvenast mindestens einen
Unendlichkeitspunct enthalten muss. Hiernach ist fiir sehr grosse ug, vy die
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Richtigkeit unserer Behauptung unmittelbar klar. Denn die betreffenden Cur-
ven u = ug, v = vy gehen dann in der Nahe des einzelnen Unendlichkeitspunctes
nach g. 2 in kleine durch den Unendlichkeitspunct

hindurchlaufende Kreise iiber, welche nothwendig neben dem (hier nicht
weiter in Betracht kommenden) Unstetigkeitspuncte noch je einen Schnittpunct
gemein haben:

e
K
Y

\oo
| ) b
|
\ K
N\ ,/

-

Figure 33: Fig. 33.

Hieraus aber folgt die Sache allgemein. Denn die Curven u = ug, v = vy
kénnen bei continuirlicher Aenderung von wug, vg niemals einen Schnittpunct
verlieren. Es konnte diess ndmlich nach dem Gesagten nur so geschehen, dass
mehrere Schnittpuncte zusammenriickten, um dann in geringerer Zahl wieder
aus einander zu treten. Nun bilden die Curven u, v ein Orthogonalsystem. Ein
Zusammenriicken reeller Schnittpuncte ist also nur in den Kreuzungspuncten
moglich (in denen es auch wirklich geschieht). Die Kreuzungspuncte aber sind
nur in endlicher Zahl vorhanden, und also nicht im Stande, die Flache in ver-
schiedene Gebiete zu zerlegen. Die Eventualitdt des Zusammenriickens ist also
iiberhaupt nicht in Betracht zu ziehen, und somit unsere Behauptung bewiesen.

Es ist tibrigens fiir das Folgende niitzlich, sich die Vertheilung der Werthe von
u + tv in der Nahe eines Kreuzungspunctes deutlich zu machen. Hierzu geniigt
eine aufmerksame Beobachtung der oben gegebenen Figur 1. Man erkennt zu-
mal, dass von den m beweglichen Schnittpuncten der Curven v = ug, v = vg
bei Annéherung an den v-fachen Kreuzungspunct (v + 1) zusammenriicken. —

Analoge Betrachtungen, wie wir sie hiermit fiir eindeutige Functionen erledigt
haben, finden natiirlich auch bei vieldeutigen Functionen ihre Stelle. Ich gehe
auf sie nur desshalb nicht ein, weil es die im Folgenden festgehaltene Um-
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granzung des Stoffes nicht néthig macht. Auch kommt nur in den allereinfach-
sten Féllen ein iibersichtliches Resultat. Sei in dieser Beziehung daran fliichtig
erinnert, dass eine

complexe Function mit mehr als zwei incommensurabeln Periodicitédtsmod-
uln an jeder Stelle jedem beliebigen Werthe unendlich nahe gebracht werden
kann.

g. 14. Die gewohnlichen Riemann’schen Fliachen
iiber der z + iy-Ebene.

Statt die Vertheilung der Functionswerthe u + iv auf der urspriinglichen Flache
zu betrachten, kann man ein sozusagen umgekehrtes Verfahren einschlagen.
Man deute nédmlich die Functionswerthe — welche dementsprechend jetzt = + iy
genannt werden sollen — in gewdhnlicher Weise in der Ebene (oder auch auf der
Kugel®) und studiere die conforme Abbildung, welche demzufolge (nach g. 5)
von unserer urspringlichen Fliache entworfen wird. Wir beschrianken uns dabei
wieder, der Einfachheit halber, auf den Fall der eindeutigen Functionen, trotz-
dem es besonderes Interesse hat, gerade auch die Abbildung durch mehrdeutige
Functionen in Betracht zu ziehen**).

Eine kurze Ueberlegung zeigt, dass wir so gerade zu der mehrblittrigen, mit
Verzweigungsverzweigungspuncten® versehenen, diber der XY -Ebene ausgebre-
iteten Fldche gefiihrt werden, welche man gewdhnlich als Riemann’sche Fliche
schlechthin bezeichnet.

In der That, sei m die Zahl der (einfachen) Unendlichkeitspuncte, welche
x + 1y auf der urspriinglichen Flidche besitzt. Es nimmt dann z + iy, wie wir
sahen, jeden Werth auf der gegebenen Flache m-mal an. Daher dberdeckt die
conforme Abbildung unserer Fldche auf die x + iy-Ebene die letztere im Allge-
meinen mit m Bldttern. Eine Ausnahmestellung nehmen nur diejenigen Werthe
von x + iy ein, fir welche einige der m auf der urspriinglichen Fliache zuge-
horigen Stellen zusammenfallen, denen also Kreuzungspuncte entsprechen. Man
ziehe zum Verstandnisse noch einmal die Figur (1) heran. Es folgt aus derselben,
dass man die Umgebung

*) Ich spreche im Folgenden durchweg von der Ebene, statt von der Kugel,
um mich moglichst an die gewohnliche Auffassungsweise anzuschliessen.

**) Man vergleiche hierzu, was Riemann in Nr. 12 seiner Abel’schen Func-
tionen iiber die Abbildung durch {iberall endliche Functionen sagt.

eines v-fachen Kreuzungspunctes derart in (v + 1) Sectoren zerlegen kann,
dass x + iy innerhalb jedes Sectors denselben Werthvorrath durchlauft. Daher
werden oberhalb der betreffenden Stelle der (x + iy) Ebene (v + 1) Bldtter der
conformen Abbildung derart zusammenhdngen, dass eine Umlaufung der Stelle
von einem Blatte in ein zweites, von diesem in ein drittes fihrt etc., und dass
eine (v + 1)-malige Umlaufung derselben ndéthig wird, um zum Anfangspuncte

8 Editorial note: Printed “Verzweigungsverzweigungspuncten”, with the word stem dou-
bled; read “Verzweigungspuncten”. An apparent misprint.
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zurtickzugelangen. Diess ist aber genau, was man gewOhnlich als einen v-fachen
Verzweigungspunct bezeichnet®). Dabei ist die Abbildung in diesem Puncte
selbst natiirlich keine conforme mehr; man beweist leicht, dass der Winkel, den
irgend zwei auf der urspriinglichen Fléache verlaufende sich im Kreuzungspuncte
schneidende Curven mit einander bilden, auf der iiber der (z + iy)-Ebene aus-
gebreiteten Riemann’schen Flache genau mit (v + 1) multiplicirt erscheint. —

Aber zugleich erkennen wir die Bedeutung, welche diese mehrbldttrige Fliche
fiir unsere Zwecke beanspruchen kann. Alle Flachen, welche durch conforme Ab-
bildung eindeutig aus einander hervorgehen, sind fiir uns gleichbedeutend (g. 8).
Wir kénnen also die m-bléttrige Flache {iber der Ebene ebensogut zu Grunde
legen, wie die bisher benutzte Flache, die wir uns ohne jedes singulére Vorkomm-
niss frei im Raume gelegen vorstellten. Dabei kommt die Schwierigkeit, die man
in dem Auftreten der Verzweigungspuncte erblicken kénnte, von vorneherein in
Wegfall: denn wir werden nur solche Stromungen auf der mehrbléttrigen Fliche
in Betracht ziehen, welche sich in der Umgebung der Verzweigungspuncte derart
verhalten, dass sie riickwérts auf die im Raume gelegene urspriingliche Fliche
iibertragen dort keine anderen singulédren Vorkommnisse darbieten, als die ohne-
hin gestatteten. Hierzu ist nicht einmal néthig, dass man eine entsprechende
im

*) Wir haben oben (g. 11) ohne ausgefithrten Beweis angegeben, dass die
Zahl der Kreuzungspuncte von x+iy (2m+2p—2) betragt. Wie man jetzt sieht,
ist diese Behauptung eine einfache Umsetzung der bekannten Relation, welche
die Zahl der Verzweigungspuncte (oder vielmehr die Gesammtmultiplicitit der-
selben) mit der Blatterzahl m und dem p einer mehrbléattrigen Fliache verkniipft
[unter p die Maximahlzahl® der Riickkehrschnitte verstanden, die man auf dieser
mehrblattrigen Flache ziehen kann, ohne sie zu zerstiicken].

Raume gelegene Flache kennt; handelt es sich doch nur um Verhéltnisse in
der néchsten Umgebung der Verzweigungspuncte, d. h. um differentielle Re-
lationen, denen unsere Strémungen geniigen miissen®). Es hat hiernach auch
keinen Zweck mehr, wenn wir von beliebig gekriimmten Flichen sprechen, uns
diese ohne singuldre Puncte zu denken: sie mdgen selbst mit mehreren Bldt-
tern tberdeckt sein, die unter sich durch Verzweigungspuncte, beziehungsweise
Verzweigungsschnitte zusammenhdngen. Aber welche unter den unbegranzt vie-
len, sonach gleichberechtigten Flidchen wir auch der Betrachtung zu Grunde
legen wollen: wir miissen zwischen wesentlichen Eigenschaften unterscheiden,
welche allen gleichberechtigten Fléchen gemeinsam sind, und uwnwesentlichen
Eigenschaften, die der particuldren Flache anhaften. Zu ersteren gehort die
Zahl p, es gehoren dahin die Moduln, von denen in g. 18 ausfiihrlicher die
Rede sein soll; zu letzteren bei mehrbliattrigen Flachen die Art und Lage der
Verzweigungspuncte. Wenn wir uns eine ideale Fliche denken, die nur jene
wesentlichen Eigenschaften besitzen soll, so entsprechen auf ihr den Verzwei-
gungspuncten der mehrblattrigen Flache gewohnliche Puncte, die, allgemein zu
reden, vor den iibrigen Puncten Nichts voraus haben, und die erst dadurch
beachtenswerth werden, dass bei der conformen Abbildung, die von der idealen

9 Editorial note: Printed “Maximahlzahl”; read “Maximalzahl”. An apparent misprint.
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Flache zur particuldaren hintiberfiihrt, in ihnen Kreuzungspuncte entstehen.

Das Resultat ist also dieses, dass wir betreffs der Fldchen, auf denen wir
operiren dirfen, eine gréssere Beweglichkeit gewonnen haben, und dass wir zu-
gleich die Zufdlligkeiten erkennen, welche die Betrachtung jeder einzelnen beson-
deren Fldche mit sich bringt. Insbesondere werden wir im Folgenden, so oft
es niitzlich scheint, mehrbléttrige Flichen iiber der x + iy-Ebene in Betracht
ziehen; ihre Verwendung soll aber in keiner Weise die Allgemeinheit der Auffas-
sung beeintrichtigen**).

*) Wegen der expliciten Formulirung dieser Relationen vergleiche man die
gewohnlichen Lehrbiicher, sodann insbesondere die Schrift von C. Neumann:
Das Dirichlet’sche Princip in seiner Anwendung auf die Riemann’schen Fléchen,
Leipzig 1865.

**) Es entsteht hier die interessante Frage, ob es immer moglich ist, mehrblat-
trige Flachen mit beliebigen Verzweigungspuncten conform in solche zu verwan-
deln, die durchaus keine singuldre Stelle besitzen. Diese Frage greift iiber die
im Texte zu behandelnden Gegenstéinde hinaus, aber ich habe sie immerhin an-
fiihren wollen. Gelingt es im einzelnen Falle nicht, so haben die vorgidngigen
Betrachtungen des Textes doch noch die Bedeutung, dass sie am einfachsten
Beispiele die allgemeinen Ideen haben entstehen lassen und dadurch die Be-
handlung auch der complicirteren Vorkommnisse ermoglicht haben.

g. 15. Der Ring p = 1 und die zweiblittrige Flache
mit vier Verzweigungspuncten iiber der Ebene®.

Ich habe mich im vorigen Paragraphen ziemlich kurz fassen kénnen, da ich die
gewohnliche Riemann’sche Flache {iber der Ebene mit ihren Verzweigungspuncten
als bekannt ansah. Immerhin wird es nitzlich sein, wenn ich das Gesagte
an einem Beispiele erldutere. Wir wollen einen Ring p = 1 betrachten. Auf
ihm existiren nach g. 13 co? eindeutige Functionen mit nur zwei Unendlichkeit-
spuncten. Eine jede derselben besitzt nach der allgemeinen Formel des g. 11 vier
Kreuzungspuncte. Der Ring ist also auf mannigfache Weise auf eine zweiblat-
trige ebene Flache mit vier Verzweigungspuncten abzubilden. Ich will den
besonderen Fall, in welchem ich diese Abbildung nunmehr betrachten werde,
auf explicite Formeln stiitzen, damit auch denjenigen Lesern, die in rein an-
schauungsmaissigen Operationen minder geiibt sind, die Sache zuginglich sei.
Allerdings greife ich damit in etwas den Entwickelungen vor, welche erst der
folgende Paragraph zu bringen bestimmt ist.

Wir wollen die Ringflache als gewohnlichen Torus voraussetzen, der durch
Rotation eines Kreises um eine denselben nicht schneidende Axe seiner Ebene
entsteht. Sei o der Radius dieses Kreises, R der Abstand seines Mittelpunctes
von der Axe, a ein Polarwinkel.

Wir fithren die Rotationsaxe als Z-Axe, den Punct O der Figur als An-
fangspunct eines rechtwinkligen Coordinatensystems ein und unterscheiden die
durch OZ hindurchlaufenden Ebenen nach dem Winkel ¢, den sie mit der pos-
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itiven X-Axe bilden. Dann hat man fiir einen beliebigen Punct der Ringflache:

*) Vergl. Kirchhoff; Monatsberichte der Berliner Akademie von 1875, 1.
c. (wo ibrigens explicite nur die Beziehung zwischen Ringfliche und ebenem
Rechtecke besprochen wird).

X =(R—pcosa)cosp, Y =(R—pcosa)sing, 1)

Z = psina.

Daher wird das Bogenelement:

ds = VdX? +dY? +dZ% = \/(R — gcosa)? - dp? + ¢? - da? (2)
oder:
ds = (R — gcosa) - v/d&? + dn?, (3)
WO

e

oda

E=¢, n= (4)

, R—opcosa
gesetzt sein soll.

Nach Formel (3) haben wir eine conforme Abbildung der Ringfliche auf die
&n-Ebene. Die ganze Ringflache wird offenbar einmal iiberstrichen, wenn ¢ und
a (in den Formeln (1)) jedes von —m bis +7 lduft. Die conforme Abbildung der
Ringfliche tiberdeckt daher ein Rechteck der Ebene, wie es durch folgende Figur
vorgestellt wird:

. ' '
h=\+P
w & o um
! "
" -+ -
& 3 N
f=|-P

Figure 35: Fig. 35.
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T d
Ich habe dabei in der Figur der Kiirze halber statt / et einfach p
o R—ocosa
geschrieben. — Wollen wir uns die Beziehung zwischen Rechteck und Ringflache

recht anschaulich vorstellen, so denke man sich ersteres aus dehnsamem Mate-
riale verfertigt und nun die gegeniiberstehenden Kanten des Rechtecks ohne
Torsion zusammengebogen. Oder auch, man denke sich den Ring von analoger
Beschaffenheit, zerschneide

ihn langs einer Breitencurve und einer Meridiancurve und breite ihn dann
in die £n-Ebene aus. Ich setze statt weiterer Erlduterung eine Figur her, welche
die Verticalprojection der Ringfliche von der positiven Z-Axe aus auf die XY-
Ebene vorstellt und bei der die Beziehung zur né-Ebene markirt ist:

Y

Figure 36: Fig. 36.

Natiirlich erblickt man nur die Oberseite der Ringflache, die auf der Riick-
seite abgebildeten Quadranten 3 und 4 werden beziehungsweise von 2 und 1
verdeckt.

Sei nun andererseits bei reellem s (< 1) iiber der Ebene eine zweibldttrige
Flache mit vier Verzweigungspuncten Z = +1, :i:i gegeben:
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Figure 37: Fig. 37.

wobei ich mir (wie es in der Figur angedeutet ist) die beiden Halbblatter,
welche die positive Halbebene iiberlagern;'® schraffirt denken will. Dabei sollen
die Verzweigungsschnitte mit den geradlinigen Strecken zwischen +1 und —|—%
einerseits, und —1 und —i andererseits zusammenfallen.

Diese zweiblattrige Flache reprasentirt, wie man weiss, die Verzweigung von
w=+1—22-1— 3222 und zwar

kénnen wir, in Anbetracht der Wahl der Verzweigungsschnitte, die Zuord-
nung so treffen, dass auf dem oberen Blatte w durchweg einen positiven reellen
Theil besitzt. Wir betrachten nun das Integral

we [Z
0 w

Dasselbe liefert uns in bekannter Weise die Abbildung unserer zweibléttrigen
Flache ebenfalls auf ein Rechteck, dessen nédhere Beziehung zur zweibléattrigen
Flache durch folgende Figur gegeben ist, auf welcher man die Schraffirungen
und sonstigen Unterscheidungen der Figur (37) wiederfindet:

Dem oberen Blatte von Figur (37) entspricht die linke Seite dieser Figur.
Man beachte vor Allem, wie sich die Abbildung fiir die Umgebung der Verzwei-
gungspuncte der zweiblattrigen Fléache gestaltet. Vielleicht ist es am einfachsten,
die Sache sich so vorzustellen, dass man von (37) zunéchst durch stereographis-
che Projection zu einer zweimal iberdeckten Kugelfliche tibergeht, welche auf
einem Meridian vier Verzweigungspuncte trigt, — dass man die so erhaltene
Fléache durch einen langs des Meridians verlaufenden Schnitt in vier Halbkugeln
zerlegt, deren einzelne man durch geeignete Dehnung und Deformirung in der
Néhe der vier Verzweigungspuncte in ein ebenes Rechteck verwandelt, — dass
man endlich die so entstehenden vier Rechtecke entsprechend den Beziehungen
zwischen den vier Halbkugeln nach Art von Figur (38) neben einander legt. Man
sieht auf diese Art auch deutlich, dass in Figur (38) immer zwei (zusammenge-
horige) Randpuncte denselben Punct der urspriinglichen Flache bezeichnen.

Um nun zwischen dem Ringe und der zweibléttrigen Fliche die gewiinschte
Beziehung zu erzielen, haben wir nur dafiir zu sorgen, dass das Rechteck der
Figur (38) durch passende Wahl des Moduls s mit dem Rechtecke der Figur (35)
dhnlich wird. Eine proportionale Vergrosserung des einen Rechtecks (welches
auch eine conforme Umgestaltung ist) bringt dasselbe sodann mit dem anderen
Rechteck zur Deckung und vermittelt so eine eindeutig-conforme Abbildung der

10 BEditorial note: Printed with a semicolon after “iiberlagern”; a comma, is expected. An
apparent misprint.
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Figure 38: Fig. 38.

zweiblattrigen Fliche auf die Ringfliche (oder der letzteren auf die erstere). Es
wird wiederum gentigen, das Sachverhéltniss durch eine Figur zu kennzeichnen,
dieselbe entspricht genau der eben gegebenen Figur (36):

Die Schraffirung soll sich dabei nur auf die Vorderseite der Ringfliche beziehen;
auf der Riickseite ist die untere Hélfte der Figur schraffirt zu denken, die obere
frei zu lassen. —

Die conforme Abbildung, welche wir wiinschten, ist hiermit thatséchlich
geleistet. Wir wollen jetzt riickwérts die Stromung auf der Ringfliche bes-
timmen, durch deren Vermittelung im Sinne des g. 14 die Abbildung zu Stande
kommt. Dieselbe wird an den mit +1, £3¢2!! bezeichneten Stellen Kreuzungspuncte
besitzen miissen, an den beiden Stellen oo algebraische Unendlichkeitspuncte
von einfacher Multiplicitdt. Man findet die betreffenden Curven, die Niveaucur-
ven sowohl wie die Stromungscurven, am besten, wenn man sich des Rechtecks
als Zwischenfigur bedient. Offenbar iibertragen sich die Curven z = Const.,
y = Const. der z-Ebene (Figur 37) auf das Rechteck der Figur (38), wie die
Figuren (40), (41) angeben.

Ich habe dabei allein den Curven y = Const. Pfeilspitzen zugesetzt, um sie
im Gegensatze zu den anderen als Stromungscurven zu charakterisiren.

Man hat nun einfach diese Zeichnungen in derselben Weise zusammenzu-
biegen, wie es bei Figur (35) geschildert wurde, um die Ringfliche und auf ihr
die gewiinschten Curvensysteme zu erhalten. Das Resultat ist das folgende:

Dabei erscheinen in Figur (42) die vier Kreuzungspuncte der Stromung ver-

11 Editorial note: Printed #+3¢?; from Figures 37 to 39 the remaining branch points are ii,
which is apparently meant. An apparent misprint.
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Figure 42: Fig. 42.



Figure 43: Fig. 43.
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moge der gewéhlten Projectionsart als Beriihrungspuncte der Niveaucurven mit
der scheinbaren Contour der Ringflache.

g. 16. Functionen von z + iy, welche den unter-
suchten Stromungen entsprechen.

Sei x + iy, wie in g. 14, eine eindeutige complexe Function des Ortes auf unserer
Flache mit m algebraischen, einfachen Unendlichkeitspuncten. Wir verwandeln
unsere Flache nach Anleitung jenes Paragraphen in eine m-blattrige Flache
tiber der z + iy-Ebene®) und legen uns nun die Frage vor, in welche Functio-
nen des Argumentes x + iy die bisher untersuchten complexen Functionen des
Ortes iibergehen mdgen. Man erinnere sich dabei der Entwickelungen des g. 6.

Sei zunéchst w eine complexe Function des Ortes, welche auf unserer Fléche,
ebenso wie = + iy, eindeutig ist. Vermoge der Festsetzungen, die hinsichtlich
der Unendlichkeitspuncte unserer Functionen und insbesondere der eindeutigen
Functionen getroffen worden sind, ergibt sich sofort, dass w als Function von
x + iy = z nirgendwo einen wesentlich singularen Punct hat. Ueberdiess ist w
auf der m-bléttrigen {iber der z-Ebene ausgebreiteten Fliache, so gut wie auf der
urspriinglichen Fldche, eindeutig. Daher folgt auf Grund bekannter Satze: dass
w eine algebraische Function von z ist.

Dabei ist die Moglichkeit an sich nicht auszuschliessen, dass die m Werthe
von w, welche demselben z entsprechen, zu je v {ibereinstimmen mogen (wobei
v natiirlich ein Theiler von m sein muss). Aber jedenfalls konnen wir solche
eindeutige Functionen w auswihlen, bei denen dieses nicht der Fall ist. Wir bes-
timmten oben (g. 13) die eindeutigen Functionen, indem wir ihre Unendlichkeit-
spuncte willkiirlich annahmen. Wir haben es daher in der Hand, das erwiahnte
Vorkommniss jedenfalls zu vermeiden: wir brauchen nur die Unendlichkeit-
spuncte von w so anzunehmen, dass nicht jedesmal v von ihnen dasselbe z
aufweisen. Dann kommt:

Die irreducibele Gleichung, welche zwischen w und z besteht:

flw,z)=0

hat in w die m* Ordnung.

Ebensogut wird sie in z natiirlich die n'® Ordnung besitzen, wenn n die
Gesammtmultiplicitdt der Unendlichkeitspuncte ist, die w aufweist.

Aber die Beziehung dieser Gleichung f = 0 zu unserer Fliche ist noch eine
innigere, als die blosse Uebereinstimmung der Ordnung mit der Blétterzahl
aussagt. Zu jedem Puncte der Flache gehort nur ein Werthepaar w, z, das der
Gleichung geniigt, und umgekehrt gehort zu jedem solchen Werthepaare

*) Diese geometrische Umsetzung ist natiirlich keineswegs nothwendig; wir
erreichen durch dieselbe nur den Anschluss an die gewohnlich eingehaltene
Darstellungsweise.

im Allgemeinen®) nur ein Punct der Fliche. Gleichung und Fliche sind
sozusagen eindeutig auf einander bezogen.
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Es sei jetzt w; eine neue eindeutige Function auf unserer Fliche, also je-
denfalls eine algebraische Function von z. Dann kann man die Art dieser al-
gebraischen Function, nachdem einmal die Gleichung f(w,z) = 0 unter der
angegebenen Voraussetzung gebildet ist, mit zwei Worten kennzeichnen. Man
zeigt namlich, dass w1 eine rationale Function von w und z ist, und dass auch
umgekehrt jede rationale Function von w und z eine Function vom Charakter
des wy abgibt. Das Letztere ist selbstverstdndlich. Denn eine rationale Function
von w und z ist in unserer Fliche eindeutig; iiberdiess als analytische Function
von z eine complexe Function des Ortes in der Fliche. Aber auch das Erstere
ist leicht zu beweisen*). Man bezeichne die m Werthe von w, die zu einem
beliebigen Werthe von z gehoren, mit w™) w®) ... (™) (allgemein w(a)), die
entsprechenden Werthe von w; (die nicht nothwendig alle verschieden zu sein

1,2 (m)

brauchen) mit w;’,w;™, - - -w; . Dann ist die Summe:
wgl)w(l)" + ’LUEQ)U}(Q)V I w§m)w(7")u

(wo v eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl bedeuten soll) als sym-
metrische Function der verschiedenen Werthe wga)w("‘)u eine eindeutige Func-
tion von z, und also, als algebraische Function, eine rationale Function von z.
Aus m beliebigen der so entstehenden Gleichungen kann man w%l), w(2), . ~w§m)
als linear vorkommende Unbekannte berechnen, und es zeigt dann eine leichte
Discussion, dass in der That das einzelne w§”‘> eine rationale Function des zuge-
horigen w(® und des z geworden ist. —

Von diesem Satze ausgehend bestimmt man nun auch sofort den Charakter
derjenigen Functionen von z, welche durch die von uns in Betracht gezogenen
mehrdeutigen Functionen des Ortes geliefert werden. Sei W eine solche Func-
tion. Dann ist W jedenfalls eine analytische Function von z; man

*) Im Besonderen kann diess anders sein. Wenn man w und z als Parallel-
Coordinaten, die zwischen ihnen bestehende Gleichung durch eine Curve deutet,
so sind es, wie man weiss, die Doppelpuncte dieser Curve, welche jenen beson-
deren Vorkommnissen entsprechen.

**) Vergl. die eingehende Beweisfiihrung bei Prym, Borchardt’s Journal,
Bd. 83, p. 251 ff.: Beweis eines Riemann’schen Satzes.

aw
kann also von einem Differentialquotienten —— sprechen und diesen selbst

wieder als complexe Function des Ortes auf unsézrer Flache deuten. Derselbe
ist nothwendig als Function des Ortes eindeutig. Denn die Vieldeutigkeit von
W bezieht sich ja nur auf constante Periodicitdtsmoduln, welche, in beliebiger
Vielfachheit genommen, dem Anfangswerthe additiv hinzutreten konnen. Daher

. dw . . . .
ist — nach dem eben Bewiesenen eine rationale Function von w und z, und

z
es stellt sich also W als Integral einer solchen Function dar:

W = /R(w,z) dz.

Der umgekehrte Satz, dass jedes solche Integral eine complexe Function
des Ortes in unserer Fliche abgibt, welche zu der von uns betrachteten Func-
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tionsclasse gehort, ist auf Grund bekannter Entwickelungen selbstverstandlich.
Diese Entwickelungen beziehen sich einmal auf das Unendlichwerden der Inte-
grale, andererseits auf die Werthénderungen, welche die Integrale durch Wechsel
des Integrationsweges erleiden. Ein ndheres Eingehen hierauf scheint an dieser
Stelle unnothig. —

Wir sind, wie wir sehen, zu einem wohlumgranzten Resultate gefiihrt worden.
Ist erst einmal die algebraische Gleichung bestimmt, welche die Abhdngigkeit
zwischen z und dem in hohem Maasse willkiirlichen w definirt, so sind die tbri-
gen Functionen des Ortes der Art nach wohlbekannt; sie decken sich in ihrer
Gesammtheit mit den rationalen Functionen von w und z, und mit den Inte-
gralen solcher Functionen.

Es wird gut sein, dieses Resultat am Falle der wiederholt betrachteten Ringflache
p = 1 zu erldutern. Als Functionen z und w werden wir dieselben zu Grunde
legen, die im vorigen Paragraphen besprochen wurden, und von denen die er-
stere durch die Figuren (42), (43) erldutert wird. Die zwischen ihnen bestehende
Gleichung lautet einfach, wie wir wissen:

w2=1-2%2-1— 522

und es verwandeln sich also die Integrale / R(w, z) dz in diejenigen, die man als

elliptische Integrale zu bezeichnen pflegt. Unter ihnen gibt es, nach g. 12, ein
einziges iiberall endliches Integral. Aus der in Figur (38) gegebenen Abbildung

z
folgt, dass dieses kein anderes ist, als das dort betrachtete / —, das gewohn-
w

lich sogenannte Integral erster Gattung. Die zugehorigen Niveaucurven und
Strémungscurven sind dieselben, welche in Figur (21) und (22) dargestellt sind.
Aber auch diejenigen Functionen, denen die Figuren (29) und (30), bez. (31) und
(32) entsprechen, sind in der gewohnlichen Analysis wohlbekannt. Wir haben
das einemal eine Function mit zwei logarithmischen Unstetigkeitspuncten, das
andere Mal eine solche mit nur einem algebraischen Unstetigkeitspuncte. Als
Functionen von z betrachtet geben dieselben solche elliptische Integrale ab,
welche man als Integrale dritter Gattung bez. zweiter Gattung zu bezeichnen
pflegt.

g. 17. Tragweite und Bedeutung unserer Betra-
chtungen.

Mit den Entwickelungen des vorigen Paragraphen ist der Zielpunct, den wir uns
mit der allgemeinen Fragestellung des g. 7 gesteckt haben, thatséchlich erreicht.
Wir haben auf beliebiger Fliache die allgemeinsten fiir uns in Betracht kom-
menden complexen Functionen des Ortes bestimmt und nun die analytischen
Abhéngigkeiten derselben von einander definirt, indem wir zusahen, wie alle von
einer, iibrigens beliebig gewahlten, eindeutigen Function des Ortes im Sinne der
gewohnlichen Analysis abhéngig sind. Es bleibt uns also, um unseren Gedanken-
gang abzuschliessen, nur noch ein Umblick zu halten, was Alles durch unsere
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Betrachtungen gewonnen sein mag. Wir haben dann allerdings keineswegs den
vollen Inhalt aber doch die Grundlage der Riemann’schen Theorie gewonnen,
und es kann wegen weiterer Ausfithrungen auf Riemann’s Originalarbeit sowie
die sonstigen Darstellungen der Theorie verwiesen werden.

Constatiren wir zunéchst, dass es in der That die Gesammtheit der alge-
braischen Functionen und ithrer Integrale ist, welche durch unsere Untersuchung
umspannt wird. Denn wenn eine beliebige algebraische Gleichung f(w,z) =0
gegeben ist, so konnen wir in der gewOhnlichen Weise iiber der z-Ebene eine
zugehorige mehrblédttrige Riemann’sche Fliche construiren und nun auf dieser
einférmige Stromungen und complexe Functionen des Ortes studieren (vergl.
g. 15).

Wir fragen, ob das Studium dieser Functionen durch

unsere Betrachtungen in der That geférdert sei. Erinnern wir uns zu dem
Zwecke, dass es vor allen Dingen die Vieldeutigkeit der Integrale war, welche so
lange einen Fortschritt in ihrer Theorie verhindert hat. Dass Integrale durch das
Auftreten logarithmischer Unstetigkeitspuncte vieldeutig werden, hatte schon
Cauchy erkannt. Aber erst durch die Riemann’sche Fléche ist die andere Art von
Periodicitéat, welche in dem Zusammenhange der Flache ihren Grund hat und
an den Querschnitten der Fliche gemessen wird, uns vollig deutlich geworden.
— Ein anderer Punct ist dieser. Man hat sich von je bei der Untersuchung der
Integrale der Umformung durch Substitution bedient, ohne sich indess tiber eine
bloss empirische Verwerthung derselben betréchtlich zu erheben. Bei Riemann’s
Theorie ist eine umfangreiche Classe von Substitutionen von selbst gegeben und
in ihrer Wirkung zu beurtheilen. Die Variabelen w und z sind fiir uns nur ir-
gend zwei, von einander unabhéngige, eindeutige Functionen des Ortes; wir
konnen statt ihrer ebensogut zwei andere, w; und 21, zu Grunde legen, wobei
sich w; und z; als iibrigens beliebige rationale Functionen von w und z und
ebensowohl letztere als rationale Functionen von w; und z; erweisen. Die Rie-
mann’sche Flache, auf der wir operiren, wird von dieser Uménderung durchaus
nicht nothwendig betroffen. Unter der Menge der zufdlligen Eigenschaften un-
serer Functionen erkennen wir also wesentliche, welche bei eindeutiger Umfor-
mung ungeédndert bleiben. Und vor Allem tritt uns in der Zahl p von vorneherein
ein solches invariantes Element entgegen. — Indem die Riemann’sche Theo-
rie die beiden hiermit bezeichneten Schwierigkeiten, welche frithere Bearbeiter
gehemmt hatten, bei Seite rdumt, gelangt sie unmittelbar zu dem Satze, den
wir in g. 10 aufstellten, und der die Willkiirlichkeit der in Betracht zu ziehen-
den Functionen bestimmt. Ich meine den Satz, dass man (unter den wiederholt
angegebenen Beschrinkungen) die Unendlichkeitspuncte der Function und die
Periodicitdtsmoduln ihres reellen Theiles an den Querschnitten als willkiirliche
und hinreichende Bestimmungsstiicke derselben erachten darf. —

So etwa stellt sich die Bilanz, wenn man die functionentheoretischen In-
teressen, wie es unter Mathematikern zu geschehen pflegt, voranstellt. Aber
vergessen wir nicht,

dass die umgekehrte Auffassung im Grunde ebenso berechtigt ist. Das
Studium einférmiger Stromungen auf gegebenen Flichen kann umsomehr als
Selbstzweck betrachtet werden, als es bei zahlreichen physikalischen Proble-
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men unmittelbar zu Verwerthung gelangt. In der unendlichen Mannigfaltigkeit
dieser Stromungen orientirt uns die Riemann’sche Theorie, indem sie auf den
Zusammenhang hinweist, der zwischen diesen Stromungen und den algebrais-
chen Functionen der Analysis statt hat.

Wir kénnen endlich den geometrischen Gesichtspunct hervorkehren, und die
Riemann’sche Theorie als ein Mittel betrachten, um die Lehre von der confor-
men Abbildung geschlossener Flachen auf einander der analytischen Behandlung
zugdnglich zu machen. Eben diese Auffassung ist es, der ich im folgenden, drit-
ten Abschnitte meiner Darstellung Ausdruck zu geben bemiiht bin. Es wird
nicht nothig sein, schon an dieser Stelle ausfiihrlicher hierauf einzugehen.

g. 18. Weiterbildung der Theorie.

In Riemann’s eigenem Gedankengange, wie ich ihn vorstehend zu schildern
versuchte, veranschaulicht die Riemann’sche Fléche nicht nur die in Betracht
kommenden Functionen, sondern sie definirt dieselben. Es scheint moglich,
diese beiden Dinge zu trennen: die Definition der Functionen von anderer Seite
zu nehmen und die Fldache nur als Mittel der Veranschaulichung beizubehal-
ten. Das ist es in der That, was von der Mehrzahl der Mathematiker um so
lieber geschehen ist, als Riemann’s Definition der Function bei genauerer Unter-
suchung betréchtliche Schwierigkeiten mit sich bringt*). Man beginnt also etwa
mit der algebraischen Gleichung und der Begriffsbestimmung des Integrals, und
construirt erst hinterher eine zugehorige Riemann’sche Flache.

Dann aber ist von selbst eine grosse Verallgemeinerung der urspriinglichen
Auffassung gegeben. Bislang galten uns zwei Flachen nur dann als gleichwerthig,
wenn die eine aus der anderen durch eindeutige conforme Abbildung entstand.
Jetzt ist kein Grund mehr, an der Conformitét der Abbildung festzuhalten. Jede
Fldche, welche durch stetige Abbildung eindeutig

*) Vergl. die betreffenden Bemerkungen der Vorrede.

in die gegebene verwandelt werden kann, tiberhaupt jedes geometrische Gebilde,
dessen Elemente sich stetig eindeutig auf die urspriingliche Fliche beziehen
lassen, kann ebensowohl zur Versinnlichung der in Betracht zu ziehenden Func-
tionen gebraucht werden. Ich habe diesem Gedanken, wie ich bei gegenwértiger
Gelegenheit ausfithren mochte, in fritheren Arbeiten nach zwei Richtungen hin
Ausdruck gegeben.

Einmal operirte ich mit dem Begriffe einer moglichst iibersichtlichen, {ibri-
gens verschiedentlich modificirbaren Normalfliche (vergl. g. 8), auf welcher ich
den Verlauf der in Betracht kommenden Functionen durch verschiedene graphis-
che Hiilfsmittel zu illustriren bemiiht war*). Hierher gehéren auch die Poly-
gonnetze, deren ich mich wiederholt bediente**), indem ich mir die Riemann’sche
Flache in geeigneter Weise zerschnitten und dann in die Ebene ausgebreitet
dachte. Es bleibe dabei an dieser Stelle unerortert, ob nicht den so entste-
henden Figuren, die zunéchst beliebig stetig verdndert werden diirfen, im In-
teresse weitergehender functionentheoretischer Untersuchungen hinterher doch
eine gesetzmaéssige Gestalt ertheilt werden soll, vermoge deren sich eine Defini-
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tion der durch die Figur zu veranschaulichenden Functionen erméglicht.

Das andere Mal***) stellte ich mir die Aufgabe, in moglichst anschaulicher
Weise den Zusammenhang darzulegen zwischen der Auffassungsweise der Func-
tionentheorie und derjenigen der gewohnlichen analytischen Geometrie, welch’
letztere eine Gleichung zwischen zwei Variabelen als Curve deutet. Indem ich
von dem Satze ausging, dass jede imagindre Gerade der Ebene und also auch jede
imagindre Tangente einer Curve einen und nur einen reellen Punct besitzt, er-
hielt ich eine Riemann’sche Fléche, die sich an den Verlauf der gegebenen Curve
auf das Innigste anschmiegt. Ich habe diese Fléche, wie es mein urspriinglicher
Zweck war, bisher nur

*) Vergl. meine Arbeiten tiber elliptische Modulfunctionen in den Bénden
14, 15, 17 der mathematischen Annalen.

**) Man sehe insbesondere die dem 14. Annalenbande beigegebene Tafel
(Zur Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen) sowie die
spater noch zu nennende Arbeit von Dyck im 17. Bande daselbst.

***) Ueber eine neue Art von Riemann’schen Fldchen, mathematische An-
nalen Bd. 7 und 10.

zur Veranschaulichung gewisser einfacher Integrale gebraucht®. Aber es
findet eine &hnliche Bemerkung ihre Stelle, wie oben bei den Polygonnetzen.
Insofern die Fliche gesetzmassig ist, muss auch sie zur Definition der auf ihr
existirenden Functionen dienen kénnen. In der That kann man fiir diese Functio-
nen eine partielle Differentialgleichung bilden, welche den Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung, die wir in g§g. 1 und 5 betrachten, in etwa analog ist: nur
dass der Differentialausdruck, an den diese Gleichung ankniipft, nicht unmittel-
bar als Bogenelement einer Flache zu deuten ist. —

Diese wenigen Bemerkungen miissen geniigen, um auf Betrachtungen hinzuweisen,
deren Verfolg mir interessant scheint.

*) Siehe: Harnack (Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir
die Geometrie der Curven dritten Grades) im 9. Bande der mathematischen
Annalen, siehe ferner meinen schon oben genannten Aufsatz: Ueber den Verlauf
der Abel’schen Integrale bei den Curven vierten Grades im 10. Bande daselbst.

Abschnitt III. Folgerungen.

g. 19. Ueber die Moduln algebraischer Gleichun-
gen.

Es gibt einen wichtigen Punct, in welchem die Riemann’sche Theorie der al-
gebraischen Functionen nicht nur der Methode sondern auch dem Resultate
nach tber die sonst iiblichen Darstellungen dieser Theorie hinausgreift. Sie
besagt namlich dass zu jeder iiber der z-Ebene ausgebreiteten, graphisch gegebe-
nen mehrbldttrigen Fliche zugehdrige algebraische Functionen construirt werden
konnen, — wobei man beachten mag, dass diese Functionen, sofern sie iiber-
haupt existiren, in hohem Maasse willkiirlich sind, da R(w, z) im Allgemeinen
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gerade so verzweigt ist, wie w. — Der genannte Satz ist um so merkwiirdiger,
als er eine Angabe tiber eine interessante Gleichung héheren Grades implicirt.
Sind ndmlich die Verzweigungspuncte einer m-blattrigen Fléche gegeben, so
existiren noch eine endliche Zahl von wesentlich verschiedenen Moglichkeiten,
dieselben in die m-Blatter einzuordnen: man wird diese Zahl durch Betrachtun-
gen auffinden konnen, die der reinen Analysis situs angehéren®). Aber dieselbe
Zahl hat unserem Satze zufolge ihre algebraische Bedeutung. Man bezeichne,
wie es Riemann thut, alle solche algebraischen Functionen von z als derselben
Classe angehorig, die sich, unter Benutzung von z, rational durch einander aus-
driicken lassen. Dann ist unsere**) Zahl die Anzahl der verschiedenen

*) Solche Bestimmungen machte z. B. Hr. Kasten in seiner Inauguraldisser-
tation: Zur Theorie der dreiblattrigen Riemann’schen Fliche. Bremen 1876.

**) Wenn es hier wieder gestattet ist auf eigene Arbeiten zu verweisen, so
geschehe diess zundchst mit Bezug auf eine Stelle im 12. Bande der mathema-
tischen Annalen (p. 173), wo der Schluss begriindet wird, dass gewisse rationale
Functionen durch die Zahl ihrer Verzweigungen vollig bestimmt sind, sodann in
Bezug auf Bd. 15, p. 533 ebenda, wo eine ausfiihrliche Betrachtung lehrt, dass
es zehn rationale Functionen elften Grades gibt, die gewisse Verzweigungsstellen
besitzen.

Classen algebraischer Functionen, welche in Bezug auf z die gegebenen Verzwei-
gungswerthe besitzen.

Ich wiinsche im gegenwértigen und im folgenden Paragraphen verschiedene
Folgerungen zu ziehen, die sich aus dem vorausgeschickten Satze gewinnen
lassen, und zwar mag zunéchst die Frage nach den Moduln der algebraischen
Functionen behandelt werden, d. h. die Frage nach denjenigen Constanten,
welche bei eindeutiger Transformation der Gleichungen f(w,z) = o die Rolle
der Invarianten spielen.

Sei zu diesem Zwecke o eine zunédchst unbekannte Zahl, welche angibt,
wie vielfach unendlich oft eine Fliche sich eindeutig in sich transformiren, d.
h. conform auf sich selber abbilden l&sst. Sodann erinnere man sich an die
Anzahl der Constanten in den eindeutigen Functionen auf gegebener Fliche
(g. 13). Es gab im Allgemeinen oo?™~P*+! eindeutige Functionen mit m Un-
endlichkeitspuncten, und diese Zahl war jedenfalls genau richtig (wie ohne Be-
weis angegeben wurde), wenn m > 2p — 2 war. Nun bildet jede dieser Func-
tionen die gegebene Fliche auf eine m-bléttrige Fliache tiber der Ebene ein-
deutig ab. Daher ist die Gesammtheit der m-bldttrigen Flichen, auf welche
man eine gegebene Fliche conform eindeutig beziehen kann, und also auch der
m-blattrigen Flichen, die man einer Gleichung f(w,z) = 0 durch eindeutige
Transformation zuordnen kann, oo®>™ PH1=¢ foch. Denn jedesmal co? Abbil-
dungen ergeben dieselbe m-bléttrige Fléche, weil jede Flache der Voraussetzung
nach co?mal auf sich selber abgebildet werden kann.

Nun gibt es aber iiberhaupt oo™ m-blattrige Flachen, unter w die Zahl der
Verzweigungspuncte, d. h. 2m + 2p — 2 verstanden. Denn durch die Verzwei-
gungspuncte wird die Flache, wie oben bemerkt, endlich-deutig bestimmt, und
Verzweigungspunkte hoherer Multiplicitdt entstehen durch Zusammenriicken
einfacher Verzweigungspuncte, wie dieses betreffs der entsprechenden Kreuzungspuncte
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bereits in g. 1 erlautert wurde (vergl. Figur (2) und (3) daselbst). Zu jeder dieser
Flachen gehoren, wie wir wissen, algebraische Functionen. Die Anzahl der Mod-
uln ist daher w — (2m+1—p— ) =3p—3+ 0.

Bemerken wir hierzu, dass die Gesammtheit der m-blattrigen

Flichen mit w Verzweigungspuncten ein Continuum bildet*), wie das Entsprechende
betreffs der auf gegebener Fliche existirenden eindeutigen Functionen mit m Un-
endlichkeitspuncten bereits in g. 13 hervorgehoben wurde. Wir schliessen dann,
dass die algebraischen Gleichungen eines gegebenen p ebenfalls eine einzige
zusammenhdangende Mannigfaltigkeit constituiren (wobei wir alle Gleichungen,
die aus einander durch eindeutige Transformation hervorgehen, als ein Indi-
viduum erachten). Hierdurch erst gewinnt die angegebene Zahl der Moduln
ihre précise Bedeutung: sie ist die Zahl der Dimensionen dieser zusammenhdn-
genden Mannigfaltigkeit.

Es kommt jetzt noch darauf an, die Zahl g zu bestimmen. Diess geschieht
durch folgende Sétze:

1. Jede Gleichung p = o kann oo® mal eindeutig in sich selbst transformirt
werden. Denn auf der zugehorigen Riemann’schen Fliche existiren eindeutige
Functionen mit nur je einem Unendlichkeitspunct in dreifach unendlicher Zahl
(&. 13), von denen man, um eine eindeutige Transformation der Fliche in sich
zu haben, nur irgend zwei entsprechend zu setzen hat. — Des Néaheren stellt
sich die Sache so. Heisst eine der genannten Functionen z, so sind alle anderen
(nach g. 16) algebraische eindeutige, d. h. rationale Functionen von z, und, da
das Verhaltniss umkehrbar sein muss, lineare Functionen von z. Umgekehrt ist
auch jede lineare Function von z eine eindeutige Function des Ortes in unserer
Flache, mit nur einem Unendlichkeitspuncte. Daher wird man die allgemeinste
eindeutige Transformation der Gleichung in sich bekommen, wenn man jedem
Puncte z der Riemann’schen Fléche einen anderen durch die Formel zuordnet:

az+
Z1 =
1 'YZ+§7

unter « : #: 7y : 6 beliebige Constante verstanden.

2) Jede Gleichung p = 1 kann einfach unendlich oft eindeutig in sich trans-
formirt werden. Zum Beweise betrachte man das zugehorige iiberall endliche
Integral W und insbesondere

*) Es folgt diess z. B. aus den Sétzen von Liiroth und Clebsch, die man in
den Bénden 4 und 6 der mathematischen Annalen abgeleitet findet.

die Abbildung, welche von der zweckmaéssig zerschnittenen Riemann’schen
Flache in der Ebene W entworfen wird. Wir haben dies in einem beson-
deren Falle bereits gethan (g. 15, Figur (38)); eine genaue Ausfithrung im
allgemeinen Falle wird um so weniger nothig sein, als es sich um Betrach-
tungen handelt, die in der Theorie der elliptischen Functionen ausfiihrlich en-
twickelt zu werden pflegen. Das Resultat ist, dass zu jedem Werthe von W
ein Punct und nur ein Punct der betreffenden Riemann’schen Fliache gehort,
wéhrend sich die unendlich vielen Werthe von W, die demselben Punkte der
Riemann’schen Flidche entsprechen, aus einem derselben in der Form zusam-
mensetzen: W + mqwi + mows, unter my, ms beliebige ganze Zahlen, unter wy,
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wy die beiden Perioden des Integrals verstanden. Bei eindeutiger Umformung
wird jedem Puncte W ein Punct W; in der Weise zugeordnet werden miissen,
dass jeder Vermehrung von W um Perioden eine solche von W; entspricht, und
umgekehrt. Diess gelingt in der That, aber im Allgemeinen nur in der Weise,
dass man

Wy =W +C

setzt. Nur im besonderen Falle (wenn das Periodenverhaltniss “L bestimmte

zahlentheoretische Eigenschaften hat) kann W; auch gleich iV + C, oder
+oW + C gesetzt werden (unter o eine dritte Einheitswurzel verstanden)*).
Wie dem auch sei, wir haben in jedem Falle in den Transformationsformeln
nur eine willkiirliche Constante und also den wechselnden Werthen derselben
entsprechend in der That einfach unendlich viele Transformationen, wie be-
hauptet wurde.

3) Gleichungen p > 1 konnen niemals unendlich oft eindeutig in sich trans-
formirt werden.**)

Ich verweise, was den analytischen Beweis dieser Behauptung angeht, auf
die Darstellungen von Schwarz

*) Ich flihre dieses Resultat, welches aus der Theorie der elliptischen Func-
tionen wohlbekannt ist, im Texte ohne Beweis an.

**) Es ist bei diesem Satze an eine oontinuirliche'? Schaar von Transfor-
mationen, also an Transformationen mit willkiirlich veranderlichen Parametern
gedacht. ODb eine Fliche p > 1 unter Umstédnden nicht durch unendlich viele
discrete Transformationen in sich iibergehen kann, bleibt im Texte unerortert;
doch scheint diess bei endlichem p in der That auch unméglich.

(Borchardt’s Journal Bd. 87) und Hettner (Gottinger Nachrichten, 1880,
p. 386). Auf anschauungsmissigem Wege kann man sich die Richtigkeit der
Behauptung folgendermassen verstédndlich machen. Sollte es unendlich viele
eindeutige Transformationen der Gleichung in sich geben, so miisste es moglich
sein, die zugehorige Riemann’sche Fliche derart continuirlich tiber sich hin zu
verschieben, dass jede kleinste Figur mit sich selbst dhnlich bleibt. Die Cur-
ven, ldngs deren eine solche Verschiebung vor sich ginge, miissten die Fléiche
jedenfalls vollstdndig und zugleich einfach tiberdecken. Ein Kreuzungspunct
diirfte in diesem Curvensysteme offenbar nicht vorhanden sein. Man miisste
einen solchen Punct ndmlich, damit keine Vieldeutigkeit der Transformation
eintritt, als festbleibenden Punct betrachten und also die Geschwindigkeit der
Verschiebung in ihm gleich Null setzen. Dann aber wiirde eine kleine Figur,
welche bei der Verschiebung auf den Kreuzungspunct zu riickt, im Sinne der
Bewegung nothwendig zusammengedriickt, senkrecht dazu auseinandergezogen
werden; sie konnte also nicht mit sich selbst &hnlich bleiben, wie es doch durch
den Begriff der conformen Abbildung verlangt wird. — Andererseits miissen
aber in jedem Curvensysteme, das eine Fliache p > 1 vollstdndig und einfach
iiberdeckt, nothwendig Kreuzungspuncte vorhanden sein. Diess ist derselbe
Satz, den wir, in etwas weniger allgemeiner Form, in g. 11 aufgestellt haben. —

12 Editorial note: Printed “oontinuirliche”: the first letter is a clean italic o with an open
counter, identical to the second o, i.e. a wrong sort for c; read continuirliche.
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Die ganze Verschiebung der Flache in sich ist also unmoglich, was zu beweisen
war.

Nach diesen Sétzen ist ¢ = 3 fiir p = o, gleich 1 fiir p = 1, und gleich Null fiir
alle grosseren p. Die Zahl der Moduln ist also fiir p = 0 gleich Null, firp =1
gleich Eins, fir grossere p gleich 3p — 3.

Es wird gut sein, noch folgende Bemerkungen hinzuzufiigen. Um den Punct
eines Raumes von (3p — 3) Dimensionen zu bestimmen, wird man im Allge-
meinen mit (3p —3) Grossen nicht ausreichen: man wird mehr Grossen bendthi-
gen, zwischen denen dann algebraische (oder auch transcendente) Relationen
bestehen. Ausserdem mag es aber auch sein, dass man zweckméssigerweise
Bestimmungsstiicke einfiihrt, von denen jedesmal verschiedene Serien denselben
Punct der Mannigfaltigkeit bezeichnen. Welche Verhéltnisse bei den (3p — 3)
Moduln, die bei p > 1 existiren miissen, in dieser Hinsicht vorliegen, ist nur

erst wenig erforscht. Dagegen ist der Fall p = 1 aus der Theorie der elliptis-
chen Functionen genau bekannt. Ich erwéhne die auf ihn beziiglichen Resultate,
um mich im Folgenden bei aller Kiirze doch précise ausdriicken zu kénnen. Sei
vor allen Dingen hervorgehoben, dass fiir p = 1 das algebraische Individuum (um
diesen oben gebrauchten Ausdruck noch einmal zu verwenden) in der That durch
eine (und nur eine) Grosse charakterisirt werden kann: die absolute Invariante

3
J = 9—2*). Wenn im Folgenden gesagt wird, dass zur Ueberfithrbarkeit zweier

Gleichungen p = 1 in einander die Gleichheit des Moduls nicht nur hinreichend,
sondern auch erforderlich sei, so ist stets an die Invariante J gedacht. Statt
ihrer verwendet man, wie bekannt, gewohnlich das Legendre’sche 2, welches
bei gegebenem J sechswerthig ist, so dass bei der Formulirung allgemeiner Sétze
eine gewisse Schwerfilligkeit unvermeidbar scheint. In noch héherem Maasse ist

w
dies der Fall, wenn man das Periodenverhéltniss L des elliptischen Integrals er-

)
ster Gattung, wie dies in anderer Bezichung vielfach zweckmissig ist, als Modul
einfiihrt. Jedesmal unendlich viele Werthe des Moduls bezeichnen dann dasselbe
algebraische Individuum.

g. 20. Conforme Abbildung geschlossener Flachen
auf sich selbst.

In den nun noch folgenden Paragraphen mégen die entwickelten Principien, wie
in Aussicht gestellt, nach der geometrischen Seite verfolgt werden, um wenig-
stens die Grundziige fiir eine Theorie der conformen Abbildung von Flichen auf
einander zu gewinnen**) und so den Andeutungen zu

*) Vergl. die Darstellung im 14. Bande der mathematischen Annalen, p. 112 ff.

**) Die im Texte aufzustellenden Sétze finden sich explicite grosstentheils
in der Literatur nicht vor. Wegen der Flachen p = 0 vergleiche man den bereits
citirten Aufsatz von Schwarz (Berliner Monatsberichte 1870). Man sehe ferner
eine Arbeit von Schottky: Ueber die conforme Abbildung mehrfach zusammen-
hdngender Flichen, die als Berliner Inaugural-Dissertation 1875 erschien und
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spater (1877) in umgearbeiteter Form in Borchardts Journal Bd. 83 abgedruckt
wurde. Es handelt sich in derselben um solche p-fach zusammenhéngende ebene
Bereiche, welche von (p + 1) Randcurven begrinzt werden.

entsprechen, mit denen Riemann, wie bereits in der Vorrede bemerkt, seine
Dissertation abschloss. Ich werde mich dabei, was die Félle p = 0 und p = 1
angeht, um nicht zu weitldufig zu werden, vielfach auf eine blosse Angabe der
Resultate oder eine Andeutung ihres Beweises beschrianken miissen.

Indem wir uns zuvorderst nach conformen Abbildungen einer geschlossenen
Flache auf sich selbst fragen, haben wir eine Unterscheidung einzufiithren, von
der bislang noch nicht die Rede war: die Abbildung kann ohne Umlegqung der
Winkel geschehen oder mit Umlegung derselben. Wir haben eine Abbildung
der einen Art, wenn wir eine Kugel durch Drehung um den Mittelpunct mit
sich selbst zur Deckung bringen; wir bekommen die zweite Art, wenn wir zu
demselben Zwecke eine Spiegelung an einer Diametralebene verwenden. Die
analytische Behandlung, wie wir sie bisher benutzten, entspricht nur den Abbil-
dungen der ersten Art. Sind u + iv und u; + iv; zwei complexe Functionen des
Ortes auf derselben Fléche, so liefert u = uy, v = vy die allgemeinste Abbildung
erster Art (vergl. g. 6). Aber es ist leicht zu sehen, wie man die Erweiterung zu
treffen hat, um auch Abbildungen zweiter Art zu umfassen. Man hat einfach
u=uy, v=—vy 2u setzen, um eine Abbildung zweiter Art zu haben.

Entnehmen wir zunéchst den Entwickelungen des vorigen Paragraphen, was
sich auf Abbildung der ersten Art bezieht. Indem wir uns moglichst geometrischer
Ausdrucksweise bedienen, formuliren wir die folgenden Theoreme:

Flichen p = 0 oder p = 1 kénnen immer, Flichen p > 1 niemals unendlich
oft durch Abbildung der ersten Art in sich tbergefihrt werden.

Bei den Flichen p = 0 ist die einzelne Abbildung der ersten Art bestimmt,
wenn man dret beliebige Puncte der Fldche drei beliebigen Puncten derselben
zugeordnet hat.

Ist p =1, so darf man einen beliebigen Punct der Fldche einem zweiten nach
Willkir zuweisen, und hat dann noch zur Bestimmung der Abbildung erster
Art im Allgemeinen eine zweifache, im besonderen Fualle eine vierfache oder
sechsfache Moglichkeit.

Mit diesen Sétzen ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dass besondere Flachen
p > 1 durch getrennte Transformationen der ersten Art in sich ibergehen mogen.
Tritt diess ein,

so bildet es eine bei beliebiger conformen Uménderung der Fléche invari-
ante Eigenschaft, nach deren Vorhandensein und Modalitdt besonders interes-
sante Fliachenclassen aus der Gesammtheit der iibrigen herausgehoben werden
koénnen.*) Doch verfolgen wir hier diesen Gesichtspunct nicht weiter.

Betreffs der Transformationen zweiter Art moégen wir voranstellen, dass jede
Transformation der zweiten Art in Verbindung mit einer solchen der ersten
Art eine neue Transformation der zweiten Art ergibt. Nun kennen wir bei
den Flachen p = 0 und p = 1 die Transformationen erster Art auf Grund
der angegebenen Sétze vollstdandig. Es wird bei ihnen also gentigen, zu unter-
suchen, ob iiberhaupt eine Transformation der zweiten Art existirt. Bei den
Fldchen p = 0 ist diess sofort zu bejahen. Denn es geniigt, eine beliebige der
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eindeutigen Functionen des Ortes mit nur einem Unendlichkeitspuncte, x + iy,
herauszugreifen, und dann x1 = x, y; = —y zu setzen. Bei den Fléchen p = 1 ist
die Sache anders. Man findet, dass im Allgemeinen keine Transformation der
zweiten Art existirt. Zum Beweise ist es am einfachsten, die Werthe in Betracht
zu ziehen, welche das tiberall endliche Integral W auf der Flache p = 1 annimmt.
Man denke sich in der Ebene W die Puncte W = myw;i + mows markirt, unter
m1, me wie oben beliebige positive oder negative ganze Zahlen verstanden. Man
zeigt dann leicht, dass eine Transformation der zweiten Art der Flache p = 1 in
sich nur dann moglich ist, wenn dieses Punctsystem eine Symmetrieaxe besitzt.
Es ist diess gerade der Fall, in welchem die oben definirte absolute Invariante J
einen reellen Werth aufweist. Je nachdem dabei J < 1 oder > 1, kénnen jene
Puncte in der W-Ebene als die Ecken eines rhombischen oder eines rechteckigen
Systems betrachtet werden.

Sei nun p > 1. Wenn fiir eine solche Flache eine Transformation der zweiten
Art existirt, so wird dieselbe im Allgemeinen von keiner weiteren Transformation
derselben Art

*) Solchen Flichen entsprechen algebraische Gleichungen mit einer Gruppe
eindeutiger Transformationen in sich. Die Bemerkungen des Textes zielen also
auf solche Untersuchungen ab, wie sie in neuerer Zeit von Hrn. Dyck verfolgt
worden sind (cf. die bereits citirte Arbeit im 17. Bande der Mathematischen An-
nalen: Aufstellung und Untersuchung von Gruppe und Irrationalitit regulérer
Riemann’scher Flichen).

begleitet sein®). Denn sonst wiirde die Wiederholung oder Combination
dieser Transformationen eine von der Identitdt verschiedene Transformation
der ersten Art liefern. Die Transformation muss daher nothwendig eine sym-
metrische sein, d. h. eine solche, welche die Puncte der Fliche paarweise zusam-
menordnet. Ich will dementsprechend die Flache selbst eine symmetrische nen-
nen.

Uebrigens mégen hinterher unter diesem Namen tiberhaupt alle Fldchen mit
einbegriffen sein, welche Transformationen zweiter Art in sich zulassen, die
zweimal angewandt zur Identitdt zuriickfithren. Es gehoéren dahin, wie man
sofort sieht, die Flachen p = 0, sowie auch sémmtliche Fliachen p = 1 mit reeller
Invariante.

g. 21. Besondere Betrachtung der symmetrischen
Flachen.

Fir die symmetrischen Fldchen, auf die wir hier unser besonderes Augenmerk
richten wollen, ergibt sich sofort eine Eintheilung nach der Zahl und Art der auf
ihr befindlichen Uebergangscurven, d. h. derjenigen Curven, deren Puncte bei
der in Betracht kommenden symmetrischen Umformung ungedndert bleiben.
Die Zahl dieser Curven kann jedenfalls nicht grosser sein, als (p+1). Denn
wenn man eine Flache ldngs aller ihrer Uebergangscurven mit Ausnahme einer
einzigen zerschneidet, so bildet sie, indem ihre symmetrischen Hé&lften noch
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immer in der einen Uebergangscurve zusammenhéngen, nach wie vor ein unge-
trenntes Ganze. Es wiirden sich also, wenn mehr als (p + 1) Uebergangscurven
vorhanden wéren, auf der Flache mehr als p nicht zerstiickende Riickkehrschnitte
ausfithren lassen, was ein Widerspruch gegen die Definition der Zahl p ist.

Dagegen ist unterhalb dieser Grinze jede Zahl von Uebergangscurven maglich.
Es mag hier geniigen, in diesem Sinne die Félle p = 0 und p = 1 zu discutiren;
fiir die hoheren p ergeben sich dann von selbst.!® naheliegende Beispiele.

*) Es gibt natiirlich wieder Flichen, welche neben einer Anzahl von Trans-
formationen erster Art eine gleiche Anzahl von Transformationen zweiter Art zu-
lassen; dieselben entsprechen den reguldr-symmetrischen Flachen der Dyck’schen
Arbeit.

1) Wenn wir eine Kugel durch Spiegelung an einer Diametralebene mit sich
zur Deckung bringen, so bildet der grosste Kreis, in welchem sie von der Diame-
tralebene geschnitten wird, eine Uebergangscurve. Wir erhalten eine Zuordnung
der anderen Art indem wir je zwei solche Puncte der Kugel entsprechend set-
zen, welche die Endpuncte eines Durchmessers bilden. Beide Beispiele sind
leicht zu generalisiren. Die analytische Darstellung ist diese. Wenn eine Ueber-
gangscurve existirt, so gibt es eindeutige Functionen des Ortes mit nur einem
Unendlichkeitspuncte, die auf der Uebergangscurve reelle Werthe annehmen.
Heisst eine derselben z + iy, so ist die Umformung, wie oben schon als Beispiel
angegeben, durch z; = z, y1 = —y gegeben. — Im zweiten Falle kann man
eine Function x + ¢y so wéhlen, dass ihre Werthe oo und 0, sowie +1 und —1
zusammengeordnete Puncte vorstellen. Dann ist

-1
T+ 1y

T1 — iy =

die analytische Formel der betreffenden Uménderung.

2) Im Falle p = 1 miissen wir die Invariante .J, wie wir wissen, jedenfalls reell
nehmen. Sei dieselbe zunéchst > 1. Dann kénnen wir das zugehorige tiberall
endliche Integral W (durch Zufiigung eines geeigneten constanten Factors) so
normiren, dass die eine Periode reell, gleich a, die andere rein imagindr, gleich
ib, wird. Setzen wir dann (fixr W = U +iV):

Uy=U, Vi =-V

so haben wir eine symmetrische Umformung der Fliche p = 1 mit den zwei
Uebergangscurven:

V=o V=

schreiben wir dagegen:
a
U1:U+§’ Vlz—v,

was wieder eine symmetrische Umformung unserer Fliche ist, so haben wir den
Fall, in welchem keine Uebergangscurve entsteht. — Der Fall mit nur einer

13 Editorial note: A full stop is printed after selbst, in the middle of the sentence; the sense
requires none, an apparent misprint.
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Uebergangscurve tritt ein, wenn wir J < 1 nehmen. Wir kénnen dann W so
wahlen, dass seine beiden Perioden conjugirt complex werden.
Wir schreiben dann wieder

Uy=U, Vi =-V

und haben eine symmetrische Umformung mit der einen Uebergangscurve V =
0.

Neben die hiermit erlauterte erste Unterscheidung der symmetrischen Flachen
nach der Zahl der Uebergangscurven stellt sich aber noch eine zweite. Ich will
die Fille von 0 oder (p + 1) Uebergangscurven einen Augenblick ausschliessen.
Dann bietet sich von vorneherein eine doppelte Moglichkeit. Fine Zerschnei-
dung der Fldache lings simmtlicher Uebergangscurven mag ndmlich entweder
ein Zerfallen der Fldche herbeifiihren, oder nicht. Es sei m die Zahl der Ue-
bergangscurven. Man zeigt dann leicht, dass p — 7 ungerade sein muss, wenn
ein Zerfallen eintreten soll. Eine weitere Beschriankung existirt nicht, wie man
an Beispielen beweist. Wir wollen dementsprechend symmetrische Fliachen der
einen und der andern Art unterscheiden und den ersteren (den zerfallenden)
Fléchen die Flache mit (p+ 1) Uebergangscurven, den letzteren die Flédche ohne
Uebergangscurve zurechnen.

Diese Sétze besitzen eine gewisse Analogie mit den Resultaten, welche in der
analytischen Geometrie die gestaltliche Untersuchung der Curven von gegebe-
nen p erzielt hat.*) Und in der That zeigt sich, dass diese Analogie eine begriin-
dete ist. Die analytische Geometrie beschéftigt sich bei jenen Untersuchungen
(zunéchst) nur mit solchen Gleichungen

f(wvz) =0,

welche reelle Coefficienten besitzen. Beachten wir zunéchst, dass jede solche Gle-
ichung iiber der z-Ebene in der That eine symmetrische Riemann’sche Flédche
bestimmt, insofern ja die Gleichung und also auch die Fliache ungeéindert beste-
hen bleibt, wenn man w und z gleichzeitig durch ihre conjugirten Werthe

*) Vergl. Harnack: Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Cur-
ven, in Bd. 10 der Mathematischen Annalen, p. 189 ff.; vergleiche ferner p. 415,
416 daselbst, wo ich die Eintheilung jener Curven in zweierlei Arten gegeben
habe. Vielleicht ist es zweckmaéssig, bei diesen Untersuchungen die Lehre von
den symmetrischen Fliachen und die Riemann’sche Theorie, so wie beide hier im
Texte dargestellt werden, geradezu als Ausgangspunct zu wéhlen.

ersetzt — und dass die Uebergangscurven auf dieser Flache den reellen
Werthereihen von w und z entsprechen, welche f = 0 befriedigen, d. h. genau
den verschiedenen Ziigen, welche die Curve f = 0 im Sinne der analytischen
Geometrie aufweist.

Aber auch der Riickschluss ist leicht zu machen. Sei eine symmetrische
Flache und auf ihr eine beliebige complexe Function des Ortes, u + iv, gegeben.
Bei der symmetrischen Umformung erfihrt unsere Fliche eine Umlequng der
Winkel. Wenn man also jedem Puncte der Flache solche Werthe uq, vy beilegt,
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wie sie, unter der Benennung u, v, sein symmetrischer Punct aufweist, so wird
u1 — vy eine neue complexe Function des Ortes sein. Man bilde nun:

U+iV =(u+u)+i(v—u1),

so hat man einen Ausdruck, der im allgemeinen nicht identisch verschwindet; es
geniigt zu dem Zwecke, die Unendlichkeitspuncte von u+iv in unsymmetrischer
Weise anzunehmen. Man hat also eine complexe Function des Ortes, welche
i symmetrisch gelegenen Puncten gleiche reelle aber entgegengesetzt gleiche
imagindre Werthe aufweist. — Solcher U + iV mogen nun irgend zwei: W und
Z, die iiberdiess eindeutige Functionen des Ortes sein sollen, herausgegriffen
werden. Die zwischen diesen bestehende algebraische Gleichung hat dann die
Eigenschaft, ungeéndert zu bleiben, wenn man W und Z gleichzeitig durch ihre
conjugirten Werthe ersetzt. Sie ist also eine Gleichung mit reellen Coefficienten,
womit der geforderte Beweis in der That erbracht ist.

Ich kniipfe an diese Ueberlegungen noch Bemerkungen tiber die reellen ein-
deutigen Transformationen reeller Gleichungen f(w,z) = 0 in sich, oder, was
dasselbe ist, {iber solche conforme Abbildungen erster Art symmetrischer Flachen
auf sich selbst, bei denen symmetrische Puncte wieder in symmetrische Puncte
iibergehen. In unendlicher Zahl kénnen solche Transformationen nach dem all-
gemeinen Satze des g. 19 nur fiir p = 0 und p = 1 auftreten; wir beschrianken
uns also auf diese Félle. Nehmen wir zuvorderst p = 1. Dann sehen wir sofort,
dass unter den frither aufgestellten Transformationen nur noch diejenigen

W, =4+W+C

in Betracht kommen, bei denen C eine reelle Constante bedeutet. Analog in
dem ersten Falle p = 0. Die Bezichung 1 = z, y; = —y bleibt ungeéndert, wenn
man z+14y = z und x1 +iy; = 21 gleichzeitig derselben linearen Transformation:

, az+p
z =
vz +6

unterwirft, wo die Verhdltnissgréssen o : 8 : 7y : 6 reell sind. In dem zweiten
Falle p = 0 ist die Sache etwas complicirter. Auch bei ihm sind lineare Trans-
formationen mit drei reellen Parametern maglich. Dieselben nehmen aber fiir
das oben eingefiihrte z die folgende Gestalt an:

, (a+1ib)z+ (c+id)

 —(c—id)z + (a—1ib)’

wo a : b: c:ddie drei reellen Parameter vorstellen. Dieses Resultat ist implicite
in den Untersuchungen enthalten, die sich auf die analytische Représentation
der Drehungen der z + iy-Kugel um ihren Mittelpunct beziehen.*)
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g 22. Conforme Abbildung verschiedener Flachen
auf einander.

Wenn es sich jetzt darum handelt, verschiedene geschlossene Fléchen auf einan-
der abzubilden, so liefern die vorausgeschickten Untersuchungen iiber die con-
forme Abbildung geschlossener Fliachen auf sich selbst die néthigen Nebenbes-
timmungen, welche angeben, wie oft sich eine solche Abbildung gestaltet, sofern
eine solche {iberhaupt moglich ist. Flichen, welche sich conform aufeinander ab-
bilden lassen, besitzen jedenfalls (wie schon hervorgehoben) iibereinstimmende
Transformationen in sich selbst. Man erhélt also alle Abbildungen der einen
Flache auf die zweite, wenn man eine beliebige Abbildung mit allen solchen
verbindet, welche eine der beiden Flachen in sich selbst iiberfithren. Ich werde
hierauf nicht weiter zuriickkommen.

Betrachten wir nun zuvorderst allgemeine, d. h. nicht symmetrische Fléachen.
Dann treten die Abzdhlungen des

*) Siehe zumal: Cayley, on the correspondence between homographies and
rotations, Mathematische Annalen, Bd. 15, p. 238—240.

g. 19 betreffs der Moduln algebraischer Gleichungen unmittelbar in Geltung.
Wir haben zunéchst:

Fldachen p = 0 lassen sich immer conform auf einander abbilden; und finden
iibrigens, dass die Flachen p = 1 einen, die Flichen p > 1 (3p—3) bei conformer
Abbildung unzerstérbare Moduln besitzen. Jeder solche Modul ist im Allge-
meinen eine compleze Constante. Dem Umstande entsprechend, dass bei sym-
metrischen Fléchen reelle Parameter in Betracht gezogen werden miissen, wollen
wir ihn in seinen reellen und seinen imagindren Bestandtheil zerlegt denken.
Dann haben wir:

Sollen zwei Fldchen p > 0 auf einander abbildbar sein, so sind im Fallep = 1
zwei, im Falle p > 1 (6p — 6) Gleichungen zwischen den reellen Constanten der
Fldachen zu erfiillen.

Indem wir uns jetzt zu den symmetrischen Flichen wenden, haben wir noch
eine kleine Zwischenbetrachtung zu machen. Zunéchst ist ersichtlich, dass zwei
solche Flachen nur dann symmetrisch auf einander bezogen werden konnen,
wenn sie neben dem gleichen p dieselbe Zahl w der Uebergangscurven darbieten
und iiberdiess beide entweder der ersten oder der zweiten Art angehéren. Im Ue-
brigen wiederhole man speciell fiir die symmetrischen Fléchen die Abzéhlungen
des g. 13 betreffs der Zahl der in eindeutigen Functionen enthaltenen Constanten
unter der Bedingung, dass nur solche Functionen in Betracht gezogen werden,
welche an symmetrischen Stellen conjugirt imagindre Werthe aufweisen. Hier-
mit combinire man sodann nach dem Muster des g. 19 die Zahl solcher iiber der
Z-Ebene construirbarer mehrbléttriger Flichen, welche in Bezug auf die Axe der
reellen Zahlen symmetrisch sind. Ich will dabei, um das Auftreten unendlich
vieler Transformationen in sich zu vermeiden, zuvorderst annehmen, dass p > 1
sei. Die Sache ist dann so einfach, dass ich sie nicht speciell durchzufiihren
brauche. Der Unterschied ist nur, dass die in Betracht kommenden, frither
unbeschriankten Constanten nunmehr gezwungen sind, entweder einzeln reell
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oder paarweise conjugirt complex zu sein. In Folge dessen reduciren sich alle
Willkiirlichkeiten auf die Hélfte. Wir mogen folgendermassen sagen:

Zur Abbildbarkeit zweier symmetrischer Flichen p > 1 auf einander ist neben
der Uebereinstimmaung in den Attributen das Bestehen von (3p—3) Gleichungen
zwischen den reellen Constanten der Fliche erforderlich.

Die Fille p = 0 und p = 1, welche hierbei ausgeschlossen wurden, sind im-
plicite bereits im vorigen Paragraphen erledigt. Selbstverstdndlich miissen zwei
symmetrische Flachen p = 1, die sich auf einander sollen abbilden lassen, die gle-
iche Invariante J besitzen, was eine Bedingung fiir die Constanten der Flachen
abgibt, insofern J jedenfalls reell ist. Im Uebrigen aber findet man sofort, dass
die Abbildung sich allemal ermoglicht, sobald die symmetrischen Flachen, wie
dies selbstverstandlich verlangt werden muss, in der Zahl der Uebergangscurven
iibereinstimmen.

g. 23. Berandete Fliachen und Doppelflachen.

Auf Grund der nunmehr gewonnenen Resultate kénnen wir den bisherigen Un-
tersuchungen iiber die Abbildung geschlossener Flichen eine scheinbar bedeu-
tende Verallgemeinerung zu Theil werden lassen, und habe ich eben desshalb
die symmetrischen Flachen so ausfiihrlich betrachtet. Wir kdnnen jetzt ndmlich
berandete Flachen und Doppelflichen in Betracht ziehen (mogen nun letztere
berandet sein, oder nicht) und mit einem Schlage die auf sie beziiglichen Fragen
erledigen. Hierzu gehort, was die Einfiihrung der Randcurven angeht, dass wir
uns von einer gewissen Beschriankung befreien, welche wir bisher, allerdings nur
implicite, vorausgesetzt haben. Wir dachten uns die Fliachen, auf denen wir
operirten, bislang durchweg als stetig gekriimmt, oder doch nur in einzelnen
Puncten (den Verzweigungspuncten) mit Unstetigkeiten behaftet. Aber nichts
hindert uns, jetzt hinterher auch andere Unstetigkeiten zuzulassen. Wir werden
uns z. B. vorstellen diirfen, dass unsere Flache aus einer endlichen Anzahl ver-
schiedener (im Allgemeinen selbst gekriimmter) Stiicke, welche unter endlichen
Winkeln zusammenstossen, polyederartig zusammengesetzt sei. Kénnen wir uns
doch auf einer solchen Fldche ebensogut elektrische Strome verlaufend denken,
wie auf einer stetig gekrimmten! Unter diese Fldachen nun lassen sich die be-
randeten Flichen subsumiren.*

Man fasse ndmlich die beiden Seiten der berandeten Fliche als Polyeder-
flachen auf, welche lings der Randcurve (also durchweg unter einem Winkel von
360 Grad) zusammenstossen und behandele nunmehr statt der urspringlichen
berandeten Fliche die aus beiden Seiten zusammengesetzte Gesammifliche.**
Diese Gesammtflache ist dann in der That eine geschlossene Fliache. Sie ist
aber iiberdiess eine symmetrische Flache. Denn wenn man die iibereinander-
liegenden Puncte der beiden Flichenseiten vertauscht, so erfahrt die Gesammt-
fliche eine conforme Abbildung auf sich selbst mit Umlegung der Winkel. Die
Randcurven sind dabei die Uebergangscurven. Zugleich aber gewinnt unsere
Eintheilung der symmetrischen Fldichen in zweierlei Arten eine wichtige und
durchschlagende Bedeutung. Die gewohnlichen berandeten Fldachen, bei denen
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man zwei Flachenseiten unterscheiden kann, entsprechen offenbar der ersten
Art. Der zweiten Art aber correspondiren die Doppelfidchen, bei denen man
von einer Fldchenseite durch continuirliches Fortschreiten iiber die Flache hin
zur anderen gelangen kann. Auch der Fall ist nicht auszuschliessen (wie bereits
angedeutet), dass die Doppelflache tiberhaupt keine Randcurve besitzen mag.
Wir haben dann eine symmetrische Fliche ohne Uebergangscurve vor uns.

Ich betrachte nunmehr der Reihe nach die verschiedenen auseinanderzuhal-
tenden Falle.

1) Sei zuvorderst eine einfach berandete, einfach zusammenhdngende Fliche
gegeben. Eine solche Fléiche erscheint fiir uns als eine geschlossene Fléche p = 0,
welche unter Auftreten einer Uebergangscurve symmetrisch auf sich selbst bezo-
gen ist. Wir finden also, dass zwei solche Flichen sich allemal durch Abbildung
der einen oder der anderen Art conform

*) Ich verdanke diese Auffassung einer gelegentlichen Unterredung mit Hrn.
Schwarz (Ostern 1881). Man vergl. p. 320 ff. der bereits genannten Arbeit
von Schottky im 83. Bande von Borchardt’s Journal, sowie die Originalunter-
suchungen von Schwarz iber die Abbildung geschlossener Polyederflichen auf
die Kugel (Berliner Monatsberichte 1865 p. 150 ff., Borchardt’s Journal Bd. 70,
p. 121—136, Bd. 75, p. 330.)

**) Ich driicke mich im Texte der Kiirze halber so aus, als wenn die ur-
spriingliche Flache eine zweiseitige Fliache gewesen wére, wahrend doch nicht
ausgeschlossen sein soll, dass sie eine Doppelflache ist.

auf einander beziehen lassen, und dass man dabei in jedem der beiden Fdlle
noch drei reelle Constanten zur willkirlichen Verfiigung hat. Wir kénnen die let-
zteren insbesondere dazu benutzen, um einen beliebigen inneren Punct der einen
Flache einem entsprechend gelegenen Puncte der anderen Flache zuzuweisen und
iiberdiess einen beliebigen Randpunct der einen Flidche einem beliebigen Rand-
puncte der anderen. Diese Bestimmungsweise entspricht dem bekannten Satze,
den Riemann betreffs der conformen Abbildung einer einfach berandeten, ein-
fach zusammenhéngenden, ebenen Fliche auf die Flache eines Kreises gegeben
und in Nro. 21 seiner Dissertation als Beispiel fiir die Anwendung seiner Theorie
auf Probleme der conformen Abbildung ausfiihrlich erlautert hat.

2) Wir betrachten ferner Doppelfiichen p = 0 (ohne Randcurven). Aus
gg. 21, 22 folgt sofort, dass zwei solche Flichen allemal conform auf einan-
der bezogen werden konnen, und man dabei, den Schlussformeln des g. 21
entsprechend, noch drei reelle Constanten zu beliebiger Verfiigung hat.

3) Die verschiedenen hier in Betracht kommenden Félle, welche eine Gesammi-
fliche p =1 ergeben.,'* betrachten wir gemeinsam. Es gehoren dahin zunéchst
die zweifach berandeten, zweifach zusammenhdngenden Fléchen, also Fléachen,
die wir uns im einfachsten Falle als geschlossene Bdnder vorstellen diirfen. Es
gehoren dahin ferner die bekannten Doppelfidchen mit nur einer Randcurve, die
man erhélt, wenn man die beiden schmalen Seiten eines rechteckigen Papier-
streifens zusammenbiegt, nachdem man den Streifen um 180 Grad tordirt hat.

14 Bditorial note: Printed with a stray period before the comma after ergeben; apparently
a spurious mark.
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Es gehoren endlich dahin gewisse unberandete Doppelfiachen. Man kann sich von
denselben ein Bild machen, indem man etwa ein Stiick eines Kautschukschlauches
umstiilpt und nun so sich selbst durchdringen lésst, dass bei Zusammenbiegung
der Enden die Aussenseite mit der Innenseite zusammenkommt. Beziiglich aller
dieser Fliachen besagen die fritheren Sétze, dass die Abbildbarkeit der einzelnen
Flache auf eine zweite derselben Art das Bestehen einer aber nur einer Gle-
ichung zwischen den reellen Constanten der Flidchen voraussetzt, dass aber die
Abbildung, wenn iiberhaupt, in unendlich vielen Weisen geschehen kann, indem
man ein doppeltes Vorzeichen und eine reelle Constante zu beliebiger Verfiigung
hat.

4) Wir nehmen nunmehr den allgemeinen Fall einer zweiseitigen Fliche. Die
Flache soll = Randcurven besitzen und tberdiess p’ nicht zerstiickende Riick-
kehrschnitte zulassen, wobei entweder p’ > 0 sein muss oder m > 2. Dann wird
die aus Vorder- und Riickseite gebildete Gesammtflache 2p’+7—1 nicht zerstiick-
ende Riickkehrschnitte zulassen. Denn man kann erstens die p’ nach Voraus-
setzung auf der einfachen Fldchenseite moglichen Riickkehrschnitte jetzt dop-
pelt benutzen (sowohl auf der Vorderseite, als der Riickseite), man kann ferner
noch langs (7 — 1) der vorhandenen Randcurven Schnitte anbringen, ohne dass
die Gesammtflache authorte, ein einziges zusammenhéngendes Flachenstiick zu
bilden. Wir werden also in den Sitzen des vorigen Paragraphen p = 2p' +7 — 1
setzen und haben:

Zwet Flachen der betrachteten Art lassen sich, wenn dberhaupt, nur auf eine
endliche Anzahl von Weisen auf einander abbilden. Die Abbildbarkeit hangt von
6p’ + 31 — 6 Gleichungen zwischen den reellen Constanten der Flichen ab.

5) Wir haben endlich den allgemeinen Fall der Doppelfliche mit m Randcur-
ven und P auf der doppelt gedachten Fléache neben den Randcurven moglichen
Riickkehrschnitten. Indem wir die drei unter 2) und 3) betrachteten Moglichkeiten
(P=0,7=0oder 1, und P =1, 7 = 0) bei Seite lassen, erhalten wir densel-
ben Satz, wie unter 4), nur dass iiberall statt 2p’ + 7 — 1 die Summe P + 7 zu
schreiben ist, wo P nach Belieben eine gerade oder ungerade Zahl sein kann.
Insbesondere betrigt die Zahl der reellen Constanten einer Doppelfiiche, die bei
beliebiger conformer Abbildung ungeandert bleiben, 3P + 3w — 3. —

Unter die hiermit gewonnenen Resultate subsumiren sich die allgemeinen
Theoreme und Entwickelungen, welche Herr Schottky in seiner wiederholt citirten
Abhandlung gegeben hat, als specielle Falle.

g. 24. Schlussbemerkung.

Die Entwickelungen des nunmehr zu Ende gefiihrten letzten Abschnitt’s dieser
Schrift sollten, wie wiederholt gesagt, den Andeutungen entsprechen, mit denen
Riemann seine Dissertation abschloss. Allerdings haben wir uns auf

eindeutige Beziehung zweier Flachen durch conforme Abbildung beschriankt.
Riemann hat, wie er ausspricht, ebensowohl an mehrdeutige Beziehung gedacht.
Man wiirde sich dementsprechend jede der beiden in Vergleich kommenden
Flachen mit mehreren Bléttern {iberdeckt vorstellen miissen und erst die so
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entstehenden mehrbléttrigen Flachen conform eindeutig zu beziehen haben. Die
Verzweigungspuncte, welche diese mehrblattrigen Fléchen besitzen mogen, wiir-
den ebensoviele neue, zur Disposition stehende complexe Constante abgeben. —
Hierzu ist zu bemerken, dass wir wenigstens einen Fall einer solchen Beziehung
bereits ausfiihrlich in Betracht gezogen haben. Indem wir eine beliebige Flache
mehrbléttrig iiber die Ebene ausbreiteten (g. 15), haben wir zwischen Fldche
und Ebene eine Beziechung hergestellt, die von der einen Seite mehrdeutig ist.
Es ist dann weiter hervorzuheben, dass eben dieser specielle Fall auch zwei
beliebige Fldchen mehrdeutig auf einander beziehen ldsst. Denn sind erst die
beiden Fliachen auf die Ebene abgebildet, so sind sie, durch Vermittelung der
Ebene, auch auf einander bezogen. — Mit diesen Bemerkungen ist die Frage
nach der mehrdeutigen Abbildung natiirlich keineswegs erschopft. Aber es ist
doch eine Grundlage zu ihrer Behandlung gewonnen, indem gezeigt ist, wie sie
sich in die iibrigen functionentheoretischen Speculationen Riemann’s, von denen
wir hier Rechenschaft zu geben hatten, einfiigt.
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