Theorie der algebraischen Functionen einer Veran-
derlichen.

(Von den Herren R. Dedekind in Braunschweig und H. Weber in Konigsberg.)

Einleitung.

Die im Nachstehenden mitgetheilten Untersuchungen verfolgen den Zweck, die
Theorie der algebraischen Functionen einer Verédnderlichen, welche eines der
Hauptergebnisse der Riemannschen Schopfung ist, von einem einfachen und zu-
gleich strengen und vollig allgemeinen Gesichtspunkt aus zu begriinden. Bei den
bisherigen Untersuchungen iiber diesen Gegenstand werden in der Regel gewisse
beschrankende Voraussetzungen iiber die Singularitdten der betrachteten Func-
tionen gemacht, und die sogenannten Ausnahmefille entweder als Grenzfille
beildufig erwéihnt oder auch ganz bei Seite gesetzt. Ebenso werden gewisse
Grundsétze liber die Stetigkeit und Entwickelbarkeit zugelassen, deren Evidenz
sich auf geometrische Anschauung verschiedener Art stiitzt. Eine sichere Basis
fiir die Grundvorstellungen sowie fiir eine allgemeine und ausnahmslose Behand-
lung der Theorie ldsst sich gewinnen, wenn man von einer Verallgemeinerung
der Theorie der rationalen Functionen einer Verénderlichen, ins Besondere des
Satzes, dass jede ganze rationale Function einer Verdnderlichen sich in lin-
eare Factoren zerlegen lasst, ausgeht. Diese Verallgemeinerung ist einfach und
bekannt in dem ersten Falle, in welchem die von Riemann mit p bezeichnete
Zahl (das Geschlecht nach Clebsch) den Werth Null hat. Fiir den allgemeinen
Fall, welcher sich zu dem eben genannten dhnlich verhélt, wie der Fall der all-
gemeinsten algebraischen Zahlen zu demjenigen der rationalen Zahlen, wiesen
die mit bestem Erfolge in der Zahlentheorie angewandten Methoden, die sich
an Kummers Schopfung der idealen Zahlen anschliessen, und der

Uebertragung auf die Theorie der Functionen fahig sind, auf den richtigen
Weg*).

Versteht man, analog der Zahlentheorie, unter einem Kérper algebraischer
Functionen ein System solcher Functionen von der Beschaffenheit, dass die An-
wendung der vier Species auf Functionen des Systems immer zu Functionen
desselben Systems fiihrt, so deckt sich dieser Begriff vollstindig mit dem der
Riemannschen Classe algebraischer Functionen. Unter den Functionen eines
solchen Korpers kann eine beliebige als unabhédngige Verédnderliche und die iibri-
gen als von ihr abhingig betrachtet werden. Fiir jede dieser Darstellungsweisen
ergiebt sich ein System von Functionen des Korpers, die als ganze Functionen zu
bezeichnen sind, deren Quotienten den ganzen Kérper erschopfen. Unter diesen
ganzen Functionen lassen sich nun wieder Gruppen von Functionen aussondern,
welchen die charakteristischen Merkmale solcher ganzen rationalen Functionen
zukommen, die einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Ein solcher Theiler ex-
istirt zwar im allgemeinen Falle nicht, wenn man aber die beziiglichen Sitze
iiber rationale Functionen nicht an den Theiler selbst, sondern an das System
der durch denselben theilbaren Functionen kniipft, so gestatten sie eine vol-



lkommene Uebertragung auf die allgemeinen algebraischen Functionen. Auf
diese Weise gelangt man zu dem Begriff des Ideals, ein Name, der aus Kum-
mers zahlentheoretischen Arbeiten stammt, wo die nicht existirenden Theiler
als ideale Theiler in die Rechnung eingefiihrt werden.

Obwohl es sich in der vorliegenden Arbeit keineswegs um ideale Functionen
handelt, sondern alle Operationen nur an Systemen wirklich existirender Func-
tionen ausgefiihrt werden, schien es doch zweckmassig, den Namen Ideal, der in
der Zahlentheorie bereits gebréuchlich ist, beizubehalten.

Mit diesen Idealen ldsst sich nach gehoriger Erklarung der Multiplication
ganz nach denselben Regeln rechnen, wie mit rationalen Functionen.

*) Die idealen Zahlen sind von Kummer zuerst eingefiihrt durch die Ab-
handlung: Zur Theorie der complexen Zahlen (Crelles Journal, Bd. 35); eine
weitere Fortfithrung und eine allgemeine Darstellung der Theorie der algebrais-
chen Zahlen findet man in der zweiten und dritten Auflage von Dirichlets Vor-
lesungen iiber Zahlentheorie, sowie in der Abhandlung von Dedekind: Sur la
théorie des nombres entiers algébriques (Paris 1877. Abdruck aus dem Bulletin
des Sciences math. et astron. von Darboux und Hodel). Die Kenntniss dieser
Schriften wird aber in unserer Arbeit nirgends vorausgesetzt.

Aus miindlichen Mittheilungen ist uns jetzt bekannt geworden, dass bereits
vor Jahren Kronecker mit Beziehung auf die Arbeiten von Weierstrass Un-
tersuchungen angestellt hat, die auf derselben Grundlage, wie die unsrigen,
beruhen.

Ins Besondere ergiebt sich der Satz, dass jedes Ideal auf eine einzige Weise
in Factoren zerlegbar ist, welche selbst nicht weiter zerlegt werden kénnen und
daher Primideale genannt werden. Diese Primideale entsprechen den linearen
Factoren in der Theorie der ganzen rationalen Functionen. Auf Grund derselben
gelangt man zu einer vollig pracisen und allgemeinen Definition des Punktes
der Riemannschen Flache, d. h. eines vollkommen bestimmten Systems von
Zahlwerthen, welche man den Functionen des Korpers widerspruchslos beilegen
kann.

FEine darauf gegriindete formale Definition des Differentialquotienten fithrt
sodann zu der Geschlechtszahl und zu einer ganz allgemeinen, eleganten Darstel-
lung der Differentiale erster Gattung. Hieran schliesst sich der Beweis des
Riemann-Rochschen Satzes iiber die Anzahl der willkiirlichen Constanten in
einer durch ihre Unendlichkeitspunkte bestimmten Function, und die Theorie
der Differentiale zweiter und dritter Gattung. Bis zu diesem Punkte kommt die
Stetigkeit und Entwickelbarkeit der untersuchten Functionen in keiner Weise
in Betracht. Es wiirde z. B. nirgends eine Liicke bleiben, wenn man das Ge-
biet der benutzten Zahlen auf das System der algebraischen Zahlen beschrianken
wollte. Dadurch wird ein wohl abgegrenzter und ziemlich umfassender Theil der
Theorie der algebraischen Functionen lediglich durch die seiner eigenen Sphére
angehorigen Mittel behandelt.

Freilich ergeben sich alle diese Resultate durch einen weit geringeren Aufwand
von Mitteln und als Specialfille einer vielumfassenden Allgemeinheit aus Rie-
manns Theorie; allein es ist bekannt, dass diese Theorie beziiglich einer strengen
Begriindung noch gewisse Schwierigkeiten bietet, und bis es gelungen ist, diese



Schwierigkeiten vollstdndig zu Uberwinden, diirfte der von uns betretene Weg
oder wenigstens ein verwandter, wohl der einzige sein, der fiir die Theorie der
algebraischen Functionen mit befriedigender Strenge und Allgemeinheit zum
Ziele fithrt. So wiirde sich die Theorie der Ideale selbst ausserordentlich verein-
fachen, wenn man den Begriff der Riemannschen Fliche und ins Besondere den
eines Punktes derselben sammt den auf die Stetigkeit der algebraischen Func-
tionen gegriindeten Anschauungen voraussetzen wollte. In unserer Arbeit ist
umgekehrt auf einem langen Umwege die Theorie der Ideale algebraisch begriin-
det und aus dieser eine vollkommen précise und strenge Definition des Punktes
der Riemannschen Fléche gewonnen, welche auch als Basis fiir die Untersuchung
der Stetigkeit und der damit zusammenhingenden Fragen dienen kann. Diese
Fragen,

wozu auch die auf die Abelschen Integrale und die Periodicitdtsmoduln beziiglichen
gehoren, bleiben von unserer Untersuchung einstweilen ausgeschlossen. Wir hof-
fen bei einer anderen Gelegenheit darauf zuriickzukommen.

Konigsberg, den 22. October 1880.

I. Abtheilung.

g 1. Korper algebraischer Functionen.

Eine Variable 0 heisst eine algebraische Function einer unabhédngigen Verdnder-
lichen z, wenn dieselbe einer irreductibeln algebraischen Gleichung

F(0,2)=0 (1)
geniigt. F' bedeutet hierin einen Ausdruck von der Form
F(0,z) = apf™ + a4+ a0 +ap,

worin die Coefficienten ag,aq,...a, ganze rationale Functionen von z ohne
gemeinschaftlichen Theiler sind. Die vorausgesetzte Irreductibilitiat der Gle-
ichung (1.) involvirt, dass 0 nicht einer Gleichung niedrigeren Grades in Bezug
auf @ geniigt, und, wie sich aus dem Algorithmus des grossten gemeinschaftlichen
Theilers ergiebt, wenn

G(0,2) =bo0™ +b10™ - by 10+ by =0

eine zweite Gleichung ist, welcher 0 geniigt, dass G(0,z) durch F (0, z) alge-
braisch theilbar sein muss. Es ldsst sich nun nachweisen, dass G(6,z) auch
in Bezug auf z nicht von niedrigerem Grade sein kann als F(f,z) und nur
dann vom selben Grade, wenn sich aus G(6,z) ein von z unabhingiger Fac-
tor absondern lasst. Nehmen wir an, die Coefficienten bg, by, ...b,, seien von
gemeinschaftlichen Factoren befreit, und bezeichnen wir mit

H(0,2) = cof™ " +c10™ " 4ot epn



den vom Nenner befreiten Quotienten von G durch F, so ist
kG(0,z) = F(0,z).H(0, z),

worin k eine ganze rationale Function von z ist, und die Vergleichung der Coef-
ficienten ergiebt

kby = agcy,

kb1 = apcr + axco,

kby = apce + arc1 + azco,

worin die ¢y, ¢1, .. . ¢m—n gleichfalls ohne gemeinschaftlichen Theiler voraus-
gesetzt werden kdnnen.

Hieraus folgt zunéchst, dass k constant sein muss, und = 1 gesetzt werden
kann; denn ist durch irgend einen Linearfactor von k ag, a1, ...a._1,¢g,C1,...Cs—1
theilbar, a,, ¢ nicht theilbar, so folgt aus

kbrys = ar_1C11 + arCs + arp1¢s-1 + - -

der Widerspruch, dass a,cs; durch denselben Linearfactor theilbar sein miisste.
Hieraus aber folgt weiter, dass der Grad von G(6,z) in Bezug auf z gleich ist
der Summe der Grade von F' und H in Bezug auf z; denn sind a,, ¢, die ersten
unter den Coefficienten a, ¢, deren Grad den Maximalwerth erreicht, so folgt
wieder aus

br+s =t Qp_1Cs41 + QrCs + Qrq1Cs—1 + -+,

dass der Grad von b, gleich der Summe der Grade von a, und c; ist.
Dividirt man die Gleichung (1.) durch ag, so kann dieselbe auch in die Form
gesetzt werden

F(0,2) = 0" + 010" -+ by 10+ by =0, (2.)

worin die Coefficienten by, bs,...b, auch gebrochene rationale Functionen von
z sein konnen.

Das System aller rationalen Functionen von 6 und z, ®(0, z), hat die Eigen-
schaft, dass seine Individuen sich durch die elementaren Rechenoperationen, Ad-
dition, Subtraction, Multiplication und Division reproduciren, und dies System
wird daher als ein Kérper algebraischer Functionen 2 vom Grade n bezeichnet.
Ist zunéchst ¢(6) eine ganze rationale Function von 6, deren Coefficienten ratio-
nal von z abhédngen, so kann man durch algebraische Division zwei eben solche
Functionen ¢(f), r(#) bestimmen, von denen die zweite den Grad n — 1 nicht
iibersteigt, so dass

p(0) = q(0)f(0) +1(0)
oder wegen (2.)
p(0) =7(0).
Ist ¢(#) durch f(#) nicht theilbar, so haben diese beiden Functionen (wegen
der vorausgesetzten Irreductibilitidt von f(#)) keinen Theiler gemein, und daher



lassen sich durch die Methode des grossten gemeinschaftlichen Theilers zwei
Functionen f1(0), ¢1(6) so bestimmen, dass

F(0)11(0) + (0)p1(0) = 1,

also wegen (2.)

Aus diesen beiden Bemerkungen, zusammengenommen mit der Voraussetzung
der Irreductibilitdt von f(6) ergiebt sich der folgende

Lehrsatz. Jede Function ( des Kérpers S lasst sich auf eine einzige Weise
in die Form setzen:

(=zo+x10+ - +2,160""",

worin die Coefficienten xg, x1, ... x,—1 rationale Functionen von z sind. Umgekehrt
gehort jede Function dieser Form selbstverstindlich dem Korper Q an.
Wiéhlt man unter den Functionen des Korpers €2 n beliebige aus:

m = l'él) + 1’51)0 + -+ xgllllan—l’
=22 + 2P+ 4 2@ nt

M = 2" +2i"0 4 a6
jedoch so, dass die Determinante

>+ :cél)zgz) . 3357—)1
nicht identisch Null ist, so ergiebt sich, dass jede Function des Korpers € auch
in der Form dargestellt werden kann

C=yim +yan2 + - + Ynin,

deren Coefficienten yi, s, ...y, rationale Functionen von z sind. Ein solches
System von Functionen 71,72, ..., soll eine Basis des Korpers € heissen.

Damit ein Functionensystem 71,72, . .. 7, des Korpers € eine Basis desselben
bilde, ist erforderlich und hinreichend, dass zwischen ihnen keine Gleichung
(Identitét) von der Form

yim +yene + -+ Yntin =0

bestehe, in welcher die Coefficienten 1, ys, . . . ¥, nicht simmtlich verschwinden.
Beispielsweise bilden die Functionen 1,6,62,...6" ! eine Basis von (.



g 2. Normen, Spuren und Discriminanten.
Wiéhlt man zur Darstellung der Functionen von €2 eine beliebige Basis 11,72, . . . 0,

so kann man, wenn ( irgend eine Function in {2 bedeutet, setzen:

Cm =y1,1m + Y122 + -+ Y1000,
(M2 = Y2,1m + Y2,2M2 + - + Y2,07ns

(1)

M = Yn, 1M1 + Yn2M2 + - + Yn nMn,

worin die Coefficienten y, ,, rationale Functionen von z sind. Hieraus ergiebt
sich die Gleichung

y1,1 — G, Y1,2, Yi,n
U i B @)
Yn,1, Yn,2, ceo Ynon — ¢

welche, nach Potenzen von ( geordnet, die Gestalt hat
() =C"+b01" 4 b1 (b =0 (3.)

und, wie sich aus dem Multiplicationssatz der Determinanten ohne Schwierigkeit
ergiebt, von der Wahl der zu Grunde gelegten Basis 11,72,...7, ganz unab-
héngig ist. Von den Coefficienten by, bs, . . . b, der Function ¢, welche simmtlich
rationale Functionen von z und durch die Function ¢ vollkommen bestimmt
sind, sollen zwei, die in der Folge von Wichtigkeit sind, durch besondere Namen
ausgezeichnet werden. Die Function

Y1, Yi2, .- Yin
L s W)
Yn,1, Yn,2, coo Ynyn

heisst die Norm der Function ¢, und wird mit N({) bezeichnet. Von dieser
Function gelten folgende Sétze.

1. Die einzige Function, deren Norm identisch verschwindet, ist die Function
Null; denn macht man in dem System (1.) die Annahme, dass N(¢) = 0 sei,
so folgt, dass sich ein System rationaler Functionen von z, die nicht sémmtlich
verschwinden, y1,ys, . ..y, so bestimmen l&sst, dass

Clytm +y2m2 + -+ Yntn) =0,

also, da 11,2, ... 7, eine Basis von Q bilden, ¢ = 0.

2. Die Norm einer rationalen Function von z ist die n'® Potenz dieser Func-
tion. Denn ist ¢ rational, so reduciren sich die Gleichungen (1.) auf die Iden-
titaten (ny, = (np, woraus N(¢) = (™ folgt.



3. Ist ¢’ irgend eine zweite Function des Korpers 2 und das dem System (1.)
entsprechende Gleichungssystem fiir diese Function
¢ = Syp e,
so folgt:
CC'nn = X yh Yo
I und daraus nach dem Multiplicationssatz der Determinanten
N((C) = N(ON(().
4. Aus 2. und 3. folgt:

NON(Z) =1
also:
¥(&) = ey

5. Endlich ergiebt sich aus der Definition der Function ¢, (2.), (3.) der
wichtige Satz: Ist ¢ eine beliebige Constante (oder auch eine rationale Function
von z), so ist

p(t) = N(t— ().
Es soll sodann die Function

b =yi1+ Y2+ FYnn (5.)

die Spur von ¢ genannt und mit S(¢) bezeichnet werden. Fiir diese ergeben sich
unmittelbar aus der Definition die Sétze:

S(0) =0, 6.)
S(1) = n. (7.)

Und wenn z eine rationale Function von z, ferner ¢, ¢’ zwei Functionen in
Q) bedeuten:

S(x¢) = x5(¢), (8.)

S(C+¢) =80 +5(C). (9.)

Es hat sich aus dieser Betrachtung ergeben, dass jede Function ¢ in Q einer
Gleichung n'*™ Grades, ©(¢) = 0, geniigt, deren Coefficienten rational von

z abhdngen. Wenn diese Gleichung irreductibel ist, so bilden die Functionen
1,¢,¢2,...¢" ! eine Basis von Q. Im andern Falle sei

P1(Q) = CEH+ 0T+ b (B, =0 (10.)

L Editorial note: Over the second y the print shows a small malformed mark; it is not clear
from the print whether it is a prime or stray ink. Set unprimed, as the composition of the
two systems requires.



2 die Gleichung niedrigsten Grades, deren Coefficienten in z rational sind, welcher
die Function ¢ geniigt, und mithin ¢4 (¢) = 0 irreductibel, e < n.

Da gleichwohl ¢(¢) verschwindet, so muss ¢(¢) durch ¢ (¢) algebraisch theil-
bar sein, und wie in g 1 ergiebt sich, dass jede rationale Function 1 von z und
¢ in der Form darstellbar ist

n=xo+a1(+ - +z_1(",
deren Coefficienten xg, x1,...Ze_1 rational von z abhéingen*). Ist nun
0F + 6+ 1040y =0

die Gleichung niedrigsten Grades, welcher 6 geniigt, deren Coefficienten rational
von z und ¢ abhéngen, so besteht zwischen den e.f Functionen

chok (h=0,1,...e—1; k=0,1,... f—1) (11.)

keine lineare Gleichung mit rational von z abhéngigen Coefficienten, wihrend
jede Function in £ linear mit rational von z abhéngigen Coefficienten durch
diese Functionen darstellbar ist. Es ergiebt sich daraus, dass dieselben eine
Basis von 2 bilden, und dass sonach

e.f=mn,

also e ein Theiler von n ist.
Wendet man die Basis (11.) zur Aufstellung der Norm von ¢ an, so erkennt
man leicht mittels der Gleichung (10.), dass

N(©) = (1)) = (=1)"b

wird. Da ferner fiir ein beliebiges constantes ¢ die Function ( —t einer Gleichung
von demselben Grade geniigt wie (, so ergiebt sich der Satz:

10.3 Die Function ¢(t) (8.) ist entweder irreductibel oder eine ganze Potenz
einer irreductibeln Function.

Ist m1,m2,...7, ein beliebiges System von n Functionen in €, gleichviel
ob dasselbe eine Basis bildet oder nicht, so fiihren wir eine zu diesem Sys-
tem gehorige rationale Function von z ein, die wir als dessen Discriminante,
A(n1,1M2, - ..1n) bezeichnen und folgendermassen definiren

Stmm), Simmz), ... Smnw)
A(nla n2,.--. nn) = 5(772771)’ S(n2n2), .. .. .. 5(77277n) : (12')
Sam), Smmnz), .. S(0nnnm)

Die Discriminante ist dann und nur dann nicht identisch Null, wenn die Func-
tionen 11, M2, ... Ny eine Basis von Q bilden.

2 Editorial note: Printed b(, as the coefficient of ¢¢~1; the monic equation and the remaining
coefficients b, _;, b, require b}. An apparent misprint.

3 Editorial note: Printed 10. although the preceding propositions of this § are numbered
1. to 5.; 6. expected. An apparent misprint.



*) Aus der Gleichung ¢1(¢) = 0 entspringt ein Kérper algebraischer Func-
tionen 27 vom Grade e, dessen Functionen sdmmtlich zugleich im Kérper
enthalten sind, und der daher als ein Theiler des Kérpers {2 bezeichnet werden
kann.

Um den ersten Theil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, es
sei A(n1,m2,...1m,) = 0. Es ldsst sich unter dieser Voraussetzung ein System
rationaler Functionen y1,¥ys, ...y, von z, die nicht alle identisch verschwinden,
so bestimmen, dass

y1S(mne) + y2S(mane) + - + YnSMune) = S (yam + yan2 + - - + ynnn)) = 0.
(k=1,2,...n)

Wiéhlt man daher ein System rationaler Functionen z1,zs,...x, von z, ganz
beliebig und setzt:

yim tYam+ o+ Yty =10,

L1+ Tanp + - Tty =&,

so folgt:

S(&n) = 0.
Wenn aber die Functionen 71,12, .. .17, eine Basis von 2 bilden, so kann £ jede
beliebige Function in €2, also, da n nicht verschwindet, beispielsweise auch —

sein. Dann ist aber die letzte Gleichung sicher nicht erfiillt, und es kann alsz
unter dieser Voraussetzung die Discriminante von 71,72, .. .1, nicht identisch
verschwinden.
Halten wir die Annahme fest, dass 71,72,...7, eine Basis von ) sei, und
setzen:
M = T1pM + T2kn2 + -+ Tn ks (k=1,2,...n)

so bilden die Functionen 7,%5,...n., eine Basis von Q oder nicht, je nachdem
die Determinante der rationalen Functionen x, ; von z

X=X+ 1,122 .--Tn,n

von Null verschieden ist oder nicht. Nun ist aber

Lyt

S(mm) = Xz nxe xS Mn0),

,n

[

und daraus ergiebt sich nach dem Multiplicationssatz der Determinanten der
Hauptsatz tiber die Discriminanten

ALy, - ml) = XPA(1,m2, .. ), (13.)

woraus auch die Richtigkeit des zweiten Theils der obigen Behauptung er-
hellt, dass die Discriminante eines Functionensystems stets dann identisch ver-
schwindet, wenn dasselbe keine Basis von € bildet.



g 3. Das System der ganzen Functionen von z im Korper
Q.

Definition. Eine Function w des Korpers €2 soll eine ganze Function von z
heissen, wenn in der Gleichung niedrigsten Grades, welcher dieselbe nach g 2
geniigt:

Pw) = w +biw o bW+ b =0, (1.)

die Coefficienten by, bs,...b. ganze rationale Functionen von z sind; im entge-
gengesetzten Fall heisse sie eine gebrochene Function. Der Inbegriff aller ganzen
Functionen von z in Q soll mit o bezeichnet werden. Da nach § 2 N(¢t — w)
eine ganze Potenz von ¢(t) ist, so folgt, dass fiir eine ganze Function w auch die
sammtlichen Coefficienten von N (¢t —w) ganze rationale Functionen von z sind,
also ins Besondere:

1. Die Norm und die Spur einer ganzen Function sind ganze rationale Func-
tionen von z.

Aus der Definition der ganzen Functionen ergiebt sich ferner:

2. Eine rationale Function von z gehort dann und nur dann zu dem System
0, wenn sie eine ganze rationale Function von z ist.

3. Jede Function 7 in 2 kann durch Multiplication mit einer von Null ver-
schiedenen ganzen rationalen Function von z in eine Function des Systems o
verwandelt werden. Denn es geniigt 1 nach g 2 einer Gleichung niedrigsten
Grades von der Form

bon® + b L4+ +be_1n+b. =0,

deren Coefficienten ganze rationale Functionen von z sind, und diese geht durch
die Substitution byn = w in eine Gleichung von der Form (1.) fir w tiber.

4. Fine Function w des Korpers (), welche irgend einer Gleichung von der
Form geniigt

Yw)=w" 4w 4+ epiw + ey =0,

in welcher die Coefficienten ¢y, ... c,, ganze rationale Functionen von z sind, ist
eine ganze Function. Denn ist

SD(W) :We+b1we_1 + - 4 be_qw+b.=0

die Gleichung niedrigsten Grades, welcher w geniigt, so muss ¥ (w) durch ¢(w)
algebraisch theilbar sein:

P(w) = p(w)x(w),

was, wie leicht zu zeigen ist, zur Folge hat, dass auch die Coefficienten von
p(w) und x(w) ganze rationale Functionen von z sind (Gauss, Disq. Ar. art. 42).
Hieraus ergiebt sich der Hauptsatz iiber die ganzen Functionen:

5. Summe, Differenz, Product zweier ganzen Functionen sind wieder ganze
Functionen.

10



Sind namlich w’, w” zwei ganze Functionen in 2, welche resp. den Gleichun-
gen gentligen
m’ / m'—1 / / ;o
W™ 4+ bjw 4+ 4b,_w +b, =0,
'’ /o —1 " " "
W' +b1w n + -+ W +bn”:0’
so kann man, wenn man unter wi,ws, . ..wn die m = n'n’’ Producte

’ "
Wt W (W'=0,1,...n"—1; B"'=0,1,...n" —1)
und unter w eine der drei Functionen w’ + w”, w'w’” versteht, setzen:

WWy = T11W1 + *** + L1, mWn,

W = T W1 + -0+ + Tm,mWm,

worin die x5 ganze rationale Functionen von z sind, und daraus erhilt man

Z1,1 — W, T1,2, T1,m
€21, €22 — W, cee T2,m =0
- bl
Tm,1, Tm,2, cer Tmom — W

also eine Gleichung fiir w, deren Coefficienten ganze rationale Functionen von z
sind.

Als Corollar ergiebt sich hieraus, dass jede ganze rationale Function von
Functionen in o selbst eine Function des Systems o ist.

6. Eine ganze Function w heisst durch eine andere ganze Function w’ theilbar,
wenn eine dritte ganze Function w” existirt, welche der Bedingung geniigt

wW=wuw

Aus dieser Definition ergiebt sich sofort:

Ist w theilbar durch w’, w’ durch w”, so ist auch w durch w” theilbar.

Ist w’ und w” durch w theilbar, so ist auch w’ &w” durch w theilbar, und all-
gemein: sind wy,ws,ws, ... durch w theilbar, w}, w},w}, ... beliebige Functionen
in o, so ist auch wjw; + whws + whws + - -+ durch w theilbar.

7. Bilden die Functionen 7,7s, ..., eine Basis von 2, so kann man (nach
3.) n von Null verschiedene ganze rationale Functionen von z, a1, as, .. .a, der
Art bestimmen, dass

W1 = a1, W2 = a27)2, cee Wn = Anlin
ganze Functionen sind, und diese bilden ebenfalls eine Basis von €2, da

2 2
1

Alwi,ws, ... wy) =a aQ...aiA(nl,ng,...nn)

von Null verschieden ist. Es giebt also Basen von 2, wy,ws,...w,, welche aus
lauter ganzen Functionen bestehen, und die Discriminante einer solchen Basis
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ist, da S(w,ws) ganze rationale Functionen von z sind, selbst eine von Null
verschiedene ganze rationale Function von z. Jede Function von der Form

W= T1Wi + Tows + ++* + TpWn, (2.)

in welcher die x1, o, ...z, ganze rationale Functionen von z sind, gehért dann
zu dem System o; aber es ist durchaus nicht nothwendig, dass umgekehrt jede
Function in o0 in dieser Form darstellbar sei.

Nehmen wir also an, es existiren in 0 noch andere Functionen als die in der
Form (2.) enthaltenen, so miissen sich eine lineare Function z — ¢ und gewisse
ganze rationale Functionen x1, o, . .. x,, die nicht alle durch z — ¢ theilbar sind,
so wahlen lassen, dass

Tiw1 + Tows + -+ + Tpwy
z—c

eine ganze Function ist. Die Functionen x1, xo, ...z, lassen sich nun auf ihre
nicht sémmtlich verschwindenden constanten Reste ci,cs,...c, in Bezug auf
z — ¢ reduciren, und daraus erhellt, dass auch

C1w1 + Cowa + - -+ + Crp
Z—C

eine ganze Function ist. Ist ¢; von Null verschieden, so bilden auch die n ganzen
Functionen
w und wo,ws,...wy,

eine Basis von € und zugleich ist nach g 2 (13.)

2
Alw,wa, .. .wy) = (Ziilc)QA(wl,wg, ce W),
also von niedrigerem Grade als A(wy,ws,...wy,). Da nun diese beiden Discrimi-
nanten ganze rationale Functionen von z sind, so gelangt man durch wiederholte
Anwendung dieses Verfahrens schliesslich zu einer aus ganzen
Functionen bestehenden Basis von Q, w,w},...w!,, deren Discriminante im
Grade nicht weiter erniedrigt werden kann, und welche folglich die Eigenschaft
hat, dass jede Function w in o in der Form enthalten ist

/ / /
W = T1Wwi + ToWy + -+ - + Tpw,y,

mit ganzen rationalen Functionen von z als Coefficienten. FEin solches System
soll eine Basis von o genannt werden.
Ist wi,wo,...w, eine Basis von o und

!
W, =T, W1 + T, 2w2 + - + T nWhp, (t=1,2,...n)

so wird das System w],w},...w,, dann und nur dann ebenfalls eine Basis von o
bilden, wenn die Determinante der ganzen rationalen Functionen z, ,/

X=X+ 1,122+ -Tnp,n
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eine von Null verschiedene Constante ist. Denn nehmen wir an, es habe diese De-
terminante irgend einen Linearfactor z—c, so lassen sich Constanten ¢y, co, . . . ¢,
nicht sémmtlich verschwindend, so bestimmen, dass die n ganzen rationalen
Functionen von z

C1%1, + Co2 , +- 4+ CnTn,

durch z — ¢ theilbar werden (d. h. fiir z = ¢ verschwinden); dann aber ist

cwy + cowy + - -+ + cpwy,
z—c

eine ganze Function und mithin wj,w},...w!, keine Basis von o.
Da nun andererseits

Alw),wh, ... wh) = X2A(wy,wa, . .. wy)

ist, so folgt, dass die Discriminante einer Basis von o von einem constanten
Factor abgesehen von der Wahl dieser Basis unabhingig ist. Man erhalt also
eine vollkommen bestimmte ganze rationale Function von z, wenn man in der
Discriminante einer beliebigen Basis von o den Coefficienten der hchsten Potenz
von z durch Division = 1 macht. Diese Function soll die Discriminante des
Korpers Q oder des Systems o genannt und mit A(Q) oder A(o) bezeichnet
werden.

g 4. Die Functionenmoduln.

Wir betrachten im Folgenden Systeme von Functionen, welche wir Functionen-
moduln oder auch schlechtweg Moduln nennen und folgendermassen

definiren. Ein Functionensystem (in ) heisst ein Modul, wenn sich die
Functionen desselben durch Addition, Subtraction und durch Multiplication mit
ganzen rationalen Functionen von z reproduciren.

Bezeichnet man mit aq, as, . . . a,, irgend m gegebene Functionen, mit z1, o, . .

willkiirliche ganze rationale Functionen von z, so bildet der Inbegriff aller Func-
tionen von der Form

=210 + To0x + - + Ty
einen Modul. Ein solcher soll ein endlicher Modul genannt und mit
a=lag,ag,... 0

bezeichnet werden. Das Functionensystem o, as, . . . au, heisst die Basis dieses
Moduls.

Wir wollen ein Functionensystem aq, as, . . . auy, rational irreductibel oder die
Functionen a1, az, . .. a,* rational unabhingig nennen, wenn eine Gleichung von
der Form

T1a1 + oo + -+ Ty, = 0

4 Editorial note: Printed oy instead of auyn; an apparent misprint.
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fiir rationale z nur dann bestehen kann, wenn 2y = 0, 20 = 0, ... 2, = 0
ist. Ein Functionensystem, welches eine Basis des Korpers €2 bildet, ist daher
stets rational irreductibel, und es giebt kein System von mehr als n rational
unabhéngigen Functionen in Q.

Wir beweisen nun zunéchst den Satz:

1. Jeder endliche Modul besitzt eine rational irreductible Basis.

Der Beweis desselben ergiebt sich unmittelbar aus dem folgenden Hiilfssatz:

Sind die ganzen rationalen Functionen y; 1,¥2,1, . . - ¥m,1 ohne gemeinschaftlichen
Theiler, so lassen sich andere ganze rationale Functionen y1 2,422, ... Ym,m SO
bestimmen, dass

S+ YiiYe2. . Ymm = 17,

*) Der Satz ist richtig und bekannt fiir m = 2. Nehmen wir also an, er
sei bewiesen fiir m — 1, so kénnen wir, wenn 0 den grossten gemeinschaftlichen
Theiler von y1,1,¥21,- .- Ym—1,1 bedeutet, der Gleichung gentigen

Y, Y2,1, - Ym-—1,1
Y13, Y2,3, -+ Ym—-1,3| _ 9
Yims Y2,m, s Ym—1,m

und wenn wir also die ganzen rationalen Functionen x, y so bestimmen, dass
-1
TYm,1 —yo = (=1)™

ist, so folgt:

Yi,1, Y21 - Ym-1,1, Ym,1
TY1,1 TY2,1 TYm—1,1
) o o F) ) Y
Y13, Y23, -+ Ym-13, 0 | =1L
Y1,m» Y2,m cee Ym—1,m, 0

Genitigen nun die Functionen ay, as, ... a,, einer Gleichung
L
Yy0, =0,
1,m

in welcher die ganzen rationalen Functionen ¥ 1, . . . ¥m,1 ohne gemeinschaftlichen
Theiler angenommen werden kénnen, so setze man

.
by Y20, = 527
1,m

.
b)) YmCy = Brm;
1,m

5 Editorial note: Printed a period after y2,1 in the first row where a comma is expected;
possibly a comma whose tail failed to ink.

14



dann ist der Modul [a, ag, . . . @] vOllig identisch mit dem Modul [B2, B3, . - - Brml,
dessen Basis eine Function weniger enthélt. Sind die Functionen 8, noch nicht
rational unabhingig, so kann man sie in derselben Weise weiter reduciren, und
gelangt schliesslich, falls die Functionen «, nicht sémmtlich verschwinden (ein
Fall, welchen wir von dem Modulbegriff ganz ausschliessen wollen) zu einer ir-
reductibeln Basis. Wir werden in der Folge unter einer Basis schlechtweg stets
eine irreductible Basis verstehen.

2. Obwohl man nach dem Vorhergehenden fiir einen und denselben Modul
sehr verschiedene irreductible Basen auffinden kann, so ist doch die Zahl der
Functionen, die in einer solchen enthalten sind, stets dieselbe, da im entgegenge-
setzten Fall dasjenige Functionensystem, welches mehr Functionen enthélt, nicht
rational irreductibel sein kénnte. Sind also oy, as, ... am; 51, B2, ... Bm zwel ir-
reductible Basen desselben Moduls a, so ist, da sowohl die «y als die 8 in a
enthalten sind:

Qg = 1%]75;)5& ﬂk = 1%%(“@“

worin die Coeflicienten p, ¢ ganze rationale Functionen von z sind. Hieraus aber
folgt:

L

by qfk)pfh) =0 oder 1,

1,m

je nachdem h von k verschieden ist oder nicht, und daraus:
+pp® L pm s gMe g =1,

und da beide Determinanten ganze rationale Functionen von z sind, so miissen
sie beide constant sein.

3. Definition. Ein Modul a heisst durch einen Modul b theilbar, oder b ein
Theiler (Divisor) von a, a ein Vielfaches (Multiplum) von b (b geht in a auf),
wenn jede Function in a zugleich in b enthalten ist. b soll ein echter Theiler von
a heissen, wenn a durch b theilbar, aber nicht mit b identisch ist*).

Aus dieser Definition ergiebt sich sofort:

Ist a theilbar durch b, b theilbar durch ¢, so ist auch a theilbar durch c.

4. Definition. Der Inbegriff m aller derjenigen Functionen, welche zugle-
ich in zwei Moduln a, b enthalten sind, bildet, falls er nicht aus der einzigen
Function Null besteht, einen Modul (nach der allgemeinen Definition), welcher
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und b heisst, weil jeder Modul,
welcher ein Vielfaches zugleich von a und von b ist, auch ein Vielfaches von m ist.
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von einer beliebigen Zahl von Moduln

a,b,c,...ist dem entsprechend der Inbegriff aller der Functionen, die zugleich in
a,b,c,... enthalten sind. Man kann dasselbe bilden, indem man nach Belieben
je zwei der Moduln a,b,c,... durch ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfache
ersetzt.

5. Definition. Ist « eine beliebige Function in a, 8 eine beliebige Function
in b, so bildet der Inbegriff aller Functionen von der Form a + 8 einen Modul 0,
welcher der grisste gemeinschaftliche Theiler der beiden Moduln a und b heisst.
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Derselbe ist, wenn a und b endliche Moduln sind, selbst ein solcher. Ist ndmlich

a:[al,ag,...ar], b:[ﬁl,ﬁg,...ﬂs],

S0 ist
0= [0, a,...0p, 01, P2,... 5]

Nach der Definition der Theilbarkeit ist 0 ein Theiler sowohl von a als von b.
Ist umgekehrt ' ein Theiler von a und von b, so sind die Functionen

*) Der Begriftf der Theilbarkeit der Moduln ist der von den Zahlen her
gewohnten Anschauung zuwider gebildet, insofern der Theiler einen grésseren
Inhalt an Functionen enthélt als das Vielfache.

a sowohl als die Functionen A3, mithin auch die Functionen o + 3 in ?’
enthalten; daher ist 9 durch 9’ theilbar.

Die Definition des grossten gemeinschaftlichen Theilers einer beliebigen An-
zahl von Moduln ergiebt sich hiernach von selbst.

6. Definition. Ist a ein Modul, a jede Function in a und p eine beliebige
Function in €2, so verstehen wir unter dem Product pa oder ap den Inbegriff
aller Functionen pa, welcher wieder ein Modul ist. Ist

a=ag,a,...a]
ein endlicher Modul, so ist

pa = [pay, pag, . .. pa],

also ebenfalls ein endlicher Modul, und aus pa = pb folgt a = b, wenn g von
Null verschieden ist.

7. Definition. Sind a, b zwei Moduln, «, 8 simmtliche Functionen in a, resp.
in b, so verstehen wir unter dem Product

ab=ba=c¢

den Inbegriff aller Producte einer Function a und einer Function 8 und aller
Summen solcher Producte, also sémmtlicher Functionen, welche durch das Ze-
ichen

v =3af

bezeichnet werden kénnen.

Dieses Functionensystem bildet jederzeit einen Modul, und zwar einen endlichen,
wenn a und b solche sind. Sind ndmlich a und b so definirt, wie in 5., so bilden
die r.s Functionen «,f3,, eine, wenn auch reductible, Basis von ¢. Ein Product
aus beliebig vielen Moduln a, b, ¢, . .. erklart sich hiernach von selbst, und es gilt
fiir dasselbe der Fundamentalsatz der Multiplication von der Vertauschbarkeit
der Factoren. Sind die einzelnen Functionen eines solchen Products, deren An-
zahl m sei, einander gleich und = a, so wird dasselbe mit a™ bezeichnet, und
es ist

’ !
m-+m — ama’m .
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Im Allgemeinen ist ein Product ab nicht durch a theilbar. Dagegen gilt der
Satz, dessen Beweis sich unmittelbar aus der Definition ergiebt:

Ist a theilbar durch ay, b durch by, so ist ab theilbar durch a,bq.

8. Definition. Unter dem Quotienten g zweier Moduln a, b soll der Inbegriff
aller derjenigen Functionen v verstanden werden, welche die Eigenschaft

haben, dass «ya durch b theilbar ist. Dieser Quotient ist, falls er nicht aus
der einzigen Function Null besteht, ein Modul ¢, was sofort aus der Definition
erhellt. Das Product % -a ist jederzeit durch b theilbar, wenn auch nicht immer
gleich b.

g 5. Congruenzen.

Zwei Functionen «, 3 heissen congruent nach dem Modul a
a = f (mod. a),

wenn die Differenz der beiden Functionen, o — 3, in dem Modul a enthalten ist.

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Sétze:

1. Ist a = 8, 8 =~ (mod. a), so ist « =+ (mod. a).

2. Ist 0 irgend ein Theiler von a, so folgt aus a = f (mod. a), dass auch
a = f (mod. D) ist.

3. Ist @« = f (mod.a), p eine beliebige Function in 2, so folgt pa =
pf (mod. pa), und umgekehrt folgt aus der letzteren Congruenz die erstere,
wenn g von Null verschieden.

4. Ist « = 8, oy = f1 (mod. a), so ist auch o + oy = § &+ 51 (mod. a).

Sind A1, Az, ... A, beliebig gegebene Functionen in €, c¢1,ca, ... ¢y willkiir-
liche Constanten, so heisst der Inbegriff aller Functionen von der Form

A + codo + -+ e Am

eine Schaar und wird mit (A1, As,...\;,) bezeichnet. Das Functionensystem
A1, A2, ... Ay heisst die Basis der Schaar. Die Functionen A1, Ao, ...\, heis-
sen linear unabhdngig oder ihr System linear irreductibel, wenn eine Gleichung
(Identitét) von der Form

CiALFcodo+ -+ A =0

nicht anders bestehen kann, als wenn die constanten Coefficienten ¢y, co,...cp,
alle verschwinden.

Hiernach gilt der Satz, dass jede Schaar eine linear irreductible Basis besitzt.
Denn ist ci A1 + oo + -+ - + e A = 0 und ¢ von Null verschieden, so ist die
Schaar (A1, Az, ... Ay, ) identisch mit der Schaar (Ag, As, ... A, ), deren Basis eine
Function weniger enthéalt. Ist diese noch nicht linear irreductibel, so kann man
auf die gleiche Weise weiterschliessen. Auch hier soll in

der Folge unter einer Basis schlechtweg eine irreductible Basis verstanden
sein. Die Anzahl der Functionen, welche in einer irreductiblen Basis einer Schaar
enthalten sind, ist stets dieselbe und heisst die Dimension der Schaar. Ist m

17



die Dimension, so heisst die Schaar auch eine m-fache. Irgend m Functionen
einer solchen Schaar bilden eine irreductible Basis derselben dann und nur dann,
wenn sie linear unabhéngig sind.

Die Functionen A1, Ag, ...\, heissen linear unabhdngig in Bezug auf den
Modul a, wenn eine Congruenz von der Form

A Feada+ -+ A =0 (mod CL)

fiir keine anderen als verschwindende constante Coefficienten c1, ca, . . . ¢;,, besteht.
Zwei Summen von der Form Y¢, A\, mit verschiedenen Werthen der constanten
Coefficienten ¢, sind dann auch stets incongruent nach dem Modul a.

Es seien nun a und b zwei Moduln, und es werde zundchst angenommen,
es existiren in b nur eine endliche Anzahl von Functionen A1, Ao, ... A, welche
nach dem Modul a linear unabhéngig sind. Jede Function 5 in b geniigt dann
einer und nur einer Congruenz von der Form

B=ciA +c2ra+ -+ Ay (mod. a)

mit constanten Coefficienten ¢y, ca, ... cy,. Die Schaar (A1, A, ... \;,) kann da-
her ein vollstdndiges Restsystem des Moduls b nach dem Modul a und A1, Ag, ... Ay,
eine Basis desselben genannt werden, und man kann in symbolischer Bezeich-
nung setzen:

b= (A1, A2,... \p) (mod. a).

Wé&hlt man in b irgend ein System von m Functionen \j, A}, ...\

m, aus, SO
gelten m Congruenzen

! = Sk, A (mod. a)

mit constanten kj, ,, und dies System bildet dann und nur dann eine Basis eines
vollstdndigen Restsystems von b nach a, wenn die Determinante

Y+ k1,1k2,2 s knL,m

von Null verschieden ist.

g 6. Norm eines Moduls in Bezug auf einen andern.

Ist (A1, A2,...An) ein beliebiges vollstindiges Restsystem eines Moduls b in
Bezug auf einen andern a, so ergiebt sich, weil zb durch b

theilbar ist, ein ganz bestimmtes System von m? Constanten ¢y, durch
welches die Congruenzen erfiillt werden:

ZA\1 = 0171)\1 +eoi Ao+ Cm71)‘m

ZAg = 61’2)\1 + 62’2>\2 + -+ Cm,2/\m
(mod. a)

Z)\m = Cl,m)\l + C2,7n/\2 + o+ Cm;m)\m
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und durch Auflésung dieses Systems erkennt man, dass jede Function A,, und
mithin jede Function 8 des Moduls b durch Multiplication mit der ganzen ra-
tionalen Function m*® Grades von z

C1,1 — %, C2.1, cee Cm,1
C12 Cyo — Z Cm,2
m ) )
(b,a) = (=1)™| 7
Cl,m; C2,m, cee Cmom — X

in eine Function des Moduls a verwandelt wird. Diese Function (b, a) ist, wie sich
aus dem Multiplicationssatz der Determinanten leicht ergiebt, von der Wahl der
Basis A1, Ag, ... A, unabhéangig, also nur von den beiden Moduln a, b abhéngig
und soll die Norm von a in Bezug auf b genannt werden.

Ist jede Function in b zugleich in a enthalten, also b durch a theilbar, so ist
m = 0 und (b,a) =1 zu setzen. Wenn dagegen b nicht, wie oben angenommen,
eine endliche Anzahl in Bezug auf a linear unabhéngiger Functionen enthalt,
dann soll festgesetzt werden, dass (b, a) = 0 sei.

1. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, 0 der grosste gemein-
schaftliche Theiler von a und b, so ist jede Congruenz zwischen Functionen des
Moduls b in Bezug auf den Modul a vollkommen gleichbedeutend mit der Con-
gruenz derselben Functionen nach dem Modul m; andererseits ist jede Function
in b einer Function in ? und umgekehrt jede Function in ? einer Function in b
congruent nach dem Modul a. Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich sofort der
wichtige Satz:

(bva) = (bvm) = (D,Cl),

welcher auch richtig bleibt, wenn (b, a) = 0 ist.
2. Ist der Modul a theilbar durch den Modul b, dieser durch den dritten
Modul ¢, so ist

(c,a) = (¢, b)(b,a).

Der Satz ist offenbar richtig, wenn von den beiden Normen (c, b), (b, a)
eine verschwindet. Ist dies nicht der Fall und ist

C= (QlaQ27~--Qr) (mOd b),
b= ()\17>\2, . )\S) (mod Cl)7

so sind die Functionen g1, 02, - .. 0r, A1, A2, . . . As Zusammengenommen linear un-
abhéngig nach dem Modul a; denn ist

XL:CLQL + XLDCZAL =0 (mod.a),
so folgt, da a durch b theilbar ist und die Functionen ), in b enthalten sind,

Ye¢,0, =0 (mod.b), mithin ¢, =0,

XL]CZAL =0 (mod.a), mithin ¢ =0.
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Da ferner jede Function v in ¢ einer Congruenz von der Form geniigt:

v = Yc,0, + 2N, (mod. a),

so ist die (r+ s)-fache Schaar (g1, 02, - -

system von ¢ nach a, oder

¢ = (01,02, 0r, A1, A2, - -

Ist daher

'QT‘7>\17)\27"'

zo1 =e1,101 + - +er10r + B

Z20r =€1,01+ -+ Err0r+ Br,

worin die e, ,, Constanten, die 3, Functionen in b sind, also:

€1,1 — %, €r 1
(C,b):(fl)r )
€1,r, ce Epp— 2R
ferner:
Br = hiiA+ -+ hg 1A
ﬁr = hl,r)\l + -+ hs,r/\s
(mod. a)
ZA1=ciaA e
Z>\s = Cl,sAl + -+ Cs,sAs
mit constanten Coefficienten h, .., c, ., also
€11 — %, Cs,1
(b,0) = (~1)°
Cl,s5 B N 2
so folgt:
201 =e€1101 + -+ er10r +hiaA + o+ hg 1A
Z20r = 61,1‘@1 + -+ er,r@'r + hl,'r‘)\l + -+ hs,'r>\s
ZAL =M+ s 1 As
z)\s = Cl,s)\l +---+ Cs,s)\s
und hieraus
€11 — %, €r,1, hl,la
(c.a) = (~1)7+s | L e = P
’ 0 0 C1,1 — %,
0 0 Cl,s;s
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(mod. a)

hs,r
Cs,1

= (C, b)(bv Cl).
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3. Wenn die Basis-Functionen i, fs,...08s eines endlichen Moduls b =
[B1, B2, ... 08s] durch Multiplication mit von Null verschiedenen ganzen ratio-
nalen Functionen von z in Functionen eines Moduls a verwandelt werden kon-
nen, so ist die Norm von a in Bezug auf b, (b, a) von Null verschieden. Zugleich
ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und b ein endlicher Modul m,
von dem eine irreductible Basis in der Form angenommen werden kann:

p1 = ai,1051,
po = a1,251 + a2,252,

ps = a1,sB1 +agsBa+ -+ asBs,

worin die Coefficienten a, ,. ganze rationale Functionen von z sind, und zwar so,
dass
(b, a) =a1,1022...0s5.

Zum Beweise dieses wichtigen Theorems nehmen wir an, es sei a; der grosste
gemeinschaftliche Theiler von a und [$1], az der von a; und [B2] u. s. f., so dass
a, der Inbegriff aller Functionen von der Form

or=a+y181+ -+ yrbr

ist, wo « eine Function in a, yi, ...y, ganze rationale Functionen von z sind.
Es ist dann a, der grosste gemeinschaftliche Theiler von a und b. Da nun jeder
Modul a, durch den folgenden a,11 theilbar ist, so folgt aus
1. und 2.
(b,a) = (as,a) = (a5, a5-1)(as-1,05-2) ... (a1, 0),

und es handelt sich also noch um die Bestimmung von (a,,a,._1). Es ist aber

Qpr = Qp_1 + yrﬁr = yrﬁr (mOd ar—1)7

und nach der Voraussetzung giebt es eine von Null verschiedene ganze rationale
Function z, von z, fiir welche

z.6, =0 (mod.a),
also auch
28 =0 (mod.a,_1).

Ist nun a,, unter allen der letzteren Congruenz geniigenden Functionen z, eine
von moglichst niedrigem Grade m,., die zugleich so angenommen sei, dass der
Coefficient der héchsten Potenz von z = 1 ist, so sind alle andern dieser Con-
gruenz geniigenden Functionen z, durch a,, theilbar; denn es ist fiir ein be-
liebiges ganzes rationales g

(‘rT - qa‘r,r)ﬁr =0 (mOd a,._1)7
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und wenn z, nicht durch a,, theilbar ist, so lasst sich ¢ so wahlen, dass z, —qga,,
von niedrigerem Grade wird als a, ,, gegen die Voraussetzung.
Setzt man also
Yr = qQpr + br,r

und bestimmt ¢ so, dass der Grad von b, , kleiner als m, wird, so folgt:
oy = by fr (mod.a,_1)

und hieraus
ar = (Bry 2By, ... 2™ 18,) (mod. ay_1).

Wenn man daher fiir den Augenblick setzt:

-1 :
Grr=Co+ 12+ +cm,—12" 7 277,

)\kJ = Zk_lﬁr7
so folgt:
Z)\l = )\2, Z)\Z = )\37
Z)\mT = 700/\1 — Cl>\2 — = CmT_1>\mT (IIlOd Clr_l)
also:
—2, 1, 0, 0
0, —2, 1, 0
(A, ap_y) = (=1)™ | - =l
0, 0, 0, 1
—Cp, —C1, —C2, ... —Cp,.—1—%

Hieraus ergiebt sich wie in 2., dass das Functionensystem

Br, 2B, ... 2Z™TIBy,
527 Zﬁ?? v Z7n2_1627
Bey 2Bs ... 2™,

eine Basis eines vollstandigen Restsystems von b nach a bildet, und dass
(b’ a) =0a1,1022...0s,s

vom Grade
m=mq+mo+ -+ mg

ist.
Da nun a, .3, = 0 (mod. a,_1), so ldsst sich eine Function y, in a und ganze
rationale Functionen ay , so bestimmen, dass

Hr = al,rﬁl + a2,rﬁ2 +--+ arrﬁr
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6 wird; die auf diese Weise bestimmten Functionen

1 = a1,1061,
po = a1,201 + a2,252,

fe = 01,681 + a2,s82 + -+ + as,sBs

sind, da keine der Functionen ai,...as s verschwindet, rational unabhingig
und sind sdmmtlich zugleich in a und in b, also auch in dem kleinsten gemein-
schaftlichen Vielfachen m dieser beiden Moduln enthalten. Es ist noch nachzuweisen,
dass dieselben eine Basis von m bilden.

Es sei m, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und [81, B2, . .. 5],
mg = m, so dass unter den Moduln my, mo,...my, jeder durch alle folgenden,
also auch durch m theilbar ist, und

vp = 2181+ 2282 + - + 2 Br

eine Function in m,., also auch in a.
Es ist hiernach
zfr =0 (mod.a,_1),

also
Zpr = TypQy r,

worin x, eine ganze rationale Function bedeutet. Daher ist
Vp — Zpfiy =0 (mod.my 1), 11 —a101 =0,
woraus folgt:

Vp = T1j41 + Topo + -« -+ + T fiy,

also:
m, = [p1, po, - - - fir],
m = ({1, fo, - - - fhs],

w. z. b. w.

Hiernach enthélt eine irreductible Basis des Moduls m genau ebenso viele
Functionen wie eine irreductible Basis von b. Wahlt man statt der Basis u1, po, - . - tis
eine andere pf, ph, ... pl, so lasst sich uf, ph, ...} in der Form ausdriicken

py, = a/ugﬁl + alz,kﬁz +---+ a;,kﬁs
mit ganzen rationalen Coefficienten a’L7k, und aus g 4, 2. ergiebt sich

(b,a) = const. X+ a) yap ... aj .

6 Editorial note: Printed a,, without the comma between the two indices; the notation
throughout requires ar . An apparent dropped sort.
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4. Machen wir ins Besondere die Annahme, es sei a gleichfalls ein endlicher
Modul, der eine irreductible Basis von ebenso vielen Functionen besitzt wie b,
und es sei ausserdem a theilbar durch b, dann lassen sich, wenn

a= [al,ag, . ..O(S]
ist, die ganzen rationalen Functionen b, ;, von z so bestimmen, dass
o = by 1+ ba kB2 + -+ 4 bs ks,

und die Voraussetzung von 3., dass die Functionen 5, durch Multiplication mit
ganzen rationalen Functionen von z in Functionen des Moduls a verwandelt
werden konnen, ist erfiillt, wie man durch Auflésung dieses Gleichungssystems
erkennt. Zugleich ist hier a selbst das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
a und b, und daraus ergiebt sich

(b, Cl) = const. X + b171b272 . bnn

5. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Moduln a, b und v
eine beliebige Function in €2, so ist, wie sich aus der Definition ohne Schwierigkeit
ergiebt, ym das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von va und vb. Ist (b,a) =
0, so ist auch (vb,va) = 0. Ist aber (b, a) und v von Null verschieden, so ergiebt
sich

(vb,va) = (b, a),

wenn man in 3. die Basis-Functionen p,, 8, von m und b durch vu,, vf3, ersetzt.

g 7. Die Ideale in o.

Ein System a von ganzen Functionen von z im Koérper 2 heisst ein Ideal, wenn
es die beiden folgenden Bedingungen erfillt:

I. Summe und Differenz je zweier Functionen in a ergeben wieder eine Func-
tion in a.

II. Das Product einer jeden Function in @ mit einer jeden Function in o (g 3)
ist wieder eine Function in a.

Jedes Ideal ist also zugleich ein Modul und alle fiir die Moduln erklarten
Begriffe und Bezeichnungen kénnen auf die Ideale angewandt werden.

Der Modul o (das System aller ganzen Functionen von z) ist selbst ein Ideal,
und jedes Ideal ist durch o theilbar. Ebenso ist, wenn p eine beliebige von Null
verschiedene Function in o bedeutet, der Modul op (das System aller durch p
theilbaren ganzen Functionen) ein Ideal. Ein solches Ideal soll ein Hauptideal
genannt werden. Ist wq,wo,...w, eine Basis von o, so ist

op = [wipt, waps, ... wpu

7 Editorial note: Printed bn,n as the last diagonal term; the bases here have s members
and the coefficients run to by, so bs,s is expected. An apparent misprint.
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und op ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von o und op. Daher ist
nach g 6, 4. und nach der Definition (4.) in § 2:

(0,01) = const. N (u) (1.)

und mithin von Null verschieden.
Ist a irgend ein Ideal und « eine beliebige Function in a, so ist (wegen II.)
das Hauptideal o« theilbar durch a, und mithin nach g 6, 2.:

(0,0a) = (0,0a)(a, o), (2.)

mithin auch (0, a) von Null verschieden. Da nun wieder a das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von a und o ist, so besitzt a nach g 6, 3. eine irreductible
Basis, welche aus n ganzen Functionen o, as, ... a, besteht, die demnach auch
eine Basis des Korpers (2 bilden.

Die Norm von a in Bezug auf o, d. h. die ganze rationale Function (o, a)
von z soll die Norm des Ideals a genannt und mit N (a) bezeichnet werden. Der
Grad dieser ganzen rationalen Function heisst zugleich der Grad des Ideals a.

Ist

a=[ag,ae,...qn], 0=[w,ws,...w
und
Q1 = a1,1W1 + G21W2 + +++ + Ap,1Wn,

Qg = a1 2W1 + G22W2 + +++ + Ap 2Whn,

Qp = a1,nW1 + ag nwW2 +-+ An nWn

mit ganzen rationalen Coefficienten a, ,., so ergiebt sich aus g 6, 4.:

N(Cl) = CODSt.Eia]_’lag,g . Qnon- (3)

)

Da jede Function in o, also auch die Function 1 durch Multiplication mit N(a)
in eine Function des Ideals a verwandelt wird, so ist N(a) stets eine Function
in a.

Die Norm des Ideals o ist gleich 1 und umgekehrt ist o das einzige Ideal,
welches diese Eigenschaft hat. Auch ist o das einzige Ideal, welches die Function
1 (oder eine Constante) enthélt.

Ist « eine Function in a, so folgt aus (1.), (2.), (3.):

N(a) = const. N(a)(a, o), (4.)

d. h. die Norm einer jeden in a enthaltenen Function ist durch die Norm von a
theilbar.

Fir die Congruenzen in Bezug auf einen Idealmodul gilt der folgende Satz,
welcher die Ideale wesentlich von den allgemeinen Moduln unterscheidet.

Sind g, p1, v, v1 Functionen in o, welche den Congruenzen geniigen

p=p1, v=v (mod.a),

so ist auch
uv = 1 (mod. a).
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g 8. Multiplication und Theilung der Ideale.

Aus den Grundeigenschaften I., II. der Ideale und aus den Begriffsbestimmungen
in g 4 ergiebt sich zunéchst:

1. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der grosste gemeinschaftliche
Theiler, das Product von zwei (und also auch von beliebig vielen) Idealen sind
selbst Ideale. Ebenso ist, wenn v eine Function in o, a ein Ideal ist, das Product
av ein Ideal.

2. Das Product aus mehreren Idealen ist durch jeden seiner Factoren theil-
bar, und es ist fiir jedes Ideal a

ao = a;

denn nach I., II. ist jede Function in ao zugleich eine Function in a, und, da o die
Function 1 enthélt, auch umgekehrt jede Function in a zugleich eine Function
in ao.

3. Ein Hauptideal op ist dann und nur dann theilbar durch ein Hauptideal
ov, wenn die ganze Function p theilbar ist durch die ganze Function v.

Wir fiigen noch folgende Definitionen hinzu:

4. Definition. Eine Function « in o soll durch das Ideal a theilbar heissen,
wenn das Hauptideal o durch a theilbar, oder, was dasselbe sagt, wenn « eine
Function in a ist.

5. Definition. Zwei Ideale a, b heissen relativ prim, wenn ihr grosster gemein-
schaftlicher Theiler o ist. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir
ist, dass in a eine Function «, in b eine Function g existirt der Art, dass

a+ =1,

oder, anders ausgedriickt, dass in a eine der Congruenz o = 1 (mod. b) oder in
b eine der Congruenz =1 (mod. a) geniigende Function existirt.

6. Definition. Ein von o verschiedenes Ideal p heisst ein Primideal, wenn
kein anderes Ideal ausser p und o in p aufgeht.

Auf Grund dieser Definitionen ergeben sich nun die folgenden Sétze iiber die
Theilbarkeit der Ideale.

7. Sind a, b zwei Ideale mit dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen m
und dem grossten gemeinschaftlichen Theiler 0, so folgt aus g 6, 1., 2.

N(m) = N (6)(6,m) = N(b)(b, ),
N(a) = N(2)(2,a) = N(2)(b, a),

folglich (b, a) von Null verschieden und

8. Ist das Ideal a theilbar durch das Ideal b, so ist, nach g 6, 2.
N(a) = (b,a)N(b),

also N(a) theilbar durch N(b).
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Ist ins Besondere (b,a) = 1, so ist auch b theilbar durch a, und es folgt:

9. Ist a theilbar durch b und ist zugleich N(a) = N(b), so ist a = b, d. h.
beide Ideale sind identisch.

10. Ist a theilbar durch a;, b durch by, so ist ab theilbar durch a;b; (g 4,
7).
11. Ist ein Ideal a theilbar durch ein Hauptideal op, so sind alle Functionen
in a von der Form Su, und der Inbegriff der Functionen g ist wieder ein Ideal
b, so dass man setzen kann

a = pub.

12. Ist p eine beliebige von Null verschiedene Function in o und das Ideal
ay theilbar durch das Ideal by, so ist a theilbar durch b, und aus ap = by folgt
a=>.

13. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Ideale a, ov, davon eines
ein Hauptideal ist, hat nach 11. die Form tv, worin v ein Ideal ist. Da ander-
erseits av ein gemeinschaftliches Vielfache von a und ov, also durch vv theilbar
ist, so ist nach 12. t ein Theiler von a.

14. Ist a ein Ideal, v eine Function in o, so ist nach g 6, 2., 5.:

(0,av) = (0, 0v)(0v, av) = (0, 0v)(0, a),

also
N(av) = const. N(a)N (v).

Ist also tv das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, d der grosste gemeinschaftliche
Theiler der beiden Ideale a, ov, so ergiebt sich aus 7.

15. Jedes von o verschiedene Ideal a ist durch ein Primideal p theilbar.

Ist ndmlich a kein Primideal, so hat es mindestens einen von o verschiedenen
echten Theiler, und von diesen sei p ein solcher, dessen Norm von moglichst
niedrigem Grade ist. Dieser kann keinen von o verschiedenen echten Theiler p’
haben, denn es wire auch p’ ein Theiler von a und zugleich (nach 8.) N(p’) von
niedrigerem Grade als N(p). Dies widerspricht der Voraussetzung iiber p, und
folglich ist p ein Primideal.

16. Ist a relativ prim zu b, so ist ab das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
von a und b, und folglich ist jedes durch a und durch b theilbare Ideal auch
durch das Product ab theilbar.

Denn nach Voraussetzung giebt es in a, b zwei Functionen «q, 81 der Art,
dass

o+ 4 =1

ist (5.). Ist andererseits @ = 8 eine Function des kleinsten gemeinschaftlichen
Vielfachen m von a und b, so ist hiernach

a=f=oaf+apb,
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also eine Function in ab. Es ist demnach m theilbar durch ab, und da
umgekehrt (zufolge 2.) ab durch m theilbar ist, so ist m mit ab identisch, und
aus 7. folgt noch fir diesen Fall

N(ab) = N(a)N(b).

17. Ist a ein beliebiges Ideal, p ein Primideal, so ist entweder a durch p
theilbar oder a relativ prim zu p; denn da p keinen anderen Theiler hat als o
und p, so kann auch der grosste gemeinschaftliche Theiler von a und p kein
anderer sein als o oder p.

18. Ist a relativ prim zu b und zu ¢, so ist a auch relativ prim zu bc.

Nach Voraussetzung (5.) giebt es in b, ¢ zwei den Congruenzen

B=1, ~v=1 (mod.a)
geniigende Functionen, folglich nach g 7
By=1 (mod.a).

Da B~ in bc enthalten ist, so ist hiermit die Behauptung erwiesen.

Es folgt hieraus noch, dass, falls das Product ab durch ein Primideal theilbar
ist, wenigstens einer der beiden Factoren a, b durch p theilbar sein muss, und,
auf Hauptideale angewandt, dass, wenn das Product zweier ganzen Functionen,
pv, in p enthalten ist, wenigstens der eine der beiden Factoren pu, v in p enthalten
sein muss.

19. Ist a relativ prim zu ¢ und ab durch ¢ theilbar, so ist b durch ¢ theilbar.
Nach Voraussetzung giebt es in a eine Function a, welche der Congruenz geniigt

a=1 (mod.c).
Ist nun S eine beliebige Function in b, so ist hiernach
B =aB undnach Vor. =0 (mod.c),

folglich 8 in ¢ enthalten, also b durch ¢ theilbar.

g 9. Gesetze der Theilbarkeit der Ideale.

Alle diese Sétze, die sich meist unmittelbar aus der Definition der Ideale er-
gaben, reichen nicht aus, um die vollstdndige Analogie zu beweisen, die zwis-
chen den Gesetzen der Theilbarkeit der Ideale und denen der ganzen rationalen
Functionen herrscht. Wir stiitzen uns bei diesem Beweis auf folgenden Satz:

1. Ist a ein Ideal und k eine beliebige ganze rationale Function von z, so
lasst sich in a eine Function a so auswdhlen, dass (a,0a) mit k keinen Theiler
gemeinschaftlich hat®).

Ist ndmlich

a=lay,a,...a,

0= w1, wa, ... Wy,
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und « eine beliebige Function in a, so lassen sich die ganzen rationalen Func-
tionen xj, 1 so bestimmen, dass

awl = 11001 +T2102 + - + Ty 10y,

QW = X1 201 + T2 202 + -+ + Tp 20,

Wy = T1,n01 + T2 n02 +---+ Tp,nln,
und es ist (g 6, 4.)
(a,000) = const. X+ 1,1%22 ... Tpp-

Ist nun ¥ + 21,1222 ...%,,, durch einen Linearfactor z — ¢ von k theilbar, so
lasst sich eine nicht durch z — ¢ theilbare Function w in o und eine Function o/

in a so bestimmen, dass
Ik )

aw = (z — )
Setzt man nun, indem man unter ¢ eine unbestimmte Constante versteht:

t(z—c)—w=uw,
so ist

NW)=t"(z—c)"+at" '(z—¢)" '+ +apn_1t(z — ¢) + ay,

worin die von ¢ unabhéngigen Coeflicienten a1, as,...a, ganze rationale Func-
tionen von z sind. Es kann nun nicht zugleich a; durch z — ¢, as durch (z — ¢)?,

.+, ap, durch (z — ¢)™ theilbar sein, weil sonst gegen die Voraussetzung P
eine ganze Function wére (g 2, 5., g 3, 4.). Daher lassen sich nicht

*) Die Moglichkeit, diesen Satz schon an dieser Stelle zu beweisen, unter-
scheidet wesentlich die Theorie der algebraischen Functionen von der der al-
gebraischen Zahlen und gestattet bei ersterer eine nicht unerhebliche Verein-
fachung im Vergleich mit letzterer.

**) Wenn némlich die Determinante ¥+ 1222 . .. &y, durch z—c theilbar
ist, d. h. fiir z = ¢ verschwindet, so kann man ein System von Constanten
C1,Ca,...Cpn, die nicht simmtlich verschwinden, so bestimmen, dass die ganzen
rationalen Functionen

C1%k,1 + C2Tk 2+ + CkTkn (k=1,2...n)
8 fiir z = ¢ verschwinden, also durch z — ¢ theilbar sind, und es ist dann
W= Ciw1 + cowo + - -+ + CLwn

zu setzen.

8 Editorial note: Printed CkTk,n as the last term; the sum runs over ci,ca,...cn, S0 CnTk pn
is expected. An apparent misprint.
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alle Glieder von N(w’) durch (z — ¢)™ theilen, und wenn also (z — ¢)"~" die
hochste Potenz von z — ¢ ist, durch welche dieselben theilbar sind, so ist » > 0
und

N(w'
(7)_ — t"(z _ C)r + bltn_l + i+ by_1t+b, = f(t),
(z —c)n—r
worin die ganzen rationalen Functionen by, bs,...b, nicht alle fir z = ¢ ver-

schwinden. Es giebt daher nur eine endliche Anzahl von constanten Werthen ¢,
fiir welche f(t) durch z — ¢ theilbar ist. Ist z — ¢ ein von z — ¢ verschiedener
Linearfactor von k, so wird f(¢) auch nur fiir eine endliche Anzahl von Werthen
t durch z — ¢’ theilbar. Daraus folgt, dass man iiber ¢ so verfiigen kann, dass
N(w') nicht durch (z — ¢)” und zugleich durch keinen andern Linearfactor von
k theilbar wird*). Setzt man, wenn dies geschehen,

ta —a' =ad”,
welches ebenfalls eine Function in a ist, so folgt

aw' = (z —c)a”,

Ny = TR
und mithin, da nach g 7, (4.)
N(a)

(a,0a) = const.

N(a)
ist:
(a,00)N (W)

(z—c)
Die Function (a, 0a) enthélt daher den Factor z — ¢ mindestens einmal weniger
als (a, o), withrend sie zugleich keinen anderen Linearfactor von k ofter enthélt
als (a,0a). Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens ergiebt sich die
Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes.

2. Jedes Ideal a kann als grosster gemeinschaftlicher Theiler zweier Haup-
tideale oy, ov dargestellt werden, von denen das eine ganz beliebig, nur theilbar
durch a, angenommen werden kann.

Beweis. Man wéhle nach Belieben in a eine von Null verschiedene Function
v, und eine zweite Function p der Art, dass die beiden Functionen (a, ov) und
(a,0u) keinen gemeinschaftlichen Theiler haben (nach 1). Ist nun « eine be-
liebige Function in a, so ist nach g 6 (a, 0p)a in oy, (a, 0v)a in ov enthalten, so
dass es zwei Functionen w, w’ in o giebt, fiir welche

(a,0a") = const.

(a,op)a = pw, (a,ov)a = vw'.

*) Diese Schliisse gelten in der analogen Frage der Zahlentheorie nicht mehr.
Wihlt man daher, was nach der Voraussetzung tiber (a,ou), (a, 0r) moglich
ist, zwei ganze rationale Functionen g, h von z, welche der Bedingung gentigen

g(a,op) + h(a,ov) =1,
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so folgt
a = guw + hvw!',

d. h. a ist theilbar durch den grossten gemeinschaftlichen Theiler von op und
ov. Und da letzterer umgekehrt durch a theilbar ist (weil oy und ov durch a
theilbar sind), so ist er gleich a, w. z. b. w.

3. Jedes Ideal a kann durch Multiplication mit einem Ideal m in ein Haup-
tideal o = am verwandelt werden.

Beweis. Man wéhle (nach 1.) in a eine Function u so, dass (a,o0u) keinen
Theiler mit N(a) gemein hat, hierauf eine zweite Function v so, dass (a, ov) mit
(a,0u) keinen Theiler gemein hat. Dann ist (nach 2.) a der grosste gemein-
schaftliche Theiler von op und ov. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
op und ov ist (nach g 8, 13) von der Form my, worin m ein Theiler von oy ist.
Nach g 8, 14 ist alsdann

N(op)
N(a)

N(m) = - (a’ 0“)?
also, nach Voraussetzung, ohne gemeinschaftlichen Theiler mit N(a). Bestimmt
man also wieder zwei ganze rationale Functionen g, h von z, so dass

gN(m)+ hN(a) =1,

so folgt aus g 8, 5, da N(m) in m, N(a) in a enthalten ist, dass m und a relative
Primideale sind, und daraus, nach g 8, 16.

N(ma) = N(m)N(a) = N(ou).

Da nun oy durch m und durch a, also auch durch ma theilbar ist (g 8, 16.), so
ist nach g 8, 9.
ma = op,

w. z. b. w.*)
4. Ist ein Ideal ¢ theilbar durch ein Ideal a, so giebt es ein und nur ein Ideal
b, welches der Bedingung
ab=¢

gentigt, welches der Quotient von ¢ durch a heisst.

*) Man kann das Ideal m zugleich so wéhlen, dass es relativ prim zu einem
beliebigen Ideal b wird. Dies wird erreicht, wenn man die Function x4 so an-
nimmt, dass (a,04) = N(m) keinen Theiler mit N(a)N(b) gemein hat (g 8,
8.).
Ist ab theilbar durch ab’, so ist b theilbar durch b’, und aus ab = ab’ folgt
b=10"

Beweis. Es sei ¢ theilbar durch a und (nach 3.) am = op. Es ist alsdann
auch cm theilbar durch am = oy und folglich em = by (g 8, 10., 11.); also, durch
Multiplication der letzten Gleichung mit a,

= abu
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und nach g 8, 12.
¢ = ab,

womit der erste Theil des Satzes bewiesen ist™).

Ist ferner ab theilbar durch ab’, so ist (g 8, 10.) ub theilbar durch ub’, also
b durch b’. — Ist ab = ab’, so folgt ub = b’ und mithin b = b’ (g 8, 12.).

5. Jedes von o verschiedene Ideal ist entweder ein Primideal, oder es lasst
sich, und nur auf eine Weise, als Product von lauter Primidealen darstellen.

Beweis. Ist das Ideal a von o verschieden, so ist es (g 8, 15.) durch ein
Primideal p; theilbar, und folglich (nach 4.) = pya;, worin a; ein echter Theiler
von a ist (denn aus a; = a wiirde nach 4. folgen p; = 0). Es ist also der Grad
von N (a;) niedriger als der von N (a). Ist a; von o verschieden, so schliesst man
ebenso, dass a; = paas sein muss, wobei der Grad von N (as) wieder niedriger ist
als der von N(a;). Fahrt man auf diese Weise fort, so gelangt man schliesslich
nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungen zu einem Ideal a,_; = p,a, der
Art, dass N(a,) =1, also a, = o0 ist. Es ist daher

a=pip2...Pr.

Waére eine solche Zerlegung auf eine zweite Art moglich, etwa

pip2...pr =q192...4s,

so miisste (g 8, 18.) von den Primidealen py, po, ... p, mindestens eines, etwa pq
durch q; theilbar und also = q; sein, also nach 4.

Pap3...pr = q203...qs.

Hieraus schliesst man ebenso py = g2 u. s. f.
Fasst man in der so gewonnenen Zerlegung die einander gleichen Primideale
zu Potenzen zusammen, so kann man setzen

__ (161,62 er
a=p;py ... P

*) Diese Definition des Quotienten zweier Ideale stimmt mit der in g 4, 8.
gegebenen vollig iiberein.

Irgend ein Theiler a, von a kann dann durch kein von pi,pe,...p, ver-
schiedenes Primideal und durch keines &fter als a theilbar sein. Man erhélt
also die simmtlichen Divisoren von a, deren Anzahl endlich und = (e +1)(es +
1)...(e, + 1) ist, wenn man in

LA
die Exponenten h, die Reihe der Zahlen 0,1,2;...¢e, durchlaufen lisst (wobei
unter p° das Ideal o zu verstehen ist). Sind a, b zwei Ideale

a=pips.. . ptr; b=plpl. . plr
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(worin die Exponenten e, f auch zum Theil Null sein kénnen), so erhélt man den
grossten gemeinschaftlichen Theiler und das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
von a und b in der Form
pglng M gr7
wenn man fir gq, go,...g, fir ersteren die kleinsten, fiir letzteres die grossten
unter den Zahlen ey, f1;ea, fo;...e., f nimmt.
6. Sind a, b irgend zwei Ideale, so ist allgemein

N(ab) = N(a)N(b).

Beweis. Es sei, wiein 5., a = pyay, so giebt es, weil a; ein echter Theiler von a
ist, in a; eine durch a nicht theilbare Function 7. Das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache und der grosste gemeinschaftliche Theiler von a und o7 sind bezw.
p1n und a;, wie sich (nach 5.) sofort aus der Zerlegung von a und o7 in ihre
Primfactoren ergiebt. Hieraus folgt aber nach g 8, 14.

N(a) = N(p1)N(az).

Durch Wiederholung desselben Schlusses fiir a; u. s. f. ergiebt sich, wenn a =
P1p2 ... P, ist:
N(a) = N(p1)N(p2)-.- N(pr)

und daraus
N(ab) = N(a)N(b).

7. Jedes Primideal ist ein Ideal ersten Grades (g 7) und umgekehrt, jedes
Ideal ersten Grades ist ein Primideal®).

Beweis. Ist p ein Primideal, so ist N(p) durch p theilbar, und daher wenig-
stens einer der Linearfactoren von N(p), etwa z — ¢, durch p theilbar

*) Durch diesen Satz unterscheidet sich die Theorie der algebraischen Func-
tionen wesentlich von der analogen Theorie der algebraischen Zahlen.

(g 8, 18.). Ist w eine beliebige Function in o, welche der Gleichung geniigt:

Wt aw" e ap_w+a, =0,

so erhélt man daraus, indem man die ganzen rationalen Functionen a1, as, ... a,
. 0) (0 0 . .

auf ihre constanten Reste ag ), aé ), e a%) nach z — ¢ reducirt, und die ganze

Function

W+ ago)wn—l 4t aglollw + aglo)
in ihre Linearfactoren (w — b1), (w — ba), ... (w — by,) zerlegt:
(wW=">b1)(w—=>02)...(w—">,)=(z—c)w =0 (mod. p).

Es muss also wenigstens einer der Factoren w—by,w—bs, ... durch p theilbar
sein, d. h. es ist
w =b (mod. p),
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worin b eine Constante bedeutet. Da hiernach jede Function in o congruent

einer Constanten ist (mod. p), so ist nach g 6 (0,p) = N(p) = z — ¢ eine lineare

Function von z, wodurch der erste Theil der Behauptung erwiesen ist.
Umgekehrt: ist q ein Ideal ersten Grades, und

N(q) =zZ-C
so ist q gewiss durch ein Primideal p theilbar, und da N(q) durch N(p) theilbar
ist, so ist N(p) = N(q) =z — ¢, also (§ 8, 9.)
p=aq

Es ergiebt sich hieraus, dass der Grad eines Ideals gleich ist der Anzahl der
Primfactoren, in welche sich dasselbe zerlegen lésst. Ist daher

o(z —¢) = py'p3°ps° .. -,
so ist
et text+es+---=n.

Es folgt ferner noch, dass eine ganze rationale Function von z dann und nur
dann durch ein Primideal p theilbar ist, wenn sie durch die Norm von p theilbar
ist.

g 10. Die complementiren Basen des Korpers ().

1. Definition. Bilden die Functionen a1, as, ..., eine Basis von €2, und setzt
man zur Abkiirzung

S(aras) = Qr,s = As,r,

Alag,ag,...an) =X+t a11a22...0pn=0a (§2),

)

so lasst sich, da a von Null verschieden ist, ein ganz bestimmtes Functionen-
system af, b, ... al, aus den linearen Gleichungen bestimmen

L
/
o = Xay,o,, (1.)
1,n
und da 1
/ !/ !/
Ao, b, . ..ap) = —
a
von Null verschieden ist, so bilden die Functionen o}, aj, ...« ebenfalls eine

Basis von 2. Diese soll die zu «aq, s, ..., complementdire Basis heissen.

2. Bezeichnet man, wenn die Indices r, s der Zahlenreihe 1,2,...n ange-
horen, mit (r, s) die Zahl 1 oder 0, je nachdem r, s gleich oder verschieden sind,
so ist

Slaral) = (r,s), (2.
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denn durch Auflésung der Gleichungen (1.) folgt

L
r / A

as - EaL,saLv

! d /
7,8 s,r; E0’7“7Las,L = (7‘, S),
hieraus:

L L
/ / . / _ !/ —
arly = Ya, 0,00 S(aral) = Ya, s, = (r,8).

Geniigt umgekehrt ein Functionensystem (5 den Bedingungen S(«,-85) = (r, s),

L
so ist B, = «; denn setzt man 5, = Xb, sa], so folgt wegen (2.)

by s = S(ﬁsar) = (7“, 3)'

Daraus folgt unmittelbar, dass die Beziehung der «, zu den o eine gegenseitige
ist, d. h. dass die Basis a1, as,...a, complementér ist zu of, ab,...al,.
3. Ist n eine beliebige Function in €2, so kann man stets setzen

n=Yzr0 =X2a

und durch Anwendung von (2.) folgt:
Ty, = 5(77041)7 x' = 5(77%)7
9 also: . .
n=Ya,S(na) = Ta,S(na,). (3.)
4. Ist n eine beliebige von Null verschiedene Function in €2, so ist

! / !
SR} &

) b} DRI —
non n
die zu nay, nas, . .. na, complementéire Basis. Dies folgt aus 2. wegen

/!

S(na,« : %) = S(ayal) = (1, 3).

5. Wenn zwei Basen von Q, aj,qs,...qa, und 81, 5s,...05, durch die n
Gleichungen zusammenhédngen

L

Bs = E(EL,SCYL

mit rationalen Coefficienten z, s, so hdngen die zu ihnen complementéren Basen
zusammen durch die n Gleichungen

L
/o !
a, = Xz, [,

9 Editorial note: Printed 2’ without a subscript; 2/ is meant, as in the line above.
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(transponirte Substitution). Es ist dies eine unmittelbare Folge aus 3. wegen
Lr,s = S(a;ﬂs)
6. Es ist ,
Ya,af =1,

also:
!’ ’
Lyt

Lyt
! /
Ya, o0, =Ya, 000 =1

Setzt man ndmlich zunachst
Yo, =0,

10 50 folgt aus 3. (auf die Functionen na,. angewandt),

L
na, = Ya,S(na,al),

mithin, nach der Definition der Spur in g 2, (5.)
S(n) = éS(naLai) = S(Zna,al),
also:
S(no) = 5(n),

und daraus, wenn man in 3. einmal 7 = o, dann 7 = 1 setzt:

o= EL]aLS(UaZ) = ZL]aLS(ai) =1.

Wir gehen etwas genauer ein auf die Bildung der complementéren Basen in
zwei besonderen Féllen:
7. Es sei wi,ws,...w, eine Basis von o und €1, ¢, ...¢, die complementére
Basis (von ). Es sei
€r,s = €s,r = S(Wrws)7

welches ganze rationale Functionen sind, und
D =const. Y fej1e22...epn

die Discriminante von €2; es ist dann nach 2.

1+ 9D
r = =3y — Ly
c D (’96”60

woraus hervorgeht, dass die Functionen De, zu den ganzen Functionen
gehoren. Aus 6. folgt aber ferner

oD

€L

D=7y

w,wy

10 Editorial note: Printed a,c,; the argument requires a,al, as in the first formula of 6.
The prime appears to have been set on the subscript.
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und hieraus

1y oD op.

D2 aer,L 5€s,u

1 0D LL’L/( 0D 0D oD 0D
66,’,,L 663,L’ 6er,5 aew/

ErEs = W, W,/

- 586,«,8 + D2

)wLwL/

und daraus nach einem bekannten Determinantensatz:

1 0D 14 92D

res = Eaem + D dey Oeg

W, Wy,
woraus das wichtige Resultat folgt, dass auch die Functionen De.e; zu den
ganzen Functionen gehoren.

8. Es sei 6 eine solche Function in €2, dass 1,60,602,...0" ! eine Basis von
bilden, und es sei also

f(@):9n+a19n—1+...+an_19+an:O (4)

mit rationalen Coefficienten a irreductibel. Es soll die complementire Basis
zu 1,0,62%,...0" 1 aufgesucht werden. Setzen wir, wenn t eine unbestimmte
Constante bedeutet,

t —
tffi)g =00+ Mt 4+ not2 + -+ np_1t" L,

also:
N0 = Gp—1 + Qp_20 + - + a 0" 4o

M= an-2+an_30+--+0"2
............ (5.)
NMn—2 = a1 + 0;
-1 = la

so bilden die Functionen 79,71, ...7,—1 gleichfalls eine Basis von (2, da die

Determinante der Gleichungen (5.) = (—1)2"("=1 also von Null verschieden

ist. Es lasst sich daher jede Function ¢ in € in der Form darstellen

C=vomo+yim+- 4+ Yn-1Mn—1-

Die Reihe der rationalen Functionen g, ¥y1,...%,_1 setzen wir nun fort, indem

wir die Functionen y,,, yn+1, - .. durch die Recursion bestimmen
nYr + An_1Yr41 + -+ + Q2Yr4n—2 + Q1Yr4n—1 + Yr4n = 0. (6.)
Nun ist nach (5.)
Ono = — anMn-1,
Om =mno — an—1Mn—1,
One = m — an—2mn—1, (7))

ONp—1 = Nn—2 — Q1 Mp—1,
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also
CO=wyino+yam + -+ Yn-1Mn—2 + YnMn—1,

und ebenso allgemein fiir jedes ganze positive r:

Cer = Yrho + Yr+1MT1 +---+ Yr4n—2"n—-2 + Yr4+n—1Tn—1,

oder, wenn man 19,71, . ..1M,_1 durch 1,6,62,...6" 1 ausdriickt:
o =2 + a0 +200% + - 42 0

worin (
xor) =YrQp-1 + Yrr1Qn—2+ F Yrin—201 + Yrin_1,

(EY) = YrQn—-2 + Yr+1an—3 + -+ Yr4+n—2,

x£LT22 = Yra1 + Yr+1,

xg:ll = Yr-

Mithin ist (nach der Definition von S, g 2 (5.))
S©) =2l +a) +af? + a2y
= Yoan-1+2y1an_2 + -+ (n = D)yn_2a1 + nyn_1,
also, auf ¢ = 7, angewandt:

Snr) = +1Dan-1-r; SWn-1-r) = (n—1)ay,

worin ag = 1 zu setzen ist.
Setzt man daher zur Abkiirzung

S(07) = sr,
so folgt, so lange r < n, mittels (5.)
(n—mr)a, =a,s0+ ar_181 + -+ a18.—1 + sy (8.)
und nach (4.) allgemein
0=anSr+ an_18r+1+ -+ A1Sr4n—1 + Srtn- (9.)
Aus diesen Formeln folgt aber ferner:

F0)=n0""1 4 (n—1)a 10" + -+ 20, 20 + an_1
= s8N0 + 511 + -+ Sp_1Mn—1, (10.)
erf/(e) = SrTo + Sr4+1M1 + -+ Sr4n—2Tn—2 + Sr4n—1"n—-1-

11

1 Editorial note: In the first line of (10.) the print sets (n — 1)a16™~1; the derivative
requires A" ~2. An apparent misprint.

38



Beachtet man nun den Werth der Determinante des Gleichungssystems (5.),
so folgt hieraus mit Riicksicht auf die Definition der Norm und der Discriminante
in g2 (4.) und (12.) die wichtige Formel

50, 51, .- Spn-1
Nf/(e) _ (_1)%n(n—1) 51, 52, ... Sno | _ (_1)%n(n—1)A(1’9’92’.Hen—l).
Spn—1, Sny, .- S2n-2

(11.)
Die Gleichungen (10.) ergeben aber auch mit Riicksicht auf die Definition 1.
die zu 1,6,62,...0" ! complementére Basis:

Tlo m -1
o) o)y o)
9. Bedeutet a = [ay,aq,...a,] einen Modul, dessen Basis zugleich eine

Basis von {2 ist, so erhdlt man aus der zu «aq, s, ... q, complementidren Basis
von £, af, b, ...l einen anderen Modul @' = [, o, ... al], welcher der zu a
complementdre Modul genannt wird. Derselbe ist, wie sich aus 5. in Verbindung
mit g 4, 2. sofort ergiebt, von der Wahl der Basis von a unabhingig.

10. Wir betrachten ins Besondere den zu 0 = [w,wa, . . . w,] complementéiren
Modul ¢ = [e1, €2, . ..€,]. Setzen wir

so ist nach 3.

eine ganze rationale Function von z, und es folgt:
L
WrEg = Eeﬁ,i)sb.

Hieraus ergiebt sich, dass der Modul oe (g 4, 7.) theilbar ist durch e; andererseits
ist, weil o die Function 1 enthélt, e theilbar durch oe, also

oe=ce,

d. h. der Modul ¢, der zwar nicht bloss ganze Functionen enthilt, besitzt die
charakteristische Eigenschaft II. g§ 7 der Ideale. Dasselbe gilt in Folge dessen
auch von dem Modul ¢2. Da die beiden Moduln De, De? nach 7. nur ganze
Functionen enthalten, so sind dieselben Ideale, und aus 7. ergiebt sich noch

N(De¢) = D" 1.

11. Ist 6 eine Function in o von der Art, dass 1,6,62,...6" ! eine Basis von
Q bildet, so dass in der irreductibeln Gleichung

@) =0"+a0" '+ 4a, 10+a,=0
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die Coefficienten ganze rationale Functionen von z sind, so kann man fir r =
0,1,2,...n — 1 die ganzen rationalen Functionen kfr) so bestimmen, dass

o Sk,

In
wird. Wendet man hierauf den Satz 5. und 8. an, so folgt:

F'®)es = kDm0 + kMny + -+ + kD,
und hieraus ergiebt sich, dass der Modul

f'(®)e=¢t

nur ganze Functionen enthélt. Aus 10. schliesst man, dass derselbe ein Ideal
ist.
g 11. Das Verzweigungsideal.

1. Hiilfssatz. Sind je zwei der Ideale a, b, ¢, ... relativ prim, so existirt immer
eine Function, welche in Bezug auf jedes von ihnen einer gegebenen Function in
o congruent ist.

Beweis. Man setze

m=abc--- =aa; =bb; =cc; =+
der grosste gemeinschaftliche Theiler von a; = be..., by = ac..., ¢g = ab...
ist alsdann gleich o, da kein Primideal zugleich in aq,bq,¢q,... aufgehen kann.
Folglich kann man (g 4, 5.) «; aus aj, 81 aus by, 1 aus ¢y, ... so auswahlen,
dass
a+phit+mnt=1,

also:

o =1, 1=0, »n=0, ... (mod.a),

a; =0, 6i=1, =0, ... (mod.b),

a; =0, 51=0, =1, ... (mod.c),

Sind daher A, u, v, ... gegebene Functionen in o, so geniigt
w=Aag + pb + vy + -+ (mod. m)
den Bedingungen
w=A(mod.a), w=p (mod.b), w=vr (mod.rc),

2. Es seien p, p1,p2, ... die simmtlichen von einander verschiedenen in einer
beliebigen linearen Function z — ¢ aufgehenden Primideale und

o(z—c)=ppi'ps*..., et+ert+e+---=n (§9,7.).
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Man wéhle die Functionen A, A1, As, ... theilbar resp. durch p,pq1,po,..., aber
nicht durch p2,p?,p2,... und lasse b, b, bs,... beliebige, jedoch von einander
verschiedene Constanten bedeuten. Nach 1. lédsst sich dann eine Function ¢
bestimmen, welche den Congruenzen geniigt

C=b+ A (mod.p?), ¢ =by+ A\ (mod.p?), ¢ =by+ Ay (mod.p3), ...,
also

¢(=b(mod.p), ¢(=by (mod.p1), ¢=bs (mod.ps2), ...,

so dass, wenn a irgend eine Constante bedeutet, ( — a hochstens durch eines
der Primideale p, p1, p2, ... und niemals durch eines ihrer Quadrate theilbar ist.
Ist daher ¢(t) = II(t — a) eine ganze Function der Variablen ¢ mit constanten
Coefficienten, so ist ¢(¢) = II(¢ —a) stets und nur dann durch p™ theilbar, wenn
©(t) algebraisch durch (¢ — b)™ theilbar ist, und wenn p™ die héchste in p(¢)
aufgehende Potenz von p ist, so ist folglich p™~! die hochste in ¢’(¢) aufgehende
Potenz von p. Soll daher ¢(¢) durch z — ¢ theilbar sein, so muss ¢(t) durch die
Function n**® Grades

V()= (=0t —b1)* (t —b2)*% ...
theilbar sein. Mithin ist die Congruenz
zo+ 21+ 2ol®+ -+ 2, 1" =0 (mod.z—c)

nur durch solche ganze rationale x zu befriedigen, die alle durch z — ¢ theilbar

sind. Setzt man also, indem man mit k§0)7 kgl), ... ganze rationale Functionen

von z und mit wy,ws,...w, eine Basis von o bezeichnet:

1= kio)wl + kéO)WQ + e+ k%o)wn,
¢=kMw + P ws + -+ kD,
4-2 _ ki?)wl + k§2)w2 4 +k§L2)wn;

¢l = kin—l)wl + kén—l)WQ 4o g k&"’l)wn,
so kann die Determinante
k=34 k0% kD

weder identisch verschwinden, noch durch z — ¢ theilbar sein (vgl. die Note zu
g9, 1)
Es folgt also, dass
N(t_C) :f(t7z)

irreductibel ist. Da nun f(¢, z) = 0, also f(¢, ¢) durch z — ¢ theilbar ist, so muss
f(t,¢) durch (t) theilbar, also, da beide Functionen von gleichem Grade sind,

ft ) =9(t)
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sein, woraus man noch fiir eine folgende Anwendung schliesst:
S(¢) =eb+erby +eaby+ -+ (mod.z—c),

und, indem man dieselbe Betrachtung auf die Functionen ¢2,(3,... anwendet,
was falls keine der Constanten b verschwindet, sicher gestattet ist:

S(¢?) = eb® + e1b? +exb2 + -+ (mod. z —c),
S(¢%) = eb® + e1b} + eaby + -+ (mod. z — c).

Es ist also p¢ die hochste in f(¢,c), also p¢~1 die héchste in f/((, ¢) aufge-
hende Potenz von p, und da

f(¢e)= (¢ ) (mod.p),

so ist p¢~! auch die héchste in f/((, z) aufgehende Potenz von p. Hieraus ergiebt
sich
0f'(¢,2) = mpelpp L,
worin m und folglich auch N(m) relativ prim zu z — ¢ ist.
Ist nun D die Discriminante von {2, so ist hiernach und nach g 10, (11.) und
g 2, (13.) (von constanten Factoren abgesehen)

Nf(¢z2) = A(1,¢,¢3,... ") = DE?* = (2 — )" *N(m),

wenn s die Anzahl der verschiedenen in z—c aufgehenden Primideale p, p1, po, . . .
bedeutet; und da k und N(m) durch z — ¢ nicht theilbar sind, so ist (z — ¢)"~*
die hochste in D aufgehende Potenz von z — c. Folglich:

D=T(z — )", (1.)

worin das Productzeichen IT sich auf alle solche linearen Ausdriicke z — ¢ bezieht,
in denen weniger als n verschiedene Primfactoren aufgehen, die also durch die
zweite oder eine hohere Potenz eines Primideals theilbar sind.

Es giebt also nur eine endliche Anzahl linearer Functionen z — ¢, die durch
das Quadrat eines Primideals theilbar sind.

Wir setzen nun

3=1Ip 1, (2.)

worin sich das Productzeichen II auf alle diejenigen Primideale p bezieht,
von denen eine hohere als die erste, nimlich die e'® Potenz in ihrer Norm
aufgeht, und nennen dieses Ideal 3 das Verzweigungsideal. Aus (1.) und (2.)
folgt sofort
N() = D. (3.

Da ferner n —s 2 e—1,also e(n —s) —2(e—1) 2 (e — 1)(e — 2) = 0 ist, so ist

D theilbar durch p2(¢=Y also auch durch 32, und man kann, wenn man mit d
gleichfalls ein Ideal bezeichnet, setzen:

oD =032, N(0)=D""2 (4.)
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3. Ist eine Function g in o durch jedes in z —c aufgehende Primideal theilbar,
so ist S(o) durch z — ¢ theilbar.
Beweis. Es sei ¢ dieselbe Function wie in 2., so dass man setzen kann:

ro=z0+x1C+ 22l + -+ axy ("L

worin die Coefficienten x, zq, x1, . . . ,,—1 ganze rationale Functionen von z ohne
gemeinsamen Theiler sind, von denen die erste durch z —c nicht theilbar ist (vgl.
2.). Aus unserer Voraussetzung tiber die Function g folgt, wenn die Constanten
b dieselbe Bedeutung wie in 2. haben

i) —+ l‘lb + l’gbz + -+ ZL'n_lbnil
o + {Zilbl + ’l}gb% + -4 J?n_lb?_l
Zo + Ilbg + IQb% =+ 4 In_lb;_l

0 (mod.z—c¢),
0 (mod.z—c¢),
0

(mod. z — ¢),

und hieraus, indem man die Congruenzen mit e, eq, eo, ... multiplicirt und ad-
dirt:

zon +218(C) +229(C?) + -+, 1S(C") = 25(0) =0 (mod. z ),
also, da x durch z — ¢ nicht theilbar ist,
S(0) =0 (mod.z—c)

w. z. b. w.
4. Es sei jetzt
r=(z—c)(z—c1)(z—ca)...

das Product sémmtlicher von einander verschiedenen Linearfactoren von D und
T=ppipa...

das Product der sdmmtlichen von einander verschiedenen in r aufgehenden
Primideale. Ist wie oben 3 das Verzweigungsideal, so ist

t3 = IIp® = or (5.)

und mithin

Jede Function g in v hat nach 3. die Eigenschaft, dass S(g) durch r theilbar
ist. Ist nun, wie in g 10
e =[e1,89,...6n]

der zu o complementdre Modul, ¢ eine beliebige Function in t, so kann man
setzen
0 = T1€1 + T2 + -+ + Tpénp,
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worin nach g 10, 3.
x, = S(ow,),

also, da ow, eine Function in v ist, x, eine durch r theilbare ganze rationale
Function von z. Hieraus folgt, dass das Ideal v durch den Modul re theilbar ist.
Es ist also auch das Ideal Dt theilbar durch das Ideal rDe. Zugleich ist

N(Dv) =r"D"" ', N(rDe¢) =r"D"' (g 10, 10.);

mithin nach g 8, 9.
Dy =rDe

oder
t=re. (6.)

Woraus mittelst der obigen Bemerkung iiber p folgt, dass, wenn ¢ eine beliebige
Function in e bedeutet, S(¢) eine ganze rationale Function von z ist. Aus der
Formel (6.) folgt durch Multiplication mit 3 nach (5.)

t3 =1e3 = or

und folglich

e; = 0. (7.)
Multiplicirt man die letzte Gleichung mit D, so ergiebt sich aus (4.)
eDj = 3°0,
folglich
De =30 (8.)

und durch Multiplication dieser Gleichung mit e nach (7.)
De* =d. 9.

4.12 Tst 6 eine ganze Function von z in Q und N(t — 6) = f(t), so ist f'(6)
theilbar durch das Verzweigungsideal 3.

Beweis. Ist f(t) reductibel, so ist f'(8) = 0, also sicher theilbar durch 3. Im
anderen Fall ist nach g 10, 11.

ef'(0) =¢
ein Ideal, folglich durch Multiplication mit 3 nach (7.)
of'(0) = &. (10.)

Zugleich folgt, wenn wir wie in g 10, 11.

0" =Sk,
=%+ k%Y gD

12 Editorial note: The print numbers this item 4. a second time, after item 4. on p. 226; 5.
would be expected.
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setzen,

Nf'(6) = N(E)N(3) = DN(t)

= const. kD (g 10, (11.) und g 2, (13.)),

also:
N (&) = const. k? (11.)

ein vollstdndiges Quadrat.

g 12. Die gebrochenen Functionen von 2z im Korper ().

1. Jede beliebige Function n in € lasst sich nach g 3, 3. auf unendlich viele
Arten als Quotient zweier ganzen Functionen von z darstellen (der Nenner kann
sogar eine ganze rationale Function von z sein). Es sei also

n=-
1
und u, v ganze Functionen von z (Functionen in o0). Ist nun m der grosste
gemeinschaftliche Theiler der beiden Hauptideale oy, ov, also, wenn a, b relative
Primideale sind,
op =am, ov=bm, (1)

so folgt (g 4, 6.)
av =byp oder an=>b. (2.)

Ist also « eine beliebige Function in a, so ist an in b enthalten, also jedenfalls
eine ganze Function von z. Ist umgekehrt o eine ganze Function von z, welche
die Eigenschaft hat, dass an = 8 eine ganze Function ist, so folgt

av = By,

also nach (1.)
ab = Ba;

da nun a, b relativ prim sind, so muss « durch a, 5 durch b theilbar sein, und
daraus folgt:

Es ist a der Inbegriff aller derjenigen ganzen Functionen «, welche die Eigen-
schaft haben, dass an eine ganze Function ist, und der Inbegriff aller dieser
ganzen Functionen an ist das Ideal b; oder anders ausgedriickt:

Es ist b das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von on und o, ebenso a das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von % und 0. Hiernach muss, wenn a’, b’
zwei der Bedingung

a/n —p
gentigende Ideale sind, a’ durch a theilbar sein. Sei also

a’ = na,
so folgt:
b’ = nan = nb.
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Umgekehrt ist auch fiir ein beliebiges Ideal n

nan = nb.

2. Es seien jetzt a, b zwei der Bedingung
an=>0

geniigende Ideale, gleichviel ob relativ prim oder nicht. Der Quotient g ist
nach g 4, 8. der Inbegriff aller derjenigen Functionen ~y, welche die Eigenschaft
haben, dass ay durch b theilbar ist. Zu diesen Functionen gehoren gewiss alle
Functionen von der Form wr, wenn w eine beliebige Function in o bedeutet.
Aber auch umgekehrt ist jede Function v von dieser Form; denn da ay durch b,
also auch durch o theilbar ist, so ist es ein Ideal (da es die Eigenschaften I., II.
g 7 besitzt), also wenn ¢ gleichfalls ein Ideal ist:

ay =cb
und durch Multiplication mit 7
by = cbn.

Ist nun wie oben 1 = £, und, wenn g, o ganze Functionen sind, v = £, so folgt
I o
hieraus
bop = cbvo,
also:
oou = cvo, 07y = .
Beides zusammen liefert den Satz
b
on = —. 3.
n= (3.

Sind in dieser Darstellung b, a relativ prim, was nach 1. stets und nur auf
eine Weise angenommen werden kann, so soll b das Oberideal, a das Unterideal
der Function 7 heissen.

3. Ist wieder allgemein

b
an=>b, also on= .

und « eine beliebige Function in a, § eine zugehorige Function in b, so ist

nzé und af = ba.
a

Hieraus folgt durch Bildung der Normen

N(a)
N(b)"

N(n) = const.
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13

4. Sind 7, ' zwei Functionen in € und ist wie in 1.
an="b; d'n =",

gleichviel ob a, b; a’, b’ relativ prim sind oder nicht, so folgt

aa’nn’ = bb’.
Es folgen also aus
on = b on = o
=o' =
die Gleichungen
KT n b Ty ab’

5. Ist an = b, an’ = b’, so wird auch
a(n£n') =b"

ein Ideal sein, weil, wenn an, an’ ganze Functionen sind, stets auch a(n 4 7n')
eine solche ist. Ist also

b
’r]—aa 77—a7
so folgt
"
+7)=—;
o(n+n) =~

haben die beiden Ideale b, b’ einen gemeinsamen Theiler, so ist derselbe auch
Theiler von b”.
6. Es sei jetzt o eine Function in €2, deren Oberideal durch ein beliebig
gegebenes Primideal p, aber nicht durch p? theilbar ist (solche Functionen
existiren stets; dieselben konnen sogar ganze Functionen von z sein), also
m
00 = iv
n
worin m, n durch p nicht theilbare Ideale sind. Sei ferner n eine beliebige Func-
tion in €2, deren Unterideal durch p nicht theilbar ist, also

b

on = —
=4

und a nicht theilbar durch p. Man wéhle eine beliebige Function « in a, die
nicht durch p theilbar ist, und eine entsprechende Function 8 in b, so dass

n=-
«

13 Bditorial note: As printed, with N(a) in the numerator. Since an = b, the quotient N (b)
over N(a) would be expected; this appears to be a misprint.

47



wird. Sei
_ _ _ Bo
a=awy, [=p (mod.p), c¢o=—,
@Q
worin «q, g, ¢o Constanten sind, deren erste von Null verschieden ist. Nach 5.

1st 3 b
— G 1
o] — = 0— = —,
(n — co) a a
und aus
a(f — cpar) = b, B — coar =0 (mod. p)
folgt, da o durch p nicht theilbar ist, dass b; durch p theilbar sein muss. Setzt
man also
1 —=C = 0N,
so ist auch das Unterideal von 71 durch p nicht theilbar. Auf diese Weise lasst
sich eine ganz bestimmte Reihe von Constanten cg,cq,...cq—1,... der Art er-
mitteln, dass
1= cCo+ oM,
M = c1+ 072,

MNr—1 = Cr—1 + O, )

worin die 71,72, . . . 1y, . . . Functionen bedeuten, deren Unterideale keine andern
Primfactoren haben koénnen als das Unterideal von 7 und das Oberideal von o
mit Ausschluss von p. Demnach ist fiir jedes ganze positive r

n=co+cio+ - +e—107 + 0"

Ist das Unterideal von ¢ durch p®, nicht durch p**' theilbar, so kann man
dieselbe Betrachtung auf die Function n = (p® anwenden und erhélt

C _ COQ_S =+ ClQ_S+1 et Crilg—s-&-r 4 nrQ_S+T~

14

g 13. Die rationalen Transformationen der Functionen des
Korpers ().

Ist z1 eine beliebige, nicht constante, Function des Korpers Q (eine Variable
in Q), so besteht, wie in § 2 nachgewiesen, zwischen z; und z eine irreductible
algebraische Gleichung, welche, von Nennern befreit, in Bezug auf z; vom Grade
e, in Bezug auf z vom Grade e; sei. Es ist, wie eben dort gezeigt, e ein Divisor
von n, n = ef. Es sei diese Gleichung

G(zl,ezl) :0 (1)

14 Bditorial note: Printed ¢,_10~°T"; by the preceding expansion ¢, 105171

an apparent misprint.

is expected,
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Jede rationale Function ¢ von z und z; ldsst sich (g 1) mit Hilfe dieser Gleichung
auf die beiden Formen bringen

(=zo+z121+ -+ J;e_lzf_l,
) (2.)

1)

1 1
C:xé)—&-xg )z+~~-+:cgl_1zel
und zwar nur auf eine Weise so, dass g, 1, ...T._1 rationale Functionen von
n_Qa 1 . . .
z, xé ), xg ), . acél)_l rationale Functionen von z; sind.

Ist nun @ eine solche Function, dass 1,6,62,...0" ! eine Basis*) von (in
Bezug auf z) bilden, so bilden nach g 2 die n Functionen

1, 21, 22 zfﬁl,

0 0 023 U

R S (3.
e i O T A SN A

gleichfalls eine solche Basis, und daraus ergiebt sich nach (2.), dass zwischen
den e; f = ny Functionen

1, z, 22, zer— 1
2 e1—1
S (@)
of=1  9f=1y @f-1z2 .. pf-lze—l

die zur Abkiirzung mit

1 1
IR SR

bezeichnet sein mogen, eine Gleichung von der Form
1) (1 1) (1
oy g el =0

*) Man konnte statt der Basis 1,6,...0" "1 auch eine beliebige andere Basis
von {2 dieser Betrachtung zu Grunde legen. Es geniigt aber fiir unsern Zweck,
wenn wir gerade diese wahlen.

nur dann besteht, wenn die rationalen Functionen a:gl), a;g”, . .m&) von 2
sammtlich verschwinden. Daraus folgt nach (2.), dass jede Function 7 in 2, und
zwar nur auf eine einzige Art, darstellbar ist in der Form:

n= xgl)ngl) + l‘gl)nél) 4o g 2MpM®)

ni nnl )

worin die () rationale Functionen von z; sind.

Jede solche Function 7 geniigt einer algebraischen Gleichung vom Grade n;,
deren Coefficienten rational von z; abhdngen, denn es ist

1) (1) gl) + xg%nél) N 37(1%7)11777(111%

my - =2ian
1 1 1 1 1 1
s = asint) +ahyms” + o+l ),

1 1 1 1
S e S0 W C PSS CH (1)
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und mithin
(1) (1) (1)

xlvl(; n, ($)1,27 ... x%?l
1 1 1
Lo.15 Lo =M, - L2 ny —0.
(1) (1) (1)
xnl,lv In1,2' Tniny — 1]

15

Es lédsst sich nun zeigen, dass man eine Function n = 6; so auswéhlen kann,
dass 61 nicht zugleich einer Gleichung niedrigeren Grades, deren Coefficienten
rational von z; abhéngen, geniigt.

Wir stiitzen uns zum Beweis dieser Behauptung auf den folgenden Satz,
dessen Beweis sich leicht durch den Schluss von m — 1 auf m ergiebt. Ist

F(x1,22,...%m)

eine ganze rationale Function von 1, zo, ... z,,, deren Coeflicienten Functionen
in Q sind, die nicht alle verschwinden, so kann man fiir die x1, zo,...x,, solche
constanten oder rational von z; abhédngigen Grossen setzen, dass F' in eine nicht
verschwindende Function in 2 ibergeht. Ist also F'(z1, z9, ... Z,,) fir alle solche
Z1,X2, ... Ty, gleich Null, so folgt auch fiir beliebige constante oder rational von
z1 abhangige dx1,dxo, . ..dx,

dF = F’(xl) dry + Fl(al‘g) dzo + -+ F/<.’17m) dz,, = 0.

Ist nun

01 = 210 + zontV + -+ 2 )

und ) .
1= $1,077§ ) + 33270775 URTR 33n1,077§31)a
0 = 3?171779) + fU27177§1) +eee xnlxln’l(’bll)’

(5.)

(1)

07" = xl,m7711 )

+ T2,mTo + -+ xnl,m,m(zll)v

so sind die xj, ;, ganze rationale und homogene Functionen vom Grade h von
Z1,%2,...%Tn, und hingen ausserdem rational von z; ab.
Ist also

@(91) = amGI” + am_lﬁgn_l 4+ 4 a101 + apg = 0

die Gleichung niedrigsten Grades, welcher 6, geniigt, deren Coefficienten ratio-
nal von z; abhéngen, so geniigen die Functionen ag, a1, ... a,, der Bedingung

agT, 0+ a1, 1+ + amT,m =0, (t=1,2,...n1)

und zugleich ist m < nj. Da nun nicht alle aus den Coeflicienten zj,  zu
bildenden m-reihigen Determinanten verschwinden kénnen, weil sonst 6; einer

)]

15 Editorial note: The entry T, is printed with a period where every other entry carries
a comma; probably a comma that printed incompletely.
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Gleichung von niedrigerem als dem m'" Grade geniigen wiirde, so folgt aus let-
zteren Gleichungen, dass man die ag, a1, . .. a,, als ganze homogene Functionen
von 1,3, ..%n, voraussetzen kann.

Wenn nun die Gleichung ¢(#;) = 0 fiir alle rational von z; abhingigen
Z1,%2,...%Tn, bestehen soll, so muss nach obigem Satze auch

dp = ¢'(01) dby + dapm 07" + - - - + da101 + dag = 0

sein, und wenn m < n; ist, so lassen sich die dzi,dzs,...dx,,, ohne dass sie
alle verschwinden, so bestimmen, dass

day, : dam—1:...:day :dag = Ay : Q1 : ... : Q1 : Qo

und folglich
(,0/(91) d91 =0
ist. Da aber ¢'(f1) vom Grade m — 1 ist, so muss df; = 0, also dx; = 0,

dre =0,...dxy,, =0 sein. Daher kann nur m = n; sein.
Ist also 01 so bestimmt, dass die Gleichung niedrigsten Grades

ny
Fi(01,21) =0

den Grad n; wirklich erreicht, so lassen sich alle Functionen in 2, und zwar nur
auf eine Weise in der Form darstellen

n= Zgl) + fﬂ(ll)el + 4 x£11)719?1_17

worin die Coefficienten x(()l), wgl), e 1’;11)7

kann unter dieser Voraussetzung ngl),nél), e 77%11) vermittelst der Gleichungen

(5.) in der angegebenen Weise darstellen.

Es lassen sich also sowohl z, 61 rational durch z, 6, als auch umgekehrt z,
0 rational durch z1, 01 darstellen.

Die Variable z, die wir bisher als die unabhingige bezeichnet haben, kann
daher jede beliebige (nicht constante) Function des Korpers Q2 sein.

Waiéhrend aber die Gesammtheit aller Functionen des Koérpers € génzlich
ungeéndert bleibt, sind die Begriffe: Basis, Norm, Spur, Discriminante, ganze
Function, Modul, Ideal, wesentlich abhingig von der Wahl der unabhdngigen
Veranderlichen z.

In dem besonderen Falle nur, wenn zwei Variable z, z; linear von einander
abhéngen, ist eine Basis von 2 in Bezug auf z zugleich eine solche in Bezug auf
z1; ebenso sind Normen, Spuren und Discriminanten in diesem Fall fiir z und
21 identisch.

Sind «, B irgend zwei Functionen in €2, so bestehen zwischen denselben
Gleichungen, deren linker Theil eine ganze rationale Function von o und f ist.

Unter diesen ist eine (nach g 1)

F(a,8) =0,

, rational von z; abhdngen; denn man

welche sowohl in Bezug auf « als in Bezug auf 8 von moglichst niedrigem Grade
ist, und diese soll die zwischen « und (3 bestehende irreductible Gleichung heis-
sen. Diese ist, von einem constanten Factor abgesehen, vollig bestimmt.
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I1. Abtheilung.
g 14. Die Punkte der Riemannschen Flache.

Die bisherigen Betrachtungen iiber die Functionen des Korpers €2 waren rein
formaler Natur. Alle Resultate waren rationale, d. h. nach den Regeln der
Buchstabenrechnung mittelst der vier Species abgeleitete Folgerungen aus der
zwischen zwei Functionen in 2 bestehenden irreductibeln Gleichung. Die nu-
merischen Werthe dieser Functionen kamen nirgends in Betracht. Man wiirde
sogar, ohne andere Principien anzuwenden, die formelle Behandlung noch wesentlich
weiter treiben koénnen, indem man zwei Functionen des Koérpers 2 nicht als
durch eine Gleichung verbunden, sondern als unabhéingige Verdnderliche auf-
fasst, wobei dann alles auf algebraische Theilbarkeit von rationalen Functionen
zweier Verdnderlichen hinauslauft. Wir haben auch diesen Weg durchgefiihrt,
der jedoch in Darstellung und Ausdrucksweise sehr schwerfallig ist und beziiglich
der Strenge

nichts mehr leistet als der im Vorhergehenden benutzte Gang. Nachdem
nun aber der formale Theil der Untersuchung so weit gefithrt ist, dréngt sich
die Frage auf, in welchem Umfange es moglich ist, den Functionen in Q0 solche
bestimmten Zahlenwerthe beizulegen, dass alle zwischen diesen Functionen beste-
henden rationalen Relationen (Identititen) in richtige Zahlengleichungen iberge-
hen. Es erweist sich bei dieser Untersuchung als zweckméssig, auch das Un-
endlichgrosse als eine bestimmte Zahl co (Constante) zu betrachten, mit welcher
nach bestimmten Regeln gerechnet wird*). Die mittelst der rationalen Operatio-
nen in dem so erweiterten Zahlengebiet ausgefithrten Rechnungen fithren stets
zu einem ganz bestimmten Zahlenresultat, wenn nicht im Verlaufe der Rech-
nung eines der Zeichen oo £ oo, 0.00, %, 22 auftritt, Zeichen, welchen kein
bestimmter Werth zukommt. Das Auftreten einer solchen Unbestimmtheit in
einer Gleichung ist nicht als ein Widerspruch aufzufassen, da in diesem Fall
die Gleichung gar keine bestimmte Behauptung mehr enthilt, also von der
Wahrheit oder Unwahrheit derselben auch keine Rede sein kann. Unter den
Functionen des Korpers 2 finden sich ausser unendlich vielen Verédnderlichen
auch sémmtliche Constanten, d. h. Zahlen. Hiernach gelangt man durch die
oben gestellte Forderung zu folgendem Begriff.

1. Definition. Wenn alle Individuen «, 3,7, ... des Korpers Q durch bes-
timmte Zahlwerthe aq, 89,70, - - - SO ersetzt werden, dass

(I.) «ap=a, falls « constant ist, und allgemein
(IL)  (a+ B)o = ao + fo, (IV.)  (aB)o = aopo,
o o
() @-fh=a-s ) (§) -5
ﬂ 0 50
wird, so soll einem solchen Zusammentreffen bestimmter Werthe ein Punkt B3
zugeordnet werden (den man sich zur Versinnlichung irgend wie im Raume gele-
gen vorstellen mag**)), und wir sagen, in P sei o = ay, oder o habe in 3 den
Werth ag. Zwei Punkte heissen stets und nur dann verschieden,
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*) Das Unendliche als einen bestimmten Werth zu betrachten ist in der
Functionentheorie vielfach iiblich und niitzlich. Es spricht sich dies bei Riemann
z. B. darin aus, dass er seine die algebraischen Functionen darstellenden Flachen
als geschlossen betrachtet.

**) Eine geometrische Versinnlichung des Punktes ist iibrigens keineswegs
nothwendig, und trédgt zu einer leichteren Auffassung nicht einmal viel bei.
Es geniigt, das Wort Punkt als einen kurzen und bequemen Ausdruck fiir die
beschriebene Werth-Coexistenz zu betrachten.

wenn eine Function a in ) existirt, die in beiden Punkten verschiedene
Werthe hat.

Aus dieser Definition des Punktes soll nun die Existenz desselben, sowie der
Umfang des Begriffes deducirt werden. Zunéchst ist aber hervorzuheben, dass
nach dieser Definition der Punkt ein zum Koérper €2 gehoriger invarianter Begriff
ist, der in keiner Weise abhéngt von der Wahl der unabhéngigen Verédnderlichen,
durch welche man die Functionen des Korpers darstellt.

2. Satz. Ist ein Punkt P gegeben, und z eine in B endliche Variable in
(eine solche existirt fir jeden Punkt; denn ist zy = oo, so ist (%)0 = 0, also
endlich), so hat auch jede ganze Function w von z in P einen endlichen Werth
wo — denn zwischen w und z besteht eine Relation von der Form

worin a, b, ...k als ganze rationale Functionen von z nach (II.), (IIL.), (IV.) in
P endliche Werthe haben. Mithin kann (%) o nicht gleich 0, also wp nicht gleich
oo sein.

3. Satz. Ist z irgend eine in P endliche Variable, so ist der Inbegriff p aller
derjenigen ganzen Functionen 7 von z, welche in 8 verschwinden, ein Primideal
in z; wir sagen, der Punkt 3 erzeuge dies Primideal p. Ist w eine ganze Function
von z, welche in P den Werth wy hat, so ist w = wp (mod. p).

Beweis. Ist ) =0, 7y =0, so ist auch (7' +7"")g = mj + my = 0, und wenn
w eine beliebige ganze Function von z, also wy endlich ist, so folgt aus my = 0
auch (wm)g = wome = 0; also ist p ein Ideal in z (g 7, 1., I1.). Das Ideal p ist von
o verschieden, da es die Function 1 nicht enthélt.

Hat w in P den Werth wg, so ist (w — wp)o = 0, folglich w = wy (mod. p),
also jede ganze Function von z einer Constanten congruent nach dem Modul p.
Daher ist (g9, 7.) p ein Primideal.

4. Satz. Dasselbe Primideal p kann nicht durch zwei verschiedene Punkte
erzeugt werden.

Denn zunéchst ist der Werth einer jeden ganzen Function w in einem das
Ideal p erzeugenden Punkt 8 durch die Congruenz w = wy (mod. p) vollkommen
bestimmt. Ist aber 7 eine beliebige Function in €2, so lassen

sich nach g 12, 1. zwei ganze Functionen «, [, die nicht beide durch p
theilbar sind, so bestimmen, dass

_a
=3
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wird. Da nun die endlichen Werthe «q, Sy nicht beide verschwinden, so folgt
aus (V.)

Qo

Bo’
also ebenfalls durch p vollkommen bestimmt.

Es ergiebt sich hieraus noch, dass zwei Punkte, in denen eine Variable z
endliche Werthe hat, dann und nur dann von einander verschieden sind, wenn
eine ganze Function von z existirt, welche in beiden verschiedene Werthe hat.

5. Satz. Ist z irgend eine Variable in €2 und p ein Primideal in z, so giebt es
einen (und nach 4. auch nur einen) Punkt B, welcher dies Primideal erzeugt,
und welcher der Nullpunkt des Ideals p genannt werden soll.

Beweis. Es sei 1 eine beliebige Function in €, und o eine solche, deren
Oberideal durch p aber nicht durch p? theilbar ist. Es lassen sich dann nach
g 12, 6. stets und nur auf eine Weise eine ganze Zahl m, eine von Null ver-
schiedene endliche Constante ¢ und eine Function 77, deren Unterideal nicht
durch p theilbar ist, so bestimmen, dass

Mo

n=co™+mo™t.

Wir setzen
o = Oa c, o0,

je nachdem m positiv, Null oder negativ ist. Dieser Werthbestimmung der
Functionen des Korpers € entspricht ein Punkt 93, da die Bedingungen (I.) bis
(V.), wie man sofort iibersieht, erfiillt sind*).

*) Ist 7/ = /o™ +nj o™ 1, so ist z. B.

[ C
% =" (g + @ni’) :
worin
"o c'n —em
@+ o)
eine Function von derselben Beschaffenheit ist wie 1, (noch einfacher ist der
Beweis in den iibrigen Fallen).

Jede Function, deren Oberideal durch p theilbar ist, also ins Besondere jede
Function in p erhélt nach dieser Festsetzung in 8 den Werth Null, d. h. der so
bestimmte Punkt B erzeugt das Primideal p.

Jede Function, deren Unterideal durch p theilbar ist, und nur eine solche hat
in P den Werth co, und daraus geht hervor, dass eine ganze Function von z
in keinem Punkt, in welchem 2z einen endlichen Werth hat, unendlich ist, und,
da eine gebrochene Function von z im Unterideal gewiss ein Primideal enthélt,
also mindestens in einem Punkt, in welchem z endlich ist, unendlich sein muss,
so ist auch umgekehrt jede Function, die in keinem Punkt, in welchem z einen
endlichen Werth hat, unendlich ist, eine ganze Function von z.

6. Aus 3., 4., 5. ergiebt sich nun das folgende Resultat. Um alle existirenden
Punkte B und jeden nur ein einziges mal zu erhalten, ergreife man eine beliebige

o4



Variable z des Korpers 2; man bilde alle Primideale p in z und construire fiir
jedes derselben den Nullpunkt, so sind alle diejenigen Punkte B gefunden, in
denen z endlich bleibt; ist 3’ ein von diesen verschiedener Punkt, so hat in ihm
Z = % den endlichen Werth Null; umgekehrt ist jeder Punkt 3’ in dem 2z’ den
Werth Null hat, von den Punkten 3 verschieden. Das durch einen solchen Punkt
P’ erzeugte Primideal p’ in 2’ (welches aus allen in 3’ verschwindenden ganzen
Functionen von z’ besteht) geht in 2z’ auf, und umgekehrt ist der Nullpunkt eines
jeden in z’ aufgehenden Primideals p’ in 2’ ein Punkt ', in welchem 2z’ = 0 also
z = oo ist. Mit diesen in endlicher Anzahl vorhandenen, den verschiedenen p’
entsprechenden Ergénzungspunkten und den vorher aus den Primidealen p in z
abgeleiteten ist die Gesammtheit aller Punkte B erschopft, deren Inbegriff die
Riemannsche Flache T bildet.

g 15. Die Ordnungszahlen.

1. Definition. Ist B ein bestimmter Punkt, so betrachten wir die simmtlichen
in P verschwindenden Functionen 7 in €2, und ertheilen jeder derselben eine
bestimmte Ordnungszahl nach folgendem Gesichtspunkt.

Eine solche Function g hat die Ordnungszahl 1, oder heisst unendlich klein in
der ersten Ordnung oder 0' in 3, wenn alle Quotienten % in 9B endlich bleiben.

Ist ¢’ eine ebensolche Function wie g, so ist % in B

weder 0 noch oo, und umgekehrt, ist 2 in B weder 0 noch oo, so ist o
gleichfalls unendlich klein von der ersten Ordnung. Giebt es ferner fir irgend
eine Function 7 einen ganzen positiven Exponenten r, so dass ﬁ in P weder
0 noch oo wird, so gilt dasselbe von -, und 7 erhélt die Ordnungszahl r oder
heisst unendlich klein in der Ordnung r im Punkte 3. Wir werden auch sagen,
7 ist 07 in P oder 7 ist 0 in PB".

Um die Frage nach der Existenz solcher Functionen p und solcher Ord-
nungszahlen r zu entscheiden, ergreife man eine beliebige in 8 endliche Variable
z, bezeichne mit p das durch B erzeugte Primideal in z, und stelle jede Function
7 (mit Ausnahme der ordnungslosen Constanten 0) nach g 12 als Quotienten
von zwei relativen Primidealen in z dar. Das Oberideal jeder dieser Functionen
ist dann durch p theilbar, und es giebt darunter auch solche, deren Oberideal
nicht durch p? theilbar ist; diese haben die Ordnungszahl 1; fiir die iibrigen
Functionen 7 ist die Ordnungszahl der Exponent der hochsten im Oberideal
aufgehenden Potenz von p, was sich aus den Sétzen des g 12 ohne Weiteres
ergiebt.

2. Hat eine Function 7 den endlichen Werth 7y in ‘B, so sagen wir, n habe
diesen Werth r-mal in 8 oder in r mit P zusammenfallenden Punkten, oder in
P", wenn die Function 1 — ng in P unendlich klein in der Ordnung r ist. Ist
aber ng = oo, so sagen wir, n habe den Werth oo r-mal in ¥ oder in r mit P
zusammenfallenden Punkten, oder 7 sei co” in B oder oo in B", wenn % it
verschwindet.

3. Wird eine Function 7 in ‘B oo”, so legen wir derselben auch die Ord-
nungszahl —r bei, wenn aber n in 38 weder 0 noch oo wird, so habe sie die
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Ordnungszahl 0. Hiernach kommt in einem beliebigen Punkt 3 jeder Function
des Korpers 2 eine ganz bestimmte Ordnungszahl zu, mit Ausnahme der beiden
Constanten 0 und oco.

4. Ist p eine Function, welche in einem beliebigen Punkt B die Ordnungszahl
1 besitzt, und 7 eine Function mit der (positiven, negativen oder verschwinden-
den) Ordnungszahl m, so ldsst sich nach dem Schlusssatz des g 12 fiir jedes
beliebige positive r eine Reihe von Constanten cg, c1,...c,._1, deren erste nicht
verschwindet, und eine in 8 endliche Function ¢ so bestimmen, dass

n=cod™ + 1" 10T £ o™t
wird.

5. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass die Ordnungszahl eines Productes
zweier oder mehrerer Functionen gleich ist der Summe der Ordnungszahlen der
einzelnen Factoren.

Die Ordnungszahl eines Quotienten zweier Functionen ist gleich der Differenz
der Ordnungszahlen des Zéhlers und Nenners.

Ist m1,7m2,...7ns eine Reihe von Functionen und m die algebraisch kleinste
unter ihren Ordnungszahlen, so ist

m=e 0™ +o0m,

N2 = e20" + 020,

es0™ + O'SQerla

MNs

worin die Constanten ey, e, . .. e5 jedenfalls nicht alle verschwinden. Sind daher
c1,C2, . ..cs Constanten, so ist die Ordnungszahl von

n=cim + canz + -+ CsMs,

falls cieq 4+ coeg + - - - 4+ cse5 von Null verschieden ist, ebenfalls m, sonst grosser
als m.

6. Complexe von Punkten, welche denselben Punkt auch mehrmals enthalten
kénnen, nennen wir Polygone und bezeichnen dieselben mit 2,95, ¢, ...

Es bedeute ferner A% das aus den Punkten von 2 und von B zusammenge-
setzte Polygon, in der Weise, dass, wenn ein Punkt 8 r-mal in 2, s-mal in
B auftritt, er (r + s)-mal in AB vorkommt. Daraus ergiebt sich die Bedeu-
tung von PB” und von A = P PTP52 ..., und die Gesetze der Theilbarkeit der
Polygone in vollkommener Uebereinstimmung mit denen der Theilbarkeit der
ganzen Zahlen und der Ideale. Die Rolle der Primfactoren iibernehmen dabei
die Punkte; um aber auch die Einheit zu erhalten, muss man das gar keinen
Punkt enthaltende Polygon O (das Nulleck) zulassen.

Die Anzahl der Punkte eines Polygons heisst seine Ordnung. FEin Polygon
von der Ordnung n wird auch kurz ein n-Eck genannt.

Der grosste gemeinschaftliche Theiler zweier Polygone 2,5 ist dasjenige
Polygon, welches jeden Punkt 8 so oft enthilt, als er in 2 und B mindestens
vorkommt. Ist dies O, so heissen 2, B relativ prim.
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Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 21 und 95 ist dasjenige Polygon,
welches jeden Punkt so oft enthilt, als er in 2 und B hdchstens

vorkommt. Sind 2, B relativ prim, so ist A8 ihr kleinstes gemeinschaftliches
Vielfache.

Ist A = PPTP52 ... ein beliebiges Polygon, so giebt es stets Functionen z
in Q, welche in keinem der Punkte 2 unendlich sind. Denn wenn z in einigen
Punkten von 2 unendlich ist, so kann man eine Constante ¢ so wéahlen, dass
z — ¢ in keinem der Punkte von 21 den Werth 0 hat, und dann ist i in allen
Punkten des Polygons 2 endlich. Legt man eine solche Variable z zu Grunde,
so ist der Inbegriff aller derjenigen ganzen Functionen von z, welche in den
Punkten des Polygons 2 (jeden nach seiner Vielfachheit gezéhlt) verschwinden,
ein Ideal a = p"pi'p5? ..., und man kann sagen, das Polygon 2 erzeuge das
Ideal a, oder A sei das Nullpolygon des Ideals a. Der Idealbegriff fallt hiernach
vollstdndig zusammen mit dem Begriff eines Systems ganzer Functionen, welche
alle in denselben festen Punkten verschwinden. Das Ideal o wird erzeugt durch
das Nulleck O.

Das Product zweier oder mehrerer Ideale wird erzeugt durch das Product
der Nullpolygone der Factoren, grosster gemeinschaftlicher Theiler und kle-
instes gemeinschaftliches Vielfache zweier Ideale durch den grossten gemein-
schaftlichen Theiler und das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der entsprechen-
den Nullpolygone.

7. Satz. Ist z irgend eine Variable in Q und n der Grad des Korpers Q2 in
Bezug auf z, so nimmt z jeden bestimmten Werth ¢ in genau n Punkten an.
— Denn wenn o das System aller ganzen Functionen von z und ¢ eine endliche
Constante bedeutet, so ist

o(z—c)=p7'p?..., e1t+e+---=n (£9,7.),

wenn pi, Po, ... von einander verschiedene Primideale in z bedeuten. Bezeichnet
man mit P, Po, ... die Nullpunkte von py, po, ..., so hat nach 2. z den Werth
¢ in e; Punkten B; (oder in PBT'), in eo Punkten Po (oder in PB52) u. s. f,,
also in den n Punkten des Polygons PB{*PB52 ... Umgekehrt: ist 9B ein Punkt,
in welchem z den Werth ¢ hat, und p das durch ‘B erzeugte Primideal in z, so
ist z = ¢ (mod. p), und folglich ist p eines der Ideale p1,po, ..., mithin P einer
der Punkte 1B ... Dasselbe Resultat gilt aber auch fiir ¢ = oo; denn weil n
auch der Grad von ) in Bezug auf % ist, so nimmt letztere Variable den Werth
0, folglich z den Werth oo in genau n Punkten an. Aus g 11 folgt, dass nur fir
eine endliche Anzahl

von Werthen der Constanten c einer der Exponenten eq, es, ... grosser als 1
sein kann.

Die Zahl n, d. h. die Anzahl der Punkte, in welchen die Function z je einen
constanten Werth hat, soll die Ordnung der Function z genannt werden. Die
Constanten und nur diese haben die Ordnung Null. Fiir alle anderen Functionen
in Q ist die Ordnung eine positive ganze Zahl. Die Ordnung einer Variablen z
ist zugleich der Grad des Korpers € in Bezug auf z.
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g 16. Conjugirte Punkte und conjugirte Werthe.
1.

Definition. Ist ¢ ein bestimmter Zahlwerth, so entspricht demselben, wie
in g 15 gezeigt, ein Polygon 2 von n (gleichen oder verschiedenen) Punkten
PP, ... P™ in welchen die Variable n**" Ordnung z eben diesen Werth hat;
diese n Punkte sollen conjugirt nach z heissen; durch einen von ihnen (und
durch die Variable z) sind die iibrigen bestimmt. Lésst man ¢ nach und nach
alle Werthe annehmen, so bewegt sich das Polygon 2 = B"P”... 8" und
zwar so, dass stets alle seine Punkte sich verdndern. Man erhéalt hierbei also
alle iiberhaupt existirenden Punkte und nur diejenigen (in endlicher Anzahl
vorhandenen) mehrfach, in welchen z — 2y oder % in hoherer als der ersten
Ordnung verschwindet. Es ist daher das Product aller dieser Polygone

I = Taza

wo T die einfache Gesammtheit aller Punkte, die Riemannsche Fldiche, 3,
ein bestimmtes endliches Polygon ist, welches das Verzweigungs- oder Win-
dungspolygon von T in z heisst. Jeder in 3, enthaltene Punkt 9 heisst ein
Verzweigungs- oder Windungspunkt von T in z, und zwar von der Ordnung s,
wenn er genau s-mal in 3, vorkommt. Es ist s = e — 1, wenn z — 2y oder %
in 9 unendlich klein von der e*"® Ordnung ist. Die Ordnung des Polygons 3.
heisst die Verzweigungs- oder Windungszahl w, der Fliache T nach z. Diejeni-
gen Punkte des Verzweigungspolygons, in welchen z einen endlichen Werth hat,
erzeugen zusammen das Verzweigungsideal in z (g 11).

Will man von dieser Definition der absoluten Riemannschen Flache, welche
ein zu dem Korper () gehoriger invarianter Begriff ist, zu der bekannten Rie-
mannschen Vorstellung tibergehen, so hat man sich die Flédche

in einer z-Ebene ausgebreitet zu denken, welche sie dann tiberall mit Aus-
nahme der Verzweigungspunkte n-fach bedeckt.

2. Satz. Ist
, c+dz

~ + bz’
worin a, b, ¢, d Constanten bedeuten, deren Determinante ad — be von Null ver-
schieden ist, so ist

3z:3z’§ Wz = Wy
Denn wenn in einem Punkt P z — 2 oder % unendlich klein in der e**® Ordnung
ist, so ist in demselben Punkte auch

, ., (ad—=bc)(z — zp)

“T A= (a+ bz)(a + bz)’
oder falls zp unendlich ist:
—(ad — be
d = b((a+ bz)>7
oder falls z{, = 00, also a + bzg = 0 ist:
1 a+ bz
Z c+dz
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unendlich klein in der e**® Ordnung.

Ist ins Besondere 2/ = %, so ist die Verzweigungszahl w, = w,/ gleich dem
Grad der Discriminante A, () vermehrt um die Anzahl der verschwindenden
Wurzeln von A,/ (2) =0 (g 11).

3. Definition. Die Werthe 7/, 7", ...1n™) welche eine beliebige Function 7 in
Q in n nach z conjugirten Punkten §3/,6”, ... B annimmt, heissen conjugirte
Werthe von n nach z.

4. Satz. Ist N,(n) die Norm einer beliebigen Function n in Bezug auf z, so ist
der Werth, welchen diese rationale Function von z fiir z = 2 besitzt, gleich dem
Product 75" ...n") der zu z = z, gehérigen conjugirten Werthe von 7, wobei
von dem Fall, dass dies Product unbestimmt wird, also einer dieser conjugirten
Werthe 0, ein anderer co ist, abzusehen ist. Beim Beweis dieses Satzes konnen
wir annehmen, es sei zg endlich; denn ist zg = oo, so legen wir statt z die
Variable 2/ = % zu Grunde, wobei die Norm ungeéndert bleibt. Ferner kénnen
wir annehmen, die Werthe 7/,7”,...1n™ seien alle endlich; denn ist einer von
ihnen unendlich, so ist n. V. keiner derselben gleich 0, und wir betrachten statt
n die Function .

Es sei nun unter diesen Voraussetzungen

0(z — z0) = P PS7P5> ...

und Py, Po, Vs, . .. die Nullpunkte der von einander verschiedenen Primideale
P1,P2,P3,... WIir construiren ein System ganzer Functionen A, u von z nach
folgender Regel: Es sei

A1 theilbar durch p;, nicht durch p?;

)\2 9 ” p2’ 9 9 p%7

2.,

)\3 9 9 3, 9 9 pg’
w1 theilbar durch p3%,p53, ..., nicht durch pl,pgz“'i, p§3+1, co
9 ” ey es 9 9 e1+ es+ .
H2 p15p37"'a p27p1 7p3 LS
9 e1+1 es+1 *)

» ” e1 e »
u3 p15p27"'a p37p1 7p2 PR

Die n Functionen

M1, /’L1>\17 ulA%, s ulAi1_17
po, pode, p2X3, .. peAStT
M3, N3A37 /-L3)\§a e /’L3A§3717

die wir mit 71,72, ...7, bezeichnen, bilden dann eine Basis von €2; diese Be-
hauptung ist in der nun zu beweisenden allgemeineren enthalten.
Wenn
(z = 20)¢ = 11 +T2m2 + -+ + Ty
mit ganzen rationalen Coefficienten z1,xs,...x, ist, und ¢ in den Punkten
PB1, B2, Vs, ... endliche Werthe ¢’,¢"”, (", ... hat, so miissen die simmtlichen
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Coefficienten x1, s, ...x, durch z — zg theilbar sein. In der That ist z. B. im
Punkte %B; die linke Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung e;. Es
muss also nach g 15, 5. auch

T+ T 4+ Ty ey, = pa (@1 + T2+ 2, AT

in dieser Ordnung unendlich klein sein. Dies ist aber nur moéglich, wenn 1, 22, . .. z,,
in B, verschwinden, also durch z — z( theilbar sind, w. z. b. w.

*) Die Moglichkeit, solche Functionen zu bestimmen, ergiebt sich aus g 9,
3. Anmerkung, oder auch nach g 11, 2., wonach man z. B. setzen kann

A=0-0b, p\ =1v(0).
Hiernach konnen wir setzen:
N = g (@ + 2P 42l a
t (@ + A 4+ 2l Ae
+ps(@s” + 2N+ TN
(0 (1) (0)

worin die z; ', x;’,... x5 ,... rationale Functionen von z sind, die alle fiir z =
zp endlich bleiben. In den Punkten B2, B3, ... ist die linke Seite unendlich klein
mindestens in der Ordnung es, es, ... Dasselbe gilt fir PBs von pq, pg, ... aber
nicht von po, fiir B3 von p1, po, ... aber nicht von pus, .. .; folglich ist fiir z = zq
:Eéo) =0, x(Ql) =0, ... xgez_l) =0,
xéo) =0, xgl) =0, ... xéerl) =0,

In 9B, ist die linke Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung r; daher
wird, wenn r < e; ist, flir z = 2y

x&o) =0, x§1) =0, ... xﬁ“l) =0, xY) =7

Dieselbe Betrachtung lisst sich auf die Functionen nug A5, nusAs, . .. anwenden.
Setzt man also
M1 =T11M T T12M2 + -+ T1 a0,

M2 = T21M1 + T22M2 + - + L2 nMn,

Mn = Tp 1M + Tp2N2 + -+ Tppln,

so werden in der Determinante
N(?]) =Y+ 21,1222 ..-Tnn

siémmtliche links von der Diagonalreihe stehenden Glieder fir z = zy ver-
schwinden, wihrend von den Diagonalgliedern e; gleich 7', es gleich n”, es
gleich ', ... werden. Es ist also fiir z = zg

N(U) _ ,’7/6177//6277///63 o
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w. z. b. w.
5. Da nach der Definition der Spur (g 2)

S =z11+ 222+ +Tpn

ist, so fithren dieselben Betrachtungen zu dem Satze:
Es ist fur z = 29

"

Sn) =en +ean” +esn” +---,

welcher jedoch nur unter der Voraussetzung gilt, dass die Werthe ', ", ', . ..
endlich sind.

Der Satz 4. ergiebt fiir ein beliebiges constantes (oder rational von z ab-
héngiges) t fiir z = z

N(E=m) = (E =) (=)= ")

und daraus durch Vergleichung der Coefficienten gleicher Potenzen von t fiir
jeden dieser Coefficienten einen Ausdruck durch die conjugirten Werthe (sym-
metrische Functionen).

6. Ist 1,7m2,...n, eine Basis von €, so ergiebt sich durch Anwendung von
5. sofort der Werth der Discriminante dieses Systems fiir z = zg

Az(ﬁlﬂ?% <. 77n> = (Z + 77/17751 e nr(zn))27

wenn ., n’, ... m(n) die saimmtlichen gleichen oder verschiedenen, aber als endlich
vorausgesetzten, zu z = 2y gehorigen conjugirten Werthe von 7, bedeuten.

g 17. Darstellung der Functionen des Korpers () durch
Polygonquotienten.

Eine Function 1 des Korpers 2 hat nur in einer endlichen Anzahl von Punk-
ten eine von Null verschiedene Ordnungszahl; die Summe sémmtlicher Ord-
nungszahlen ist gleich 0, also die Summe der positiven gleich der Summe der
negativen Ordnungszahlen, und zwar gleich der Ordnung der Function 7 (g 15).
Sind die Ordnungszahlen einer Function n fiir jeden Punkt 93 bekannt, so ist
damit die Function 7 bis auf einen constanten Factor bestimmt; denn hat 7’
iiberall dieselbe Ordnungszahl wie 7, so hat # (nach g 15, 5.) iberall die
Ordnungszahl Null und ist also (nach g 15, 7.) eine Constante.

Bilden wir also ein Polygon 2, in welches wir jeden Punkt, in dem 7 eine
positive Ordnungszahl hat, so oft aufnehmen, als diese Ordnungszahl angiebt,
und ein zweites Polygon B, in welches wir in entsprechender Weise die Punkte
aufnehmen, in welchen 7 eine negative Ordnungszahl hat, so sind die Polygone
2, B von gleicher Ordnung, und zwar von der Ordnung der Function 7. Durch
diese Polygone 2, ‘B ist also die Function n bis auf einen constanten Factor
bestimmt. Wir setzen in symbolischer Bezeichnung

77:%7
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und nennen 2 das Obereck, B das Untereck der Function 7*).

Nach dieser Festsetzung sind die beiden Polygone 2,8 relativ prim; es ist
aber zweckmaéssig, die Bezeichnung dahin auszudehnen, dass man auch gemein-
schaftliche Factoren in 2, B zulésst, was durch die Bestimmung geschieht, dass

mA A

mB B
sein soll, wenn 90t ein beliebiges Polygon bedeutet. Setzen wir nach dieser
verallgemeinerten Bezeichnung

A
% )
so kann ein Punkt B, in welchem 7 die Ordnungszahl m besitzt, m-mal in 2,
mo-mal in B aufgenommen werden, wenn m; — mo = m ist. Es ist auch jetzt
noch die Ordnung von 2 gleich der von B, aber nicht mehr gleich der Ordnung
der Function 7.

Aus dieser Definition ergiebt sich (nach g 15, 5.) unmittelbar der Satz: Ist

’r]:

2 A

- r_
77_%7 n %/7

so ist
;A n o AB’
K A A O
Nach g 14, 5. ist eine Function ' dann und nur dann eine ganze Function von
n, wenn jeder im Untereck von n' aufgehende Punkt auch in dem von n enthalten

1st.

g 18. Aequivalente Polygone und Polygonclassen.

1. Definition. Zwei Polygone 2(, 21" von gleichviel Punkten heissen dquivalent,
wenn eine Function 7 in € existirt, welche (nach g 17) die Bezeichnung hat:
*) Alle Functionen der einfachen Schaar () haben hiernach dieselbe Beze-
2A

ichnung %, und es wiirde daher correcter sein, (7) = g zu setzen; indessen

fiihrt diese Bezeichnung zu unnéthigen Weitlaufigkeiten.

A

2. Satz. Ist A aquivalent mit 2" und mit A”, so ist auch ' mit A" dquivalent;
denn aus

n

Q[/ 2[//
r_ n_ =
=g N 2A
folgt:
,',’/ Q‘I
v

3. Definition und Satz. Alle mit einem gegebenen Polygon 2l dquivalenten
Polygone /,”, ... bilden eine Polygonclasse A. Nach 2. kommt dann jedes
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beliebige Polygon in einer und nur in einer Classe vor; denn sind 2,5 zwei
dquivalente Polygone, welche zu den Classen A, B fiihren, so ist nach 2. jedes
Polygon der Classe B zugleich in A enthalten und umgekehrt, und daher sind
beide Classen identisch.

Alle Polygone einer Classe haben dieselbe Ordnung, welche die Ordnung der
Classe genannt werden soll.

4. Es konnen aber Polygone existiren, welche mit keinem andern dquivalent
sind, und deren jedes daher fiir sich eine Classe bildet. Solche Polygone mogen
isolirte genannt sein.

5. Ist M ein beliebiges Polygon, und 2 dquivalent mit 2, so ist auch 9M2A
aquivalent mit 9MMA’; aber auch umgekehrt folgt aus der Aequivalenz von 9MA
mit 9MA’ die Aequivalenz von 2 mit 2.

6. Ist 2 mit A’, B mit B’ dquivalent, so ist auch AB mit A'B’ dquivalent.
Die Classe C, welcher das Product A% angehort, umfasst daher die simmtlichen
Producte je zweier Polygone der Classen A, B von 2l und B (aber ausserdem
unter Umstdnden noch unendlich viele andere Polygone) und soll als das Product
der beiden Classen A, B bezeichnet sein:

C =AB = BA.

Die Definition des Products von mehreren Classen und die Giiltigkeit des Fun-
damentalsatzes der Multiplication ergiebt sich hieraus von selbst.
7. Sind A, B, D drei Classen, welche der Bedingung

DA =DB

gentigen, so folgt A = B; denn sind 2A,B, D drei Polygone der Classen A, B, D,
so folgt aus der Voraussetzung, dass D9 mit D2, und folglich % mit 2 dquiv-
alent ist.

8. Geht ein Polygon 2 der Classe A in einem Polygon € der Classe C' auf,
so gilt dasselbe von jedem Polygon 2" der Classe A; denn aus € = A9B folgt
nach 5., dass €' = 20’8 in C enthalten ist, und wir kénnen also, obschon nicht
umgekehrt jedes Polygon der Classe C' durch ein Polygon der Classe A theilbar
zu sein braucht, sagen, die Classe C' sei durch die Classe A theilbar. Ist 9B’
irgend ein Polygon der Classe B von B, so ist auch ¢’ = 298’ in C enthalten
und folglich

C = AB.
Ist also C' durch A theilbar, so giebt es eine und (nach 7.) nur eine Classe B,
welche der Bedingung

C=AB

geniigt.

g 19. Die Polygonschaaren.

1. Sind 24;,%Us, ... As bestimmte, und zwar dquivalente Polygone, und 2f ein
beliebiges Polygon derselben Classe A, so existiren s Functionen in )

Ay s As

nlzga nQ_Ea ns_m
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Setzt man, wie in g 15, 5. fiir einen beliebigen Punkt B3

m=e0™ +o10",
N2 = e20™ + 090,

Ns = est + Ust_Ha

worin o in P 0! ist, ej, e, ...e, Constanten, die nicht alle verschwinden, und
01,02,...05 in P endliche Functionen bedeuten, so folgt, dass jede Function n
der Schaar (11,72, ...7s), d. h. jede Function von der Form

n=cm-+came+---+csns

in B eine Ordnungszahl hat, die nicht kleiner als m ist, und daraus nach g 17,
dass die Function 7 in die Form
2[/
n = a
gesetzt werden kann, wo 2" gleichfalls in der Classe A enthalten ist.
Waiéhlt man fiir 2 ein beliebiges anderes Polygon B der Classe A, und setzt

A

ngv
20 Ay A
7714277/1:§7 7724-:775:%, nSC:ngzg’

so wird auch
nC =" = cn + camy + -+ o,
und folglich
,_ W

T=%"
Jedes durch den Nenner 2 und ein Constantensystem cy, ca, . . . cs erzeugte Poly-
gon wird daher auch durch jeden andern derselben Classe angehorigen Nenner
B erzeugt, und der Inbegriff der séimmtlichen Polygone 21, die den verschiede-
nen Werthen der Constanten ¢y, co, . .. cs entsprechen, ist nur abhéngig von den
Polygonen 241, 2, ... 2. Dieser Inbegriff soll daher eine Polygonschaar mit der
Basis 1,%s, ... 2 genannt und mit

(A, Aa, ... 2Ay)

bezeichnet werden.

2. Haben die Polygone 211, 2o, ... 2, einen grossten gemeinschaftlichen Theiler
M, so ist derselbe nach 1. auch Theiler eines jeden Polygons 2 der Schaar
(A1,2As,...2), und kann der Theiler der Schaar genannt werden; aber es lasst
sich in dieser Schaar ein Polygon 21" = 9B der Art bestimmen, dass B relativ
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prim zu einem beliebig gegebenen Polygon wird. Ist ndmlich unter Beibehal-
tung der Bezeichnung von 1. ein Punkt B genau p-mal in 9T und v-mal in 2
enthalten, so ist, wenn

n=ed" +oo""!

gesetzt wird, m niemals kleiner als u — v, und es ist m = p — v, wenn man die
Constanten c¢q, ¢, . .. cs so wihlt, dass

e =c1e1 + caeg + - -+ + cs€54

von Null verschieden ist. Der Punkt 3 ist daher mindestens g-mal in 2’ en-
thalten, und unter der letzteren Voraussetzung auch nicht 6fter als u-mal. Da
man nun die Constanten ¢, co, . .. cs immer so wihlen kann, dass eine beliebige
Anzahl von Ausdriicken der Form

!
Yee, 2ce, ...,

in deren keinem die simmtlichen Constanten e,,e!, ... verschwinden, von Null
verschiedene Werthe haben, so folgt die Richtigkeit der aufgestellten Behaup-
tung.

3. Sind die Functionen 71,132, .. .75 in 1. linear abhédngig oder unabhéngig, so
gilt das Gleiche von den Functionen 7, %5, ...7n%. Wir werden dem entsprechend
auch die Polygone A1, 2s, . .. A, linear abhdngig oder unabhdngig und ihr System
linear reductibel oder irreductibel nennen.

Da nach g 5, 4. jede Functionenschaar eine irreductible Basis besitzt, so
folgt, dass auch jede Polygonschaar eine irreductible Basis hat. Ist s die Anzahl
der Polygone einer solchen Basis, so heisst die Schaar eine s-fache, oder s die
Dimension der Schaar. Irgend s Polygone einer solchen Schaar bilden eine
irreductible Basis derselben oder nicht, je nachdem sie linear unabhéngig oder
abhéngig sind. (Vgl. g 5, 4.).

4. Sind die Polygone 21,2, ...2, linear abhédngig oder unabhingig, so
sind, wenn 9 ein beliebiges Polygon bedeutet, auch 92, , MA,, ... MA, linear
abhangig oder unabhéngig und umgekehrt.

g 20. Erniedrigung der Dimension der Schaar durch Theil-
barkeitsbedingungen.

1. Es sei
S = (A, As, ... Ag)

eine s-fache Schaar vom Theiler 9. Es wird nach der Mannigfaltigkeit derjeni-
gen Polygone 2 der Schaar S gefragt, welche einen beliebig gegebenen Punkt
wenigstens einmal 6fter enthalten als der Theiler 9t der Schaar.

Ist der Punkt P p-mal in 9t und v-mal in einem beliebigen mit A1, s, ...
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dquivalenten Polygon 2l enthalten, so ist, wenn wir wie in g 19

2y

—=m=e10" +010™"",
A

2y

= = =e0™ +020™t,
A

As

== Ns = es0™ + Ust_H

A

setzen, m = p — v, und von den Constanten ej,es,...es ist wenigstens eine,

etwa eg, von Null verschieden. Die gesuchten Polygone 21’ sind dann durch die
Gleichung charakterisirt

Ql/
!
5277 =cm +came + -+ Csns,

worin die Constanten c1, ¢, ... cs an die Bedingung gebunden sind
cre1 + coeg + - -+ cses = 0.

Hiernach konnen wir setzen

A’ B ;o
o e = ci(esm —ens) + -+ cs—1(esns—1 — €s—17s).

Daraus aber ergiebt sich, wenn wir

/

Th = €shh — €17]s,
/

Tlo = €572 — €217]s,

/
Ns—1 = €sNs—1 — €s—17)s

setzen, dass die Functionen 7’ eine (s — 1)-fache Schaar (n},n5,...7,_,) bilden;
denn die Functionen 7,75, ...n._; sind linear unabhéngig, wenn es, wie voraus-

gesetzt, die Functionen 71,72, ...7, sind. Es bilden also auch die Polygone 2l
eine (s — 1)-fache Schaar

S = (A, 2, A y),

wenn ,
L

g = €51, — €,7]s

gesetzt wird. Der Theiler dieser Schaar ist durch 9t theilbar, wenn auch nicht
nothwendig damit identisch.

2. Hieraus ergiebt sich sofort, dass die Polygone einer Schaar S, welche
durch ein beliebiges r-Eck R theilbar sind, eine mindestens (s — r)-fache Schaar
bilden. Denn nehmen wir an, es sei dies bereits fiir ein r-Eck SR bewiesen, so
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folgt die Richtigkeit der Behauptung fir ein (r + 1)-Eck PR unmittelbar aus
1, indem durch das Hinzutreten des Punktes 3, wenn B3 im Theiler der durch
R bereits reducirten Schaar enthalten ist, die Dimension nicht weiter gedndert,
sonst um 1 erniedrigt wird.

Hieraus folgt als Specialfall, dass es in einer s-fachen Schaar immer wenig-
stens ein Polygon giebt, welches durch ein gegebenes (s — 1)-Eck theilbar ist.

3. Man kann, wenn r < s ist, das r-Eck R so wahlen, dass die durch R
theilbaren Polygone der Schaar S eine genau (s — r)-fache Schaar bilden. Zu
diesem Ende wéhle man einen Punkt 33, welcher im Theiler von S nicht enthalten
ist; die durch 3 theilbaren Polygone in S bilden nach 1. eine (s—1)-fache Schaar
S’; man wéhle einen zweiten Punkt 93’, der nicht im Theiler von S’ enthalten
ist; die Polygone in S’, die durch 3, d. h. die Polygone in S, die durch B’
theilbar sind, bilden eine (s — 2)-fache

Schaar, u. s. f.; zugleich erhellt aus dieser Bildungsweise, dass man R zu
einem beliebig gegebenen Polygon relativ prim annehmen kann. Ist r = s, so
wird hiernach in S kein durch fR theilbares Polygon existiren.

g 21. Die Dimensionen der Polygonclassen.

1. Die Polygone einer Classe bilden eine Schaar von endlicher Dimension,
welche die Dimension der Classe heissen soll.

Beweis. Wahlt man in einer Classe A, deren Ordnung m sei, irgend s Poly-
gone A1, Az, ... 2 aus, so gehoren alle Polygone der Schaar (2q,s,...2As)
zugleich in die Classe A. Die Anzahl der linear unabhéngigen Polygone, die in
A enthalten sind, kann daher gewiss nicht grosser sein als m 4+ 1, weil man sonst
(nach g 20, 2.) in der Classe ein durch ein beliebiges (m + 1)-Eck theilbares
Polygon finden koénnte, was widersinnig ist. Wenn daher s die Maximalzahl
der linear unabhéngigen Polygone 24,2y, ... A, der Classe A ist, so muss jedes
Polygon dieser Classe in der Schaar (21,%s, ... %) enthalten sein, und s ist die
Dimension der Classe. Das System der Polygone 20,2, ... 2 soll eine Basis
der Classe genannt werden.

Die isolirten Polygone bilden Classen von der Dimension 1.

2. Giebt es in einer Classe C' s und nicht mehr linear unabhingige, durch
ein gegebenes Polygon 2 der Classe A theilbare Polygone

¢ =AB,, C=ABy, ... €, =AB,,

so ist C' durch A theilbar, und es existiren in C auch ebenso viele linear unab-
hangige Polygone

¢ =WB,, ¢ =WAB,, ... ¢ =AB,,

welche durch ein beliebiges mit 2 &quivalentes Polygon 21" theilbar sind. (g 18,
8.; & 19, 4.). Diese Zahl s hingt daher nur von den beiden Classen A, C' ab
und kann fiiglich mit (A4, C) bezeichnet werden. Der Werth des Symbols (A, C')
ist gleich 0 zu setzen, wenn C' nicht durch A theilbar ist. Die Dimension einer
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Classe A wird hiernach mit (O, A) bezeichnet, wo O die aus dem Nulleck O
bestehende Classe bedeutet. Ist (nach g 18, 8.)

C =AB,

so folgt:
(4,C) = (A,AB) = (0, B); (1)

denn die Polygone B1,9Bs,...B,, die simmtlich in B enthalten sind, sind
linear unabhéingig, daher (O, B) gewiss nicht kleiner als s. Ist umgekehrt B
ein beliebiges Polygon der Classe B, so ist 28 in C' enthalten, also auch in der
Schaar (281, AB,, ... AB,), mithin B in der Schaar (B4, B, ... B;) enthalten,
d. h. (O,B) =s.

Ist a die Ordnung der Classe A, so ist nach g 20, 2. (4,C) = (0,C) — a,
und daraus folgt mittelst (1.) der allgemeine Satz

(0,B) > (0, AB) — a. (2.)

3. Haben die simmmtlichen'® Basis-Polygone einer Classe A den grossten
gemeinschaftlichen Theiler 9, so ist dieser auch Theiler sémmtlicher Polygone
der Classe A. Ist 90t gleich dem Nulleck 9, so heisst die Classe eine eigentliche,
im entgegengesetzten Fall eine uneigentliche vom Theiler IN.

Unterdriickt man in sémmtlichen Polygonen einer uneigentlichen Classe A
den Theiler 9, so erhilt man eine eigentliche Classe A’ von niedrigerer Ordnung,
aber von derselben Dimension. Diese Beziehung von A zu A’ soll durch das
Zeichen ausgedriickt sein

A=A

4. Dér'™ Theiler 9 einer uneigentlichen Classe A ist stets ein isolirtes Poly-
gon. Ist ndmlich
A=mA,

so kann man in der eigentlichen Classe A’ nach g 19, 2. ein Polygon 2’ so
wihlen, dass es relativ prim zu 9 ist. Ist also 9V aquivalent mit 901, so ist
M'A’ aquivalent mit IM2A', also in A enthalten, mithin durch 91 theilbar. Es ist
also auch M’ durch M theilbar, und da 9 und M’ von gleicher Ordnung sind,

m = Mm’'.

Hiernach bildet das einzige Polygon 9t eine Classe M, und die Bezeichnung
MA’ ist gleichbedeutend mit M A" (g 18, 6.).

16 Bditorial note: Printed “sammmtlichen” with three m; read “sammtlichen”. An apparent
misprint.

17 Editorial note: Printed “Dér” with a circumflex-like mark over the e; read “Der”. Probably
a stray or damaged piece of type.
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g 22. Die Normalbasen von o.

1. Wir betrachten im Folgenden das System o der ganzen Functionen w einer
beliebigen Variablen z in Q und zugleich das System o’ der ganzen Functionen
w' von 2’ = % Aus der Definition der ganzen Functionen

erhellt sofort, dass die beiden Systeme o, 0’ nur die Constanten mit einander
gemein haben, dass dagegen jede Function w durch Multiplication mit einer
bestimmten positiven Potenz von z’ in eine Function w’ verwandelt werden
kann. Ist w2 in o’ enthalten, so gilt das Gleiche auch von wz"T1 w22, ...
In der Reihe der Functionen

S W2

w,

werden also von einem bestimmten Gliede wz'" an alle folgenden Functionen
in o’ enthalten sein, wahrend alle vorangehenden nicht darin enthalten sind.
Die kleinste Zahl r, fiir welche 2z’"w in o’ enthalten ist, soll der Fzponent der
Function w in Bezug auf z genannt werden. Die Constanten, und nur diese,
haben den Exponenten Null. Ist w von Null verschieden, und r sein Exponent,
so ist r + 1 der Exponent von (z — ¢)w; denn ist w = 2"w’, so ist

zZ—cC)w
% = (1—cz')w’ in o enthalten,
z
(z —cw b
- = 2w’ — cw’ nicht in o’ enthalten,
z

da zwar cw’, nicht aber 2w’ = %7 in o’ enthalten ist. Daraus folgt allgemein:

Ist x eine ganze rationale Function von z vom Grade s, und r der Exponent
von w, so ist (r + s) der Exponent von zw.

2. Wir wahlen nun ein Functionensystem A1, Az, ... A, in o nach folgender
Regel aus:

Es sei A1 eine von Null verschiedene Constante, z. B. 1; Ao sei unter denjeni-
gen Functionen in o, welche nicht einer Constanten nach dem Modul 0z congru-
ent sind, eine von moglichst niedrigem Exponenten ro u. s. f.; allgemein sei Aq
unter denjenigen Functionen in o, welche nicht congruent sind einer Function
der Schaar (A1, Az,...As—1) (mod. 0z), eine von moglichst niedrigem Exponen-
ten 5. Da (0,02) = N(z) = 2™ vom n'*" Grade ist, so giebt es in 0 n und
nicht mehr nach dem Modul oz linear unabhéngige Functionen (g 6), und daher
kann die Reihe der Functionen A1, As, A3, ... nicht mehr und nicht weniger als
n Glieder enthalten. Es ist dann (g 5)

0= (A1, \a,... Ay) (mod. 02).
Die Exponenten r1, s, . .., der Functionen A\, s, ... A, geniigen der Forderung
r1=0, 1Srg<rg---=7y.

Jede Function in o0, deren Exponent < rg, ist nach dem Modul oz congruent
einer Function aus der (s — 1)-fachen Schaar

(AL A2y A1)
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Diese Functionen A1, Xo, ...\, bilden eine Basis von o, wie sich aus folgender
Betrachtung ergiebt.

Wire es nicht der Fall, so konnte man (g 3, 7.) eine lineare Function z—c und
ein System nicht alle verschwindender Constanten a,as, . ..a, so bestimmen,
dass

a1 A1 + agda + -+ aph, = (2 — Qw

wére. Ist unter den Constanten a die letzte nicht verschwindende ag, so ist auch
a1A1 F agho + -+ ashs = (2 — Qw,

(z—c)w

und der Exponent von w ist sicher kleiner als r, (weil “*>2= in o’ enthalten ist).
Es ist also w, und mithin, da as von 0 verschieden ist, auch \s congruent einer
Function der Schaar (A1, Ag,...As—1) (mod.oz), was gegen die Voraussetzung
ist.

Die Functionen A1, Ao, ...\, bilden daher eine Basis von o, und diese soll
Normalbasis genannt werden. Die charakteristischen Eigenschaften der Normal-
basis sind:

I. Die Functionen A1, As, ... A, sind linear unabhéngig nach dem Modul oz.

II. Jede Function in o0, deren Exponent kleiner ist als der Exponent r; von
As, ist in der Form enthalten

cid F e+ s A1 + 2ws,

worin ci, ¢a, . ..cs_1 Constanten, w, eine Function in o.
3. Die in o’ enthaltenen Functionen
)\/_Al /\/_)\2 )\,_/\n
1= = 2= a0 e n=
z 1 VA yARL

bilden eine Normalbasis von o.
Ist ndmlich w eine durch z nicht theilbare Function in 0 vom Exponenten r,

so ist der Exponent von w’ = £ in Bezug auf 2’ ebenfalls r; denn es ist zwar
! ’

“— = w, aber nicht =2~ = ¥ in o0 enthalten. Da die Functionen Ay, Ag,... A,

z z 4

alle durch z nicht theilbar sind, so sind hiernach

die Exponenten von A}, A}, ...\, in Bezug auf 2’ resp. 1,72, ...7,. Dies vo-
rausgeschickt beweisen wir, dass das Functionensystem Aj, A}, ...\ die Eigen-
schaften I., II. besitzt, wenn dort o, z durch o', 2’ ersetzt werden.

Waére die Bedingung I. nicht erfillt, so liessen sich die Constanten a1, as, . . . as,
deren letzte nicht verschwindet, so bestimmen, dass

arN] + ag\y + -+ ag)\, = 2
also auch (durch Multiplication mit z"<)

Ts—T Ts—T: _
12T A a2 T P A 4 agds = w,

worin



also eine Function in o, deren Exponent kleiner als ry wére. Dies ist aber, da
as von Null verschieden, wegen der Voraussetzung iiber die A unmdoglich, und
folglich die Bedingung I. erfiillt; daraus folgt:

o' = (N[, Ay, ... \)) (mod. o'2").

Wire die Bedingung II. nicht erfiillt, und A’ eine Function in o’, deren Ex-
ponent r < rg, die nicht in der Form enthalten ist

ar )+ as )y + -+ as N + 2w,
so konnte man e = s so wahlen, dass
N = a1 N] +ag\y + -+ a), + 2o

mit constanten Coefficienten, deren letzter a. nicht verschwindet. Es ist hier-
nach auch r, = r, > r.

Demnach ist A\ = 271\ eine Function in o, und es ergiebt sich durch
Multiplication mit 2"

A= 012" TN F a2 T Ay F - aehe + 27

Es ist daher w = 2"~ 1w’ eine Function in o, deren Exponent (nach 1.) < r.—1,
und welche der Congruenz gentigt

w=aj\ +ahdy + -+ al )\ (mod.0z),

worin a, = —a, von Null verschieden ist. Hiernach miisste aber wegen der
Eigenschaft II. der Functionen A der Exponent von w 2 7. sein, woraus der
Widerspruch erhellt.

Hiermit ist nachgewiesen, dass das Functionensystem Aj, A}, ... A/ eine Nor-
malbasis von o’ bildet.

4. Wir bilden nun die Discriminante von 2 in Bezug auf die Variable z und
Z' mit Hiilfe der beiden Normalbasen \, \'; es ist:

AL(Q) = const. A(A1, Ag, ... Ay),
AL (Q) = const. AN}, A, ... AL).

Setzt man aber fir A/ die Ausdriicke 2" \,, so folgt aus dem Satze g 2, (13.)
A./(Q) = const. 2/2(ritratHrI) A_().

Ist A,(R2) vom Grade §, so besitzt A,/ (Q2) die Wurzel 2/ =0 (2(ry +r2 + -+ +
rn) — 0)-mal, und daraus ergiebt sich nach g 16, 2. die Verzweigungszahl

W, =2(r1 + 124+ 1),

welche hiernach stets eine gerade Zahl ist.
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g 23. Die Differentialquotienten.

1. Da eine jede von Null verschiedene Function des Korpers  nur in einer
endlichen Anzahl von Punkten den Werth Null hat, so folgt, dass eine Function
in 2, von der sich unendlich viele Nullpunkte nachweisen lassen, nothwendig
identisch Null ist, oder dass zwei Functionen in 2, welche in unendlich vielen
Punkten denselben Werth haben, identisch sein miissen.

2. Sind «, (8 irgend zwei Variable des Korpers €2, so existirt in € eine mit

(3—%‘) zu bezeichnende Function, welche in unendlich vielen Punkten B der

(), (=%)
)y \B=t )y’

welche der Differentialquotient von « nach 8 genannt wird. Ist namlich F(a, 8) =
0 die zwischen «, 8 bestehende irreductible Gleichung, so ist, wenn wir zunéchst
diejenigen (in endlicher Zahl vorhandenen) Punkte ausschliessen, in welchen «q
oder By = oo oder F'(ag) = 0 oder F'(5y) = 0 ist,

0= F(a,B) = F(ao, Bo) + (a — ag) F'(ag) + (B — Bo) F"(Bo)
+%{(04 — )’ F" (o, ag) + 2(a — a0) (B — Bo) F" (cvo, Bo) + (B — Bo)>F" (Bo, Bo)} + -+ -

Bedingung geniigt:

Von den beiden Quotienten | $=%2) | (5 —Bo ) st gewiss der eine endlich; ist
B—Bo 0 a—&o 0

es der erstere, so ziehen wir aus der letzten Gleichung die folgende:

0= ;:ESF/(%)‘FF/(/BO)
2
+(B_/BO)% {<Z_;§) F//(Oéo,ao) +2 (;_gs) F//(Oé(),ﬂo) +F”(B0550)} +e

woraus fiir den Punkt B folgt:

(=5), = #te = (Fiw)),

Wire (g:‘gs) unendlich, so wiirden wir ebenso in Bezug auf g:—ig schliessen.
0

Es hat also
(5)-+8

die verlangte Eigenschaft. Dies bleibt auch noch richtig, wenn von den beiden
Functionen «, 8 eine constant ist; denn ist z. B. « constant, so ist F(a, ) =
a — ag von [ unabhéngig, also F'(a) =1, F'(B) = 0.

3. Aus Vorstehendem folgt, dass, falls 5 nicht constant ist, abgesehen von

einer endlichen Anzahl von Punkten (O‘*ao ) . ein endlicher Werth ist. Ist daher

B—Bo
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~ eine dritte Variable in 2, so ist in unendlich vielen Punkten
=), - G0, G=%)
B — Bo 0 Y—=7/¢9 B —Bo 0’
(%), (&), (3)
g/ dy)o\dB/,y

Hiernach und nach 1. ist aber die Identitat erfillt:

()= () ()" o

4. In Folge dieses letzten Satzes konnen wir jeder der Functionen «, 3,7, . ..
des Korpers (2 eine Function da, dB, dv, ... (Differential) in
*) Man kann auch den Differentialquotienten durch die Gleichung

da\ __F(5)
d3)  F'(a)
definiren und durch algebraische Division zum Beweis des Satzes
do) _ (dar) (dy
dg)  \dy g
gelangen.
der Weise zuordnen, dass allgemein

da_ (da
g \dp
wird. Die Differentiale der Constanten, und nur diese sind Null zu setzen; die

iibrigen sind vollig bestimmt, sobald eines derselben willkiirlich angenommen
ist. Besteht zwischen den Variablen «, 3,7, ... eine rationale Gleichung

F(avﬂvﬁy’"') :07

also auch

so folgt aus derselben
F'(a)da+ F'(B)dB+ F'(y)dy+---=0; (3.)

denn auf dieselbe Weise wie in 2. schliesst man, dass diese Gleichung fiir un-
endlich viele Punkte befriedigt ist.

Unmittelbare Folgen des letzten Satzes sind die bekannten Regeln fiir die
Differentiation von Summen, Differenzen, Producten und Quotienten:

dla £ 8) =da+dps, (4.

d(af) = adf + Bda, (5.)
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(5) =" g
dw

5. Ist w eine ganze Function von z, so wird im Allgemeinen §2 keine ganze
Function von z sein. Es ist aber aus dem Ausdruck (g 3, 7.)

W= T1W1 + Towo + -+ + TpWwy,

ersichtlich, da die Differentialquotienten der ganzen rationalen Functionen x4, zo, . .

wieder ganze rationale Functionen sind, dass die Unterideale der sémmtlichen
dw

Functionen 2 in einem bestimmten Ideal aufgehen miissen, ndmlich in dem
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der Unterideale von %, dd%, e d;;.

Es soll untersucht werden, welches dies Ideal ist. Zu dem Ende sei z — ¢ eine
beliebige lineare Function von z und

o(z—c)=p°pips? ...,

worin die Primideale p,p1,po,... von einander verschieden sind. Es sei nun ¢
dieselbe Function wie in g 11, 2., d. h. eine ganze Function von z, welche in
den durch die Primideale p,pq,ps,... erzeugten Punkten B, B, Po, ... lauter
verschiedene Werthe hat und jeden derselben nur einfach;

dann ldsst sich w in der Form darstellen

w=yo+ 1+ Yo"

worin die rationalen Functionen yg,y1, ... yn,—1 von z zwar gebrochen sein kén-
nen, aber den Factor z — ¢ gewiss nicht im Nenner enthalten. Daraus folgt, dass
das Unterideal von % durch keine hoheren Potenzen der Ideale p,pi,po,...

theilbar sein kann, als das Unterideal von %. Ist aber

f(¢2) =0

die zwischen ¢ und z bestehende irreductible Gleichung, so ist nach g 11, 2.

of'(¢) = mp“pi Ty

und m relativ prim zu p, p1,p2,... Da aber
¢ f'(2)
dz f(<)

ist, so kann das Unterideal von %, und mithin auch das von % keinen der
Factoren p, p1, pa, ... ofter als (e — 1), (e; — 1), (e2 — 1), ... mal enthalten. Da
nun z —c jede beliebige lineare Function sein kann, so folgt, dass ‘fi—‘: kein anderes
Unterideal haben kann, als ein solches, welches in dem Verzweigungsideal 3 =

[pe—! (g 11) aufgeht. Es ist also, wenn a ein Ideal bedeutet:

o _,
Zﬁdz— )
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also nach g 11, (7.)
0 dw a
= —aq,
dz
woraus hervorgeht, dass die Functionen i—j sdémmtlich dem zu o complementéiren
Modul ¢ angehoren.

6. Ist die irreductible Gleichung F(w,z) = 0 zwischen w und z vom n'®

Grade in Bezug auf w, also 1,w,w?,...w" ! eine Basis von {2, so ist nach g 11,
(10.)

oF'(w) = 3¢,
und daher muss wegen

dw F'(2)

dz  F'(w)

0F’(z) durch das Ideal ¢ theilbar sein,
oF'(z) = ta,

£ kann man daher das Ideal der Doppelpunkte in Bezug auf w, z nennen.

7. Ist B ein Punkt, in welchem z — ¢ unendlich klein in der ersten Ordnung
ist (also kein Verzweigungspunkt in z), so sind nach 5. die Functionen z—“z’ in
P alle endlich. Ist also 7 irgend eine Function in 2, welche in 9 endlich ist,

so kann man diese als Quotienten zweier ganzen Functionen % darstellen, von

denen S in B nicht verschwindet, und daher ist nach (6.) auch ‘;—Z in P endlich.
8. Es seien jetzt «, [ irgend zwei Variable in ; es soll das Verhalten von
‘;—(g in irgend einem Punkt B untersucht werden.
Man wéhle eine Variable z in €2, welche in ¥ unendlich klein in der ersten
Ordnung ist. Hat « in 3 einen endlichen Werth «y, so kann man nach g 15, 1.,
2. eine positive ganze Zahl r und eine in P endliche und von Null verschiedene

Function o’ so bestimmen, dass
a=ap+ 2"

wird. Dies gilt auch noch, wenn « in 3 unendlich ist; nur ist dann r eine
negative ganze Zahl, und «q ist durch eine beliebige endliche Constante, z. B.
0 zu ersetzen. Ebenso kann man

B=p0o+2°0

setzen; r und s sind dann die Ordnungszahlen von o« — «, 8 — By im Punkte 3,
die sowohl positiv als negativ, aber nicht 0 sein kénnen. Aus (2.) ergiebt sich
dann: ,

da . ra +z%

_—=Z —_—
a8’
ag sB' + 25~

oder

a’dz

a—agdB 5+z%.

B—Podo _ T4z
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Bezeichnet man nun wieder durch den Index 0 den Werth einer Function im

Punkte B3, so ist, da
da/ dp’
o'dz )’ Bldz ),

B—PBoday T
(0‘ — Qo dﬂ)o s (7

also endlich und von Null verschieden. Hieraus ergiebt sich, dass die Ord-
nungszahl des Differentialquotienten Z—g gleich ist der Differenz der Ordnungszahlen

nach 7. endlich sind,

von a—agp und f—Po. Ist r 2 s, so ist (%:g;j) und mithin (fl—g) Null oder un-

endlich. Ist dagegen r = s, so sind beide Werthe endlich und von 0 verschieden,
und wir haben daher in allen Féllen

(%), (@), ®

Hierin sind «q, Sy die Werthe von «, 8 in 3, wenn diese Werthe endlich sind,
sonst beliebige Constanten, z. B. 0.

9. Sind a, b die Ordnungszahlen von a — ag, 8 — By in B, so kommt, falls
a, b positiv sind, der Punkt B (¢ — 1)-mal resp. (b — 1)-mal in den Verzwei-
gungspolygonen 3., 3g in «, § vor. Ist aber a negativ, so enthélt 3, den
Punkt B (—a — 1)-mal, und Entsprechendes gilt, wenn b negativ ist (g 16, 1.).
Bezeichnet man also mit 2(, 8 die Unterecke von «, [, so erhalt man, weil
die Ordnungszahl von g—g (wie eben bewiesen) immer gleich a — b ist, fiir diese
Function folgenden Ausdruck als Polygonquotienten

do _ 3%’
B 352"

(9.)

g 24. Das Geschlecht des Korpers ().

1. Bezeichnet man mit w,, wg die Verzweigungszahlen, mit n,, ng die Ord-
nungen der Variablen «, 3, so folgt aus der Formel (9.) des vorigen g, da Zéahler
und Nenner von g—g gleichviel Punkte enthalten miissen, die wichtige Relation

Wo — 2Ng = Wg — 2ng;

wenn man also 1
p=gw—n +1 (1.)
setzt, welches nach g 22, 4. eine ganze Zahl ist, so ist diese von der Wahl der
Variablen unabhingig und eine fiir den Koérper 2 charakteristische Zahl,
welche das Geschlecht des Korpers Q genannt wird. Dass diese Zahl niemals

negativ ist, ergiebt sich, wenn man fir %w den Werth rqy +7r9+---+1r, aus g 22
einsetzt. Man erhélt dann

p=(ra=1+ (s =1+ 4 (rn - 1), (2.)
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was, da r9,73,...7, = 1 sind, nicht negativ werden kann.

2. Es seien «, B zwei Functionen in €2 von den Ordnungen m, n, von der
Beschaffenheit, dass alle Functionen in €2 rational durch «, £ darstellbar sind.
Es ist dann

F(a,B) = apa"™ + a1a™ t + -4 ap_ 100+ ap
=boB™ + b1+ 4 by 1B+ by =0

die zwischen «, § bestehende irreductible Gleichung, worin ag, a1, .. .a, ganze
rationale Functionen von (3, ebenso by, b1, . . . b,, ganze rationale Functionen von
« sind.
Es sei ferner
2 B
=3 ey

und 2(; relativ prim zu 2, B zu B, so dass A, ™Ay von der Ordnung m, B, B,
von der Ordnung n sind. Nun ist

F'(a) = naga™ '+ (n — a2+ -+ an_1,

aF'(a) = —a1a" ' — 240" % — -« — na,,
woraus hervorgeht, dass a
() = e
und ebenso g
F'(B) = A B2

sein muss. Es ist nun nachzuweisen, dass das Polygon & durch 3g, £ durch 3,
theilbar ist.

Fiir K ist dies leicht einzusehen unter der Voraussetzung, dass in simmtlichen
Punkten von 33 die Function 5 einen endlichen, und a einen von Null ver-
schiedenen Werth hat; denn es ist

o = apa
eine ganze Function von £, und wenn man
f(&)=a""'F(a,p)

18 setzt, so ist
f'(@’) = ag 2 F'(a).
Da nun nach g 11, 5. o5f/(a’) durch das von 35 erzeugte Verzweigungsideal

in B theilbar ist, so folgt hieraus die Richtigkeit der Behauptung. Analoges gilt
fiir F'(B).

18 Editorial note: Printed a® ! without the subscript; aBL*l is meant, as o/ = apa and the
next line has a6“2. Possibly a dropped subscript.
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Macht man nun fiir «, 8 beliebige lineare Substitutionen:
c+da" 5= c+dp
a+ ba'’ d + v
(a + ba')(d — ba) = ad — be,
(a/ + b//@l)(d/ _ blﬂ) — a/d/ _ blcl7

so ist nach g 16, 2.
304:30/; 3,@:36’7

und die zwischen o/, 8 bestehende irreductible Gleichung lautet:
Fi(d,p") = (a+bad")"(a +V'3)"F(a,8) = 0.

Es lassen sich aber unter allen Umstinden die Constanten a, b, ¢, d; a’, V', ¢/,
d’ so wahlen, dass die oben angegebenen Voraussetzungen sowohl fiir o/ als fiir
B’ erfiillt sind.

Denn setzt man die Coefficienten ag), by von o', ™ in Fi(a/,f’) in die
Form

a'd —bd

ag = (a' +b'8)™(aod" + ard" b+ + anb") = <d’b’ﬁ

) (apd™ + a1d™ b+ - - - + a,b™),

d—bc\"
b6 _ (a+ba’)”(b0d/m + bld/mflb/ 4ot bmb/m) _ (a C> (bod/m +b1d/m71bl 4o +bmb/m),

d — ba

so erkennt man leicht, dass nur fiir eine endliche Anzahl von Werthen der Ver-

héltnisse d : b, d’ : b’ die Functionen af, d’ — V' in einem Punkt von 33, b,
d — ba in einem Punkt von 3, verschwinden konnen.

Setzen wir nun )

/ Ql1

B
« :@, =

ﬁ/ - @7
so folgt (g 19, 1.)
d—ba= %, a+ba' = a%,
also:
AoA, = AA’.

Ist aber, wie angenommen, b von Null verschieden, so ist 25 relativ prim zu %,
weil in einem Punkt von 2 die Ordnungszahl von d — ba dieselbe ist, wie die
von « (g 15, 5.) und folglich

A = A, A =9,

also:

)

2l

a+ba =

und ebenso:

% &

CL/-i-b/ﬁ/:
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Nun ist aber, da F(«, ) =0 ist:
FJ(a!) = (ad — be)(a + ba’)"2(a’ + ') F'(a),

und wenn also, wie vorausgesetzt:

F(o) = gt
so folgt %3
F(0) = grogen
und in gleicher Weise 3
F(8) = g

Dass das im Zéhler dieser beiden Ausdriicke auftretende Polygon 97 in beiden
Ausdriicken dasselbe sein muss, ergiebt sich aus

da  F'(B) B34
A~ F'(a)  A235°

Nun ist die Ordnung des Polygons A" ~25™
m(n —2) +mn = 2m(n — 1),

also die Ordnung von R
2r =2m(n —1) —wg

stets eine gerade Zahl, und daraus ergiebt sich
1
p:§W5—n+1:(n—1)(m—l)—r. (3.)
Das Polygon R wird das Polygon der Doppelpunkte in («, 3) genannt.

g 25. Die Differentiale in ).

Sind z, z; irgend zwei Variable in 2 von den Ordnungen n, n; und den Verzwei-
gungszahlen w, wy, ferner 3, 3; die Verzweigungspolygone, $l, il; die Unterecke
von z, z1, o ist (g 23)

dz 3402
— =" (1.)
dzy U
Jede Function w in Q lasst sich in die Form setzen
12
= — 2.

worin 2, B Polygone bedeuten, deren Ordnungen a, b der Bedingung geniigen

2n+a=w+b
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oder (g 24)
a=b+2p—2. (3.)

Wenn man nun eine Function w; durch die Gleichung erklart
wdz = wydzy,
so erhalt nach (1.) w; die Bezeichnung

e
5%

w1

Wir nennen in der Folge solche Ausdriicke, wie
wdz = wy dz

Differentiale in €2, und bezeichnen dieselben in symbolischer Weise durch ein Ze-
ichen wie dw. Ein solches Differential ist hierdurch invariant, d. h. unabhéngig
von der Wahl der Verdnderlichen z erklart und ist durch die beiden Polygone
2, B vollstdndig bestimmt.

Wir kénnen ohne Gefahr eines Missverstdndnisses die symbolische Bezeich-
nung

A
doo = —
=5
also beispielsweise auch
ds — 3
T

anwenden. Diese Bezeichnung eines Differentials durch einen Polygonquotien-
ten unterscheidet sich von der &hnlichen Bezeichnung der Functionen in
(& 17) dadurch, dass bei letzterer Zahler und Nenner von gleicher Ordnung
sind, wéahrend bei den Differentialen die Ordnung des Zahlers die des Nenners
um 2p—2 {ibertrifft. Wie bei der Bezeichnung in g 17, kénnen auch hier gemein-
schaftliche Theiler, welche 2l und B etwa enthalten, unterdriickt werden. Sind
21 und B relativ prim, so heisst 21 das Obereck, B das Untereck des Differentials
dw.

Unter den hier aufgestellten allgemeinen Begriff des Differentials in §2 fallen
als specielle Fille auch die in g 23, 4. erklarten Differentiale der Functionen des
Korpers €). Diese nennen wir eigentliche Differentiale,

wahrend die anderen, welche nicht als Differentiale von in € existirenden
Functionen dargestellt werden konnen, uneigentliche oder Abelsche Differentiale
genannt werden.

Functionen von der Form (2.), die nach unserer jetzt getroffenen Festset-
zung mit Cfi—f bezeichnet werden kénnen, nennen wir Differentialquotienten nach
z und unterscheiden gleichfalls zwischen eigentlichen und uneigentlichen Differ-
entialquotienten, je nachdem dw ein eigentliches oder uneigentliches Differential
ist*).

Es entsteht nun die Aufgabe, den Umfang des Begriffs der Differentiale
festzustellen, d. h. alle Polygone 2, 96 zu finden, welche Ober- und Untereck
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eines Differentials sein kénnen. Wir schicken dariber die folgenden allgemeinen
Bemerkungen voraus:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass % ein Differential
sei, ist die, dass fiir eine beliebige Variable z

s
3B

eine Function in € ist, also dass 42 mit 3% dquivalent ist. Dies Verhéltniss
bleibt aber bestehen, wenn 2A, B selbst durch dquivalente Polygone ', 9B’
ersetzt werden. Halten wir B fest, und ist % ein Differential, so werden hiernach

Q[/ Q[//

BB
dann und nur dann Differentiale darstellen, wenn die Polygone 2A, 21/, 24" ...
alle derselben Classe A angehoren. Bilden die Polygone 2y, 2o, s, ... eine

Basis von A, ist also
A= (Ap,As, As, ...,

so bilden die zugehorigen Differentialquotienten in Bezug auf eine beliebige Vari-
able z, d;”;, d;”;, d;”;, ... die Basis einer Functionenschaar von endlicher Di-
mension, und dem entsprechend werden wir auch dw;, dws, dws, ... die Basis

einer Schaar von Differentialen

(dwl,dw2,dW3, .. )

*) Der Quotient irgend zweier eigentlichen oder uneigentlichen Differentiale
jww, hat stets die Bedeutung einer bestimmten Function in 2. Wir beschranken
uns im Folgenden aber auf die Betrachtung solcher Quotienten, bei denen wenig-
stens der Nenner ein eigentliches Differential ist.

von derselben Dimension nennen. Dies besagt, dass jedes Differential dw,
dessen Untereck B oder ein Theiler von B ist, in der Form dargestellt werden

kann

dw = ¢ dwy + ¢o dwy + c3 dwg + - -+

mit constanten Coefficienten ¢y, ¢, c3, ...

g 26. Die Differentiale erster Gattung.

Wir betrachten zunéchst die einfachsten unter den Differentialen in €2, ndmlich
die, deren Untereck das Nulleck © ist. Solche Differentiale (deren Existenz
freilich erst noch nachzuweisen ist) heissen Differentiale erster Gattung. Das
Obereck 20 eines solchen Differentials dw, dessen Ordnung 2p — 2 ist, wird
als das Grundpolygon von dw bezeichnet und heisst ein wvollstindiges Polygon
erster Gattung, wiahrend jeder Theiler eines solchen ein Polygon erster Gattung
schlechtweg genannt wird. Ist 20 = A8, so heissen 2, B Erginzungspolygone
von einander. Ein Polygon, welches nicht Theiler eines vollstdndigen Polygons
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erster Gattung ist, also ins Besondere jedes Polygon von mehr als 2p—2 Punkten
heisst ein Polygon zweiter Gattung.

1. Nach dem oben Bemerkten bilden alle vollstdndigen Polygone erster Gat-
tung eine Polygonclasse W, deren Dimension zu bestimmen ist; ergiebt sich diese
Dimension > 0, so ist damit zugleich die Existenz der Polygone erster Gattung
nachgewiesen. Diese Dimension ist aber dieselbe wie die Dimension der Schaar
der Differentiale erster Gattung oder auch, fiir eine beliebige Variable z, der
Schaar der Differentialquotienten erster Gattung, wenn wir als Differentialquo-
tienten erster Gattung nach z die Functionen

dw
T dz
bezeichnen. Eine solche Function « hat nach g 25, (2.) den Ausdruck
4P
=5
und man erkennt leicht aus der Betrachtung der Ordnungszahlen in den ver-
schiedenen Punkten, dass ein solcher Differentialquotient erster Gattung durch

folgende beiden Eigenschaften vollkommen definirt ist:
I. In jedem Punkt ‘B, in welchem z einen endlichen Werth zy hat, ist

(u(z — 20))o = 0.

IT. In einem Punkt B, in welchem z unendlich ist, ist

u

(zu)p = 0.
Bedeutet wie in g 11, 4.
r=(z—c)(z—c1)(z—ca)...

das Product sdmmtlicher von einander verschiedenen Linearfactoren der Dis-
criminante A, (2), v das Product simmtlicher von einander verschiedenen in r
aufgehenden Primideale, so ist die Bedingung I. vollkommen gleichbedeutend
mit der, dass ru eine Function in t, oder dass u eine Function des zu o com-
plementdren Moduls ¢ sein muss (g 11, 4. (6.)). Um also die Gesammtheit
der Functionen u zu erhalten, hat man unter den Functionen in e diejenigen
aufzusuchen, welche der Bedingung II. gentigen.

2. Zu diesem Zweck legen wir eine Normalbasis A1, Az, ... A, von o zu Grunde
(g 22) und bezeichnen die dazu complementire Basis mit p1, pa, . . . fin, so dass
jede der Bedingung I. geniigende Function, also auch jeder Differentialquotient
erster Gattung, in der Form enthalten ist

w=yip1 +yop2 4+ + Ynitn, (1.)

worin 1, Ys, - - - Y ganze rationale Functionen von z sind. Aus den Grundeigen-
schaften der complementéren Basis ergiebt sich aber (g 10, 3.)

S )\S
ys = S(uls); % = <uz k )

2ZTs



Da nun z/\r in o’ enthalten, also fiir z = oo endlich ist, und uz nach II. in
jedem solchen Punkt verschwindet, so folgt (g 16, 5.), dass ==y fiir z = o0
verschwinden muss, d. h. dass die ganze rationale Function y, den Grad ry — 2
nicht iibersteigen kann.

Es muss daher, falls 75 < 2 ist, ys verschwinden, also ist unter allen Umstén-

den (g 22, 2.)

y1=0; S(u)=0
(Abelsches Theorem fiir Differentiale erster Gattung) und, falls ry = 2:

Ys = Co + 12 + 22> +"'+Crs_22r572. (2.)

Es ist noch zu zeigen, dass diese Bedingungen auch hinreichend sind, d. h. dass
jede Function von der Form (1.), in welcher die y; den Ausdruck (2.) haben,
der Forderung II. geniigt, oder, was dasselbe ist, dass, wenn r, = 2 ist, 2" !,
in allen Punkten, in welchen z unendlich wird, verschwindet.

Dies ergiebt sich sofort durch die Betrachtung des Systems o’ der ganzen

Functionen von 2’ = %, fiir welches nach g 22, 3. die Functionen

A1 A2
A/1:77 )\/2:77 e )\l:

2T 272 "

An

2T

eine Normalbasis bilden. Die hierzu complementére Basis ist nach g 10, 5.
py = 2", py = 2",y = 2T,
und da (wegen der Eigenschaft 1., auf 2/, u/ angewandt)
Zul=0 fir 2 =0,

so folgt
2y =0 fir z=o0

w. z. b. w.

Da aber die Functionen 2", linear unabhingig sind (wegen der rationalen
Unabhéngigkeit der Functionen p), so ergiebt sich hieraus nach g 24, (2.) der
Hauptsatz:

Die Schaar der Differentiale erster Gattung ist von der Dimension

(re=1)+(ra=1)+--+(rm—1) =p,

und demnach ist auch p die Dimension der Classe W der vollstandigen Polygone
erster Gattung.

Als Basis der Schaar der Differentialquotienten erster Gattung nach z kann
man die p Functionen z"u, (h < ry — 2) wihlen, und die Grundpolygone
21,205, ...20, der zugehorigen Differentiale dw bilden eine Basis der Classe
w.

3. Wegen einer spiteren Anwendung soll hier noch eine besondere Art von
Differentialquotienten erster Gattung u’ betrachtet werden, ndmlich die, bei
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welchen die Bedingung II. ersetzt ist durch die dieselbe einschliessende Bedin-

gung.
ITI. In jedem Punkte B, in welchem z unendlich ist, sei

(zFu')y =0,

wo k eine gegebene positive ganze Zahl.
Die Functionen u’ lassen sich darstellen durch

' uk-‘rlm/
3

und bilden ebenfalls eine Schaar; desgleichen bilden die Polygone 20’ eine Classe
W’ deren Ordnung ist

u

w—nk+1)=2p—2-—n(k-1).

Die Polygone 20’ sind jedoch von der Wahl der Variablen z nicht unabhéngig.
Die Dimension der Classe W' lasst sich nach derselben Methode bestimmen,

wie die der Classe W. Da ndmlich die Bedingung I. erfiillt ist, so sind die

Functionen u’ gleichfalls in der Form (1.) enthalten; jedoch muss jetzt

Ys _ _ S (u’zk /\S)
ors—k 2Ts
fiir z = oo verschwinden, und daher kann der Grad der ganzen rationalen Func-

tion y, die Zahl ry — k — 1 nicht iibersteigen. Es verschwindet also y5 identisch,
sobald 75 < k + 1; andernfalls ist

Ys = 00+C1Z+"~+Cy-s—k—12’rs*k71- (3.

Hat umgekehrt y, diese Form, so wird durch die Function

S
u' = YYstts
der Bedingung III. geniigt, denn es hat, wie in 2. bewiesen,

re—1

KRl = 2

fiir z = oo den Werth 0.
Daraus ergiebt sich, dass die Dimension der Schaar der Functionen v’ und
folglich auch der Classe W’

= é(n —k)

ist, wobei jedoch in der Summe nur diejenigen Glieder beizubehalten sind, die
einen positiven Werth haben. Sind alle r, — k < 0, so existiren die gesuchten
Functionen {iberhaupt nicht.
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g 27. Polygonclassen erster und zweiter Gattung.

Ist 2 ein Polygon erster Gattung, so sind alle mit 2 dquivalenten Polygone
gleichfalls von der ersten Gattung. Denn wenn 2l und B Ergénzungspolygone
sind und

AB =27,

so ist, wenn A, B die Classen von 2l und 8 sind:
AB =W,

und, wenn 2" mit 2 dquivalent ist, auch "B = N’ dquivalent mit W (g 18, 5.).
Wir nennen daher solche Classen, welche Polygone erster Gattung enthalten,
Polygonclassen erster Gattung, die iibrigen Polygonclassen zweiter
Gattung. Die Classe W der vollstdndigen Polygone erster Gattung heisst die
Hauptclasse, und zwei Classen A, B, die der Bedingung geniigen

AB =W,
Ergdnzungsclassen.
Ist
2[/
T

eine Function in €2, und 2" relativ prim zu 2, also die Classe A von 2l eine
eigentliche, so nennen wir 7 eine Function erster oder zweiter Gattung, je nach-
dem die Classe A von der ersten oder von der zweiten Gattung ist.

Ist A eine beliebige Classe erster Gattung und ¢ die Anzahl der von einander
unabhéngigen Polygone 20, die durch irgend ein Polygon 2l der Classe A theilbar
sind, so ist nach g 21, 2.

q=(4,W)=(0,B)

d. h. gleich der Dimension der Ergédnzungsclasse B von A. Ebenso ist (B, W)
gleich der Dimension der Classe A. Ist A eine Classe zweiter Gattung, so ist
(A, W) = 0. Da p die Dimension von W ist, so ist nach g 20, 2., 3. jede Classe,
deren Ordnung < p — 1 ist, von der ersten Gattung, und es giebt ins Besondere
Classen A von der Ordnung p — k der Art, dass (A, W) = (O, B) = k ist. Aus
den gleichen Satzen folgt, dass es Classen von der Ordnung p giebt, welche von
der zweiten Gattung sind.

g 28. Der Riemann-Rochsche Satz fiir eigentliche Classen.

Der Riemann-Rochsche Satz, der nach seiner gewohnlichen Ausdrucksweise die
Anzahl der willkiirlichen Constanten kennen lehrt, welche eine Function en-
thélt, die in einer gewissen Anzahl gegebener Punkte unendlich wird, enthélt
nach unserer Darstellungsweise eine Beziehung zwischen der Dimension und der
Ordnung einer Classe, resp. einer Classe und ihrer Ergénzungsclasse. Indem wir
uns zunachst auf eigentliche Classen beschrénken, schicken wir der Ableitung
dieser fundamentalen Relation die folgenden Bemerkungen voraus.
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1. In einer eigentlichen Classe A kann man nach g 19, 2. stets zwei zu
einander relativ prime Polygone 2, 2" auswéhlen (eines derselben kann in der
Classe beliebig angenommen werden). Setzt man also

_
T

z

und, wenn 2" ein beliebiges drittes Polygon der Classe A bedeutet:
;21// w Q{//

w =

AW
so ist nach g 17 w eine ganze Function von z, ¢ eine ganze Function von % Es
ist daher (g 22) der Exponent von w < 1.

Ist umgekehrt w eine ganze Function von z, deren Exponent < 1 ist, so hat
es die Form

wo 2" ein Polygon der Classe A ist. Wenn némlich

A w A

w:QTl’ Z_Qllgll

und A7 relativ prim zu 2A; angenommen wird, so kann zunichst, da w eine
ganze Function von z sein soll, 2; keinen Punkt enthalten, der nicht auch in A
enthalten wéire. Es kann aber auch 2(; keinen Punkt 6fter als 2l enthalten, weil
sonst £ in einem solchen Punkt (der nicht in 2" vorkommen kann) unendlich,
also keine ganze Function von % wére. Daher ist 2 theilbar durch 21y, und w
kann in die Form %” gesetzt werden.

2. Um also die Gesammtheit der Polygone der Classe A zu erhalten, haben
wir nur diejenigen ganzen Functionen von z aufzusuchen, deren Exponent < 1
ist.

Ist n die Ordnung der Classe A, also auch die Ordnung der Variablen z, und
bilden A1, Mg, ...\, eine Normalbasis von o mit den Exponenten rq,rg,...7,,
darunter 7, der letzte, welcher < 1 ist, so kann jede Function w, deren Exponent
< 1 ist, nach g 22, 2. in der Form dargestellt werden

W=C1A1 +CAx + -+ Cs g + zW7.

Da der Exponent von zw; aber nicht grosser als 1 sein kann, so muss w; eine
Constante sein, und daher

w=C1A1 + cada + -+ CsAg + Cs412.

Umgekehrt geniigt jede Function von dieser Form der gestellten Forderung. Es
ist also s+ 1 die Dimension der Classe A, welche hiernach, in Uebereinstimmung
mit § 21, 1., stets < n + 1 ist. Die obere Grenze n + 1 kann aber nur in dem
Falle p = 0 erreicht werden und wird auch wirklich erreicht, weil in diesem Falle
ro,T3,...Tn, = 1 sind. Daraus ergiebt sich,
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dass ein einzelner Punkt B3 nur, falls p = 0 ist, zu einer eigentlichen Classe
gehoren kann.

3. Wenn von den Exponenten 7541, 7s42,...7, einer grosser als 2 ist, so ist
sicher auch r, > 2, und es sind nach g 26, 2., wenn 3 das Verzweigungspolygon
in z bedeutet,

- A%90 - 2290, _AA'W
Hn = 3 HnZ = 3 3

Differentialquotienten erster Gattung nach z, also

2[9171 = Ql'QU
oder, da 2, ' relativ prim sind,
W =AB, W, =A'B,

d. h. die Classe A ist von der ersten Gattung (z eine Variable erster Gattung).
Machen wir daher zunéchst die Annahme, es sei A eine Classe zweiter Gattung,
so folgt

Tox1 =2, Tera=2, ... Tp=2

und
p=(r2—1)+ -+ -1+ (o1 -1+ +(rpn—1)=n—s
Die Dimension s + 1 der Classe A ist daher
(O,A)=n—p+ 1.

4. Machen wir zweitens die Annahme, es sei A von der ersten Gattung und
wie in g 27
q=(AW),
so existiren ¢ linear unabhéngige, durch 2 theilbare vollsténdige Polygone erster
Gattung, und die diesen entsprechenden Differentialquotienten erster Gattung
nach z, deren es ebenfalls ¢ und nicht mehr linear unabhéngige giebt, haben
den Ausdruck
A3B
v = 3
worin B ein Polygon von 2p — 2 — n Punkten bedeutet; die Classe B von B ist
die Erginzungsclasse von A, und daher ihre Dimension gleich ¢ (g 27).
Diese Functionen v haben aber die Eigenschaft, dass in den Eckpunkten von
2, d. h. fiir z = oo nicht nur zv, sondern auch

2, _ AAB
3

verschwindet, und sind hierdurch und durch die Forderung, Differentialquotien-
ten
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erster Gattung zu sein, vollig bestimmt. Denn ist
A2 ,  APW
= ’ vz" = ’
3 3
so muss, wenn z2v in allen Punkten von 2( verschwinden soll, 20 durch 2 theilbar
sein, da A’ relativ prim zu 2A vorausgesetzt ist. Es ist daher nach g 26, 3:

v

q=(Ts41=2) + (1532 = 2) + -+ (rn — 2),

andererseits
p=("st1— 1)+ (rsp2—1) +- -+ (1, — 1),
folglich:
p—qg=n—S8, S=n—p-+gq.
Hierin ist der Riemann-Rochsche Satz enthalten, dem wir, mit Riicksicht auf
g 27, fur diesen Fall folgenden Ausdruck geben kénnen: Sind A, B Ergdnzungsclassen

erster Gattung, von denen wenigstens die eine eine eigentliche ist, und a, b ihre
Ordnungen, also

a+b=2p—2,
S0 1st
0,4) - o=, - Ly
) 2(1' - ) 2 N
5. Wir kénnen, wenn wir den Fall (A, W) = 0 nicht ausschliessen, den

Riemann-Rochschen Satz fiir beide Falle dahin zusammenfassen:
Ist A eine eigentliche Classe von der Ordnung n, so ist thre Dimension

(O, A)=n—p+1+ (A4 W).

Da die Dimension einer eigentlichen Classe (wenn sie nicht aus dem einzigen
Nulleck besteht) mindestens = 2 sein muss, so folgt noch, wenn (A, W) = 0 ist,

nZp+1,

und daraus der von Riemann herrithrende Satz:

Jede Function, deren Ordnung < p ist, ist eine Function erster Gattung.

6. Es lasst sich mit Hiilfe dieser Sétze leicht beweisen, dass die Hauptclasse
W der vollstandigen Polygone erster Gattung stets eine eigentliche ist.

Ist ndmlich 9t der Theiler von W, so ldsst sich nach g 19, 2. in W ein
Polygon A9t der Art finden, dass 2 relativ prim zu 9 ist. Die Classe A von 2
ist eine eigentliche (g 21, 3.), und zugleich ist AM das einzige durch A theilbare
Polygon der Classe W (weil jedes Polygon in W den Theiler 9t hat). Also ist

(A, W) = 1.

Nun ist p die Dimension von W, also auch die von A, und mithin nach dem
Riemann-Rochschen Satze die Ordnung von A gleich 2p — 2, d. h. ebenso gross
wie die von W. Mithin ist 9 = O.
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g 29. Der Riemann-Rochsche Satz fiir uneigentliche Classen
erster Gattung.

Ist A eine Classe erster Gattung vom Theiler 9t und
A=mA,

so ist A’ eine eigentliche Classe erster Gattung. Es sei B die Erginzungsclasse
von A; B’ die von A’; a, b die Ordnungen der Classen A, B; m die Ordnung
von M. Die gesammte Classe B erhalt man, wenn man in sémmtlichen durch
M theilbaren Polygonen der Classe B’ den Factor 91 unterdriickt; denn ist

AB = A'MB = 2,
so gehort MW in die Classe B’, und umgekehrt, wenn
A'B =AMB =W

ist, so gehort B in die Classe B.
Hieraus ergiebt sich aber nach g 21, 2.

(0,B) = (0, B') —m.

Nun ist A’ eine eigentliche Classe von derselben Dimension wie A und von der
Ordnung a — m, also (g 28, 5.)

(OaA):(OaA/):a_m_p+1+(A/aW)7

oder
(0,A)=(0,B")—m+a—p+1;
daher )
(0,4)=(0,B)+a—-p+1= (O,B)+§(a—b),
also

1 1
A)—=a < (0,B) — =b.
(O, A) 2@7(0,) 2b

Da aber die Classen A, B mit einander vertauscht werden koénnen, so folgt in
gleicher Weise

1 1
B)—=b<(0,4A) — =
(0.B) - 3b£(0.4) - 5a.

d. h. X X
A)—-a=(0,B) - =
(0,4) ~ Ja=(0.B) - 3b,

wodurch der Riemann-Rochsche Satz in derselben Form wie in § 28, 4. fir
Polygonclassen erster Gattung allgemein nachgewiesen ist*).
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g 30. Uneigentliche Classen zweiter Gattung.

Es soll nun die Bedingung aufgesucht werden, unter der eine Polygonclasse
zweiter Gattung A von der Ordnung n tiberhaupt eine uneigentliche sein kann,
wobei sich die allgemeine Giiltigkeit des Riemann-Rochschen Satzes von selbst
ergeben wird.

1. Jede Classe A kann stets durch Multiplication mit einer andern Classe
N von der Ordnung v in eine eigentliche Classe AN verwandelt werden. Denn
ist 2 ein beliebiges Polygon in A, so wéahle man eine Variable z, welche in
sammtlichen Punkten von 2 endlich bleibt (g 15, 6.). Ist dann 7 eine beliebige
Function des durch 2 erzeugten Ideals in z, so ist das Obereck von n durch 2
theilbar, also von der Form 2491, und die Classe von A1 ist eine eigentliche.

2. Die Dimension der eigentlichen Classe AN zweiter Gattung ist nach g 28,
3.

(O,AN)=n+v—p+1,

und hieraus folgt nach g 21, 2.
(0O,A)2n—p+1.
Ist nun der Theiler 9t der Classe A von der Ordnung m, und
A=mA,

so ist A’ eine eigentliche Classe von derselben Dimension wie A, und mithin
(8 28, 5.)
(OvA) = (OvA/) = TL*T)’L7p+1+(A/,W),

also
(A", W) =2 m,

d. h. A’ muss gewiss von der ersten Gattung sein, wenn A eine uneigentliche
Classe ist. Ist also B’ die Erginzungsclasse von A’, so ist auch

(0,B') = m.

*) Nach der Ausdrucksweise von Christoffel (Ueber die canonische Form der
Riemannschen Integrale erster Gattung, Annali di Matematica pura ed appli-
cata, Serie II, Tomo IX) ist

AW)+a-p=(0,B)+a—p=(0,4) -1

der Ueberschuss,

(A,W)-1=(0,B) -1

der Defect des Punktsystems 2f.
Wiére aber (O, B’) > m, so wiirde sich nach g 20, 2. in B’ ein durch I
theilbares Polygon 9B finden lassen und es wére

A'MB = AB =2,
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also A von der ersten Gattung, gegen die Voraussetzung. Es ist also
(A W) =m

und folglich
(O,A)=n—p+1,

worin wieder der Riemann-Rochsche Satz fiir diesen Fall, genau in der Form von
g 28, 3. enthalten ist.

3. Enthéalt die Classe A nur ein einziges isolirtes Polygon, so ist (O, A) =
n —p-+ 1 =1, mithin n = p, d. h. ein isolirtes Polygon zweiter Gattung hat
stets die Ordnung p. Umgekehrt ist nach 2. jedes Polygon zweiter Gattung von
der Ordnung p ein isolirtes.

4. Unter Beibehaltung der Bezeichnung von 2. ist (O, B’) = m, und da-
her 14sst sich nach dem oft angewandten Satze (g 20, 2.) in B’ ein durch ein
beliebiges (m — 1)-Eck theilbares Polygon finden. Setzt man also, indem man
einen beliebigen Punkt 3 von 9 absondert,

M =PI,
so ist ein Polygon 9B in B’ enthalten und also
A'M'B = 2.

Das Polygon 2’97 = 2("” und seine Classe A” sind daher von der ersten Gattung,
und A hat, wenn P die Classe von ‘P8 bedeutet, die Form

A=PA".

Zugleich muss (A”, W) = (0O, B"”) =1 sein, d. h. die Ergidnzungsclasse B” von
A" enthélt nur ein einziges isolirtes Polygon B”, da sonst in B” ein durch %
theilbares Polygon existiren wiirde, und also auch A gegen die Voraussetzung
von der ersten Gattung wire.

5. Ist umgekehrt A” eine Classe erster Gattung, fiir welche (A", W) =1, so
dass die Erganzungsclasse B” von A" aus einem isolirten Polygon 9B" besteht;
ist ferner P ein in B” nicht aufgehender Punkt, und seine Classe P, so ist
A = PA” eine uneigentliche Classe zweiter Gattung von der Ordnung n, in
deren Theiler B aufgeht.

Dass A von der zweiten Gattung ist, ergiebt sich zunéchst aus der Annahme,
dass P in B” nicht aufgeht. Die Dimension von A ist daher nach 2.

(OaA):n_p+1a

wo n die Ordnung von A bedeutet; andererseits ist die Dimension der Classe
A" nach gg 28 und 29:

(O, AY=n—p+ (A" W)=n—p+1;

also sind A und A” von derselben Dimension. Simmtliche Polygone der Classe
A" gehen aber durch Multiplication mit ‘B in Polygone der Classe A iiber, und
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wegen der Gleichheit der Dimensionen wird hierdurch auch die letzte Classe
vollstdndig erschopft. Es enthalten daher simmtliche Polygone der Classe A
den Factor B, der sonach auch im Theiler von A aufgeht.

6. In dem besonderen Fall, wo das Geschlecht p des Korpers 2 den Werth
0 hat, kommen Polygone und Classen erster Gattung tiberhaupt nicht vor. Es
existiren also in diesem Falle auch keine uneigentlichen Classen. Die Dimension
einer jeden Classe ist um 1 grosser als ihre Ordnung. Insbesondere gehort also
auch jeder Punkt B zu einer eigentlichen Classe von der Dimension 2, und da-
her existiren in diesem Fall in 2 Functionen z, welche von der ersten Ordnung
sind. Durch eine solche lasst sich jede andere Function des Korpers rational
ausdriicken, denn die zwischen 2z und einer andern Variabeln des Korpers beste-
hende irreductible Gleichung ist in Bezug auf letztere vom ersten Grad (g 15,
7.).

g 31. Die Differentiale zweiter und dritter Gattung.

1. Ist jetzt nach der in g 25 eingefithrten Bezeichnung
2A

do = —
“ %
ein beliebiges Differential in 2, also, wenn a, b die Ordnungen von 2l und B
sind,
a=b+2p—2,

und werden 2(, B als relativ prim vorausgesetzt, so muss, wenn i, 3 Untereck
und Verzweigungspolygon fiir eine beliebige Variable z bedeuten, 422l mit 3B
aquivalent sein (g 25). Bezeichnet man also mit U, Z, A, B die Classen der
Polygone 4, 3, 2, 9B, so muss

U?A=ZB
sein. Andererseits ist aber, wenn W die Hauptclasse erster Gattung ist,
UW = Z,

woraus sich die Relation
A=BW

ergiebt. Ist umgekehrt 2 ein beliebiges Polygon der Classe BW, so folgt daraus
die Aequivalenz von 422 mit 3B, also die Existenz eines Differentials von der
Bezeichnung %. Daraus ergiebt sich, dass ‘B dann und nur dann Untereck eines
Differentials dw sein kann, wenn in BW ein zu B relativ primes Polygon existirt,
d. h. wenn der Theiler der Classe BW relativ prim zu B ist. Die Dimension der
Classe BW giebt dann zugleich die Dimension der zum Untereck 8 gehorigen
Schaar von Differentialen dew (g 25). Die Sétze g 30, 4., 5. ergeben daher, da
(W, W) =1 ist, das folgende Resultat.

a) Besteht B aus einem einzigen Punkt (ist b = 1), so ist die Classe BW
eine uneigentliche mit dem Theiler B; also kann die Ordnung b des Unterecks
eines Differentials dw nicht gleich Eins sein.
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b) Ist b = 2, so ist BW stets eine eigentliche Classe zweiter Gattung und
daher ihre Dimension
b+p—1.

Untereck eines Differentials kann also jedes beliebige Polygon von mehr als
einem Punkt sein, und es existiren unter den zu einem Untereck von der Ord-
nung b gehorigen Differentialen b+ p — 1 linear unabhdngige.

2. Wir suchen jetzt unter der Voraussetzung, dass b = 2 ist, fiir die Classe
A eine Basis der Art auf, dass jedes Element 2. dieser Basis ein Differential
dw, von moglichst einfacher Beschaffenheit liefert, n&mlich ein solches, dessen
Untereck eine Potenz eines einzelnen Punktes oder das Product aus nur zwei
verschiedenen Punkten ist.

Angenommen, es sei fiir die Classe BW eine solche Basis bereits gefunden

th%,ng,...Qal,h (1)

so bilden wir daraus, wenn P die Classe eines beliebigen Punktes 3 bedeutet,
eine ebensolche Basis fiir die Classe BPW von der Dimension b + p, ndmlich

PA;, PAs, .. Py g1, A (2.

Die ersten b+ p — 1 dieser Polygone gehoren wirklich der Classe BPW an und
sind von einander unabhéngig, weil es die Polygone (1.) sind; zugleich

sind die aus ihnen gebildeten Differentiale
PR A,

de, = -
T ps T B

mit den aus (1.) gebildeten identisch. Es kommt also nur noch auf die Bildung
von A" an, wobei zwei Falle zu unterscheiden sind.

a) Geht P in B auf und ist B = MP™, M nicht durch P theilbar, so ist
P™HLYV eine eigentliche Classe (weil m + 1 2 2, g 30, 4.), in welcher folglich
ein durch B nicht theilbares Polygon I existirt; setzt man nun 2 = 9N, so
gehort 2’ der Classe BPW an und ist durch B nicht theilbar, folglich auch nicht
in der Schaar (PRAq, PAs, ... PAyp—1), deren Theiler P ist, enthalten; mithin
sind die Polygone (2.) unabhéngig von einander, und da ihre Anzahl b + p ist,
so bilden sie eine Basis der Classe BPW. Das aus 2" gebildete Differential

;o A’ M
_“]3%_‘13"”1

hat die geforderte Form, da sein Untereck eine Potenz eines einzelnen Punktes
ist.

b) Geht B nicht in B auf, so wihle man ein fiir allemal einen in 9B aufge-
henden Punkt 31 und setze B = IMP; (gleichgiiltig ob M durch Py theilbar
ist oder nicht). Man wéhle sodann in der eigentlichen Classe PP;W ein durch
P und P nicht theilbares Polygon 91, so gehort A" = M wieder in die Classe

dw
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PBW , und da 2’ nicht durch 3 theilbar ist, so folgt wie oben, dass die Polygone
(2.) eine Basis von BPW bilden. Zugleich ist

, A N
o = = —_——,
BB PP
also von der verlangten Form.

Es bleibt noch iibrig, den Anfang dieser Operation zu beschreiben. Ist b = 0,
also B = O, so ist

BW =W = (201,20,,...20,)

(die Hauptclasse erster Gattung).
Ist b = 2, so wihle man aus der eigentlichen Classe BW ein Polygon 1,
welches relativ prim zu B ist; dann ist

BW = (B, BW,, ... BW,, N).

Geht man von dieser Basis aus, um in der oben beschriebenen Weise eine Basis
(1.) zu bestimmen, die dem beliebig gegebenen Polygon

B = miﬂl ;ng ;ng o
entspricht, und bestimmt die beiden Polygone 21/, B/ aus der Bedingung

A A
dw, = B B
so dass sie keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so sind die Polygone 9B/,
die als Unterecke der Differentiale dw, auftreten, folgende:

a) p-mal tritt der Nenner O auf, und die zugehorigen Differentiale dew, sind
die Differentiale erster Gattung.

b) Je einmal treten die Unterecke P72, B3, .. . P (wennmy = 2), B3, B3, ... BH'%;
B2, B3, .. B52, ... auf.

Die zu den Unterecken B" gehorigen Differentiale dw, werden, wenn eine
genauere Unterscheidung néthig ist, mit dt(p--1) bezeichnet und heissen Differ-
entiale zweiter Gattung.

¢) Endlich treten die Producte 1Bz, P1Ps, ... (bei festgehaltenem Py) je
einmal auf. Die zugehorigen Differentiale dwo, werden mit dmp, ) bezeichnet
und heissen Differentiale dritter Gattung.

Jedes Differential dw, dessen Untereck 95 ist, kann in der Form dargestellt
werden

dw = icr dw, (3.)

mit constanten Coefficienten c,., welche die Normalform des Differentials dw
genannt wird. Hat man jedes der einzelnen Differentiale dw, auf eine bestimmte
Art gewahlt, so ldsst sich die Normalform auch nur auf eine einzige Weise
herstellen, was unmittelbar aus der linearen Unabhéingigkeit der Differentiale
dw, folgt.
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g 32. Die Residuen.

1. Ist dw ein beliebiges Differential in 2 und B ein Punkt, der m-mal im
Untereck B desselben vorkommt (m = 0), so wéhle man eine Variable z so,
dass sie in 8 co! wird. Es lisst sich dann (nach g 15, 4.), und zwar nur auf eine
Weise, setzen

Cz—f = 22" 2t 32" P+t arz4ag+ a1z + 272, (1.)
worin die a Constanten, i eine Function in €2, die in 8 endlich ist. Der Coeffi-
cient —a_; von —z~! in diesem Ausdruck heisst das Residuum des Differentials
dw in Bezug auf den Punkt 3. Aus dieser Definition ergeben sich die folgenden
Satze:

2. Das Residuum in Bezug auf einen Punkt B kann nur dann von Null
verschieden sein, wenn m > 0, d. h. wenn der Punkt 8 im Untereck von dw
wirklich vorkommt, und ist daher fiir die Differentiale erster Gattung immer
gleich 0.

3. Das Residuum einer Summe von Differentialen ist gleich der Summe der
Residuen der einzelnen Differentiale.

4. Das Residuum eines eigentlichen Differentials ist stets gleich 0. Ist ndm-
lich o eine Function in €, und wenn die b Constanten, ¢’ eine in 3 endliche
Function bedeuten,

0 =bpz™ +bpm_12™ bzt 0

so ergiebt sich durch Differentiation dieses Ausdruckes nach z, da ‘% in P
unendlich klein von mindestens zweiter Ordnung ist (g 23, 10.)1?, dass in dem
Ausdruck fiir Z—Z ein Glied mit z~! gar nicht vorkommt, womit die Behauptung
erwiesen ist.

5. Das Residuum eines Differentials dw ist unabhéngig von der Wahl der
Verdnderlichen z. Ist ndmlich z; eine zweite Verdnderliche von derselben Beschaf-

fenheit wie z, also, wenn a constant, ¢ in 8 endlich ist:
z=az +(, (2.)

so ergiebt sich, wenn zur Abkiirzung

m—1 m—2
o — Ay —27 + Am—3% 4t apz
m—1 m — 2
gesetzt wird:
dw dw dz da _q, dz dz71
= =—-—+4+a_12 ——1N

dizl B Edizl le le le ’

19 Editorial note: Printed "g 23, 10.", but g 23 has only articles 1.9. and formulas (1.)(9.).

The fact used is presumably g 23, 8.: the order of ‘;—g is the difference of the orders of a — g
do’

and 8 — Bo (following formula (7.)). Here z is co® in 9§ and ¢’ is finite there, so “7 has order
at least 1 — (—1) = 2.
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Nun ist, wenn ¢/, ¢”” in 93 endliche Functionen sind, wie sich nach g 23 und g 15,
4. leicht ergiebt:

dz~1
-1 —2 1 —2 11
=z, +2;°C =z

! ! ’ dz ! ’

g
le

und daraus folgt nach 3., 4. die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung*).

6. Die Summe der Residuen eines jeden Differentials dw in Bezug auf alle
Punkte B ist stets gleich Null.

*) Man kann bei der Definition des Residuums auch eine Verénderliche r zu
Grunde legen, die in B unendlich klein in der ersten Ordnung ist. Ist dann

—— =" a4
dr
und 7 in B endlich, so ist a; das Residuum von dw in Bezug auf .

Beim Beweise dieses wichtigen Satzes konnen wir uns auf die Betrachtung der
Residuen beschrinken, welche zu den simmtlichen im Untereck 8 von dw aufge-
henden von einander verschiedenen Punkten gehoren; wir fiigen jedoch zu diesen
noch so viele von einander verschiedene willkiirliche Punkte mit verschwinden-
den Residuen hinzu, bis wir ein aus lauter einfachen Punkten bestehendes einer
eigentlichen Classe angehoriges Polygon B1Bs . . . B, erhalten. Dann wéahlen wir
eine Variable z von der Ordnung n, deren Untereck eben dies Polygon ist, welche
also in jedem der Punkte 1,2, . . . B, und nur in diesen oo’ wird. Unter diesen
finden sich dann sémmtliche von einander verschiedene in B aufgehende Punkte.
Es ergiebt sich unter dieser Voraussetzung fiir c =1,2,...n

Lzl—f = ax)dzm*2 + a%)732m73 +t a((f) + a(f)lzf1 + W22, (3.)
wo n*) eine in P, endliche Function bedeutet. Lassen wir fiir die Constanten
a® auch den Werth 0 zu, so kann der Exponent m unabhéngig von ¢ angenom-
men werden (m ist dann, wenn nicht alle ag,;)_Q verschwinden, der Exponent
der hochsten Potenz eines einzelnen Punktes, welche in 8 vorkommt). Der zu

L
beweisende Satz besteht dann darin, dass Ea(f)l = 0 ist. Um ihn zu beweisen,

bilden wir die Spur der Function 42 fiir die Variable z (g 2) und bedienen uns

dabei einer Erweiterung des Verfahrens g 16, 4. Wir wahlen ein Functionensys-
tem g1, 09, ... 0, in  folgendermassen: Es sei

01 =0" in Py, Ps,...P,, endlich und von Null verschieden in
QQ — Om in ml,mg, . mn7 ”» ” ”» b ” ”

J— m 3 » » 7 9 b »
AQTL_O 11’1‘31,%27...%”71,
Sind nun 1, x9,...x, rationale Functionen von z, und ist

N=2x101+T202+ -+ Tnon
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eine Function in , welche fir z = oo, d. h. in PBy,Po, ... P, endlich ist,
SO miissen T1,Ts,...T, ebenfalls fiir z = oo endlich sein. Sind ndmlich die
T1,Ta,...T, flir z = oo nicht alle endlich, so existirt ein positiver Exponent r
von der Beschaffenheit, dass die Producte z127 ", 22277, ... 2,27 " fiir z = co alle
endlich sind, und mindestens eines von ihnen, etwa x1z~" von Null verschieden;
dann enthélt aber die Gleichung

Nz =x127 01+ F X2 on

den Widerspruch, dass im Punkte 937 die linke Seite und alle Glieder der rechten
Seite mit Ausnahme des ersten verschwinden.

Hieraus ergiebt sich zugleich, wenn man 1 = 0 setzt, dass die Functionen
01,02, ... 0n €ine Basis von ) bilden. Setzt man daher, indem man mit z, ,
rationale Functionen von z bezeichnet,

dw
EQL =2,101 +T, 202+ + T, n0n, (1=1,2,...n) (4.
so ist (g 2)
S ((Zj) =T1,1 + T2+ + Typ. (5.)
Nun ist, wie aus (3.) hervorgeht, 2=™+24Zp,fiir z = oo endlich und daraus

ergiebt sich nach der soeben bewiesenen Eigenschaft der Functionen p, dass auch

2TmH2,

Ly

fiir z = oo endlich sind. Nun sind z. B. in dem Punkt Bs die Functionen
01, 03, . - . 0, unendlich klein in der m*® Ordnung, wihrend po dort endlich und
von Null verschieden ist. Daher werden in 32 die Functionen

dw
Z——01, 2Z%1,101, <T1,303, ... ZT1n0On

dz
alle verschwinden, und es muss mithin auch zz; 2 fiir z = oo verschwinden.
Das Gleiche folgt fir zz; 3,...221, und allgemein fiir 2z, ,/, sobald ¢, ¢/ von
einander verschieden sind. Daher wird 22@7, fiir z = oo endlich sein.
Setzt man nun, indem man z, eine neue rationale Function bedeuten lasst,
(¢) me2 + a(L)igszS N a(:)12’71 + 1,sz27 (6)

Lo = Ay 2 m

so folgt aus (3.)
- dw

== ),

und aus (4.)

(Y — )0, = Pz 101 + -+ 2221001 + 222410001 o+ 22T 000
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Da nun in B, n(L) endlich und p, von Null verschieden, ferner alle Glieder der
rechten Seite Null sind, so folgt, dass auch z, im Punkte B3,, und mithin, da es
rational ist, fiir z = co endlich ist. Aus (5.) und (6.) ergiebt sich dann

d L L L L _ L L _ 2 —
S <w> =al) p2" 2+ Bal) g2 4+ 20 T 4 ST (7)

dz m

Nun ist aber andererseits, wenn wieder 4l das Untereck, 3 das Verzweigungspoly-
gon von z ist:

dw U™

dz 3B’
und B enthilt keinen Punkt, der nicht auch in &l enthalten ist. Daraus
ergiebt sich wie in g 26, dass "fl—f, als Function von z aufgefasst, eine Function

des zu o complementdren Moduls ¢ ist, und mithin ist

dw
o putad
eine ganze rationale Function von z (g 11, 4.). Beachtet man dies, so folgt aus

(7.) Xz, = 0 und ferner der zu beweisende Satz

L
(E)a(,")l = 0.

Wir kénnen diesem Satze auch den folgenden Ausdruck geben: Das Residuum
eines Differentials zweiter Gattung dt(p-) in Bezug auf den Punkt ‘B ist Null.

Die Residuen eines Integrals dritter Gattung dm g, q,) in Bezug auf ‘B1, Ba
sind einander gleich und entgegengesetzt, und sicher von Null verschieden, da
sonst dr ein Differential erster Gattung sein wiirde.

Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich noch mittelst 4., dass ein eigentliches
Differential do, in der Normalform dargestellt, kein Differential dritter Gattung
enthalten kann. Es verdient ferner erwéhnt zu werden, dass die Residuen des
logarithmischen Differentials ‘{T‘T ganze Zahlen, ndmlich die Ordnungszahlen der
Function o sind (zufolge g 23).

g 33. Relationen zwischen Differentialen erster und zweiter
Gattung.

1. Es sei o eine Function in Q mit dem Untereck
B = hpre =t (m1,ma, ... >2)
und dem Verzweigungspolygon (g 16)
6 = &P TIPL

worin &’ durch die als verschieden vorausgesetzten Punkte B1,‘Bo, ... nicht
theilbar ist. Demnach ist in der symbolischen Bezeichnung von g 25 das eigentliche

Differential
S &’

DD G

do
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woraus zunachst hervorgeht, dass ein eigentliches Differential niemals von der
ersten Gattung sein kann.

2. Das eigentliche Differential do, welches in seiner Darstellung durch die
Normalform nur Differentiale erster und zweiter Gattung enthalten kann, gehort
zu der Schaar derjenigen Differentiale, deren Untereck

B =PPT2 = BP R,

ist. Umgekehrt wird man also auch in einer solchen Schaar, vorausgesetzt dass
my, ma,... = 2 sind, und dass B’ zu einer eigentlichen Polygonclasse gehort,
stets mindestens ein eigentliches Differential do finden. Denn dazu ist nach 1.
nur erforderlich, dass in € eine Function o mit dem Untereck 9B’ existirt.

3. Hieraus ergiebt sich nun der folgende wichtige Satz. Alle Differentiale
zweiter Gattung lassen sich linear mit constanten Coefficienten darstellen durch
p besondere passend gewdhlte Differentiale zweiter Gattung, durch Differentiale
erster Gattung und durch eigentliche Differentiale.

Um dies einzusehen, wihle man ein beliebiges Polygon zweiter Gattung A
von der Ordnung p. Ist nun B ein beliebiger Punkt, r ein positiver Exponent,
so ist das Polygon 2P" gleichfalls von der zweiten Gattung, und folglich kann
der Theiler 9 der zugehorigen Classe nicht durch P theilbar sein, weil sonst
AP"~L also auch 2A ein Polygon erster Gattung wire (g 30, 4.). Setzt man
daher

AP = MV’

so wird P nicht in 9% aufgehen, und folglich enthalt %’ den Factor B genau
r-mal oOfter als 2. Zugleich gehort %’ in eine eigentliche Classe. Ist nun

%/ — mm+rm/m/%//ml/
so gehen die Punktpotenzen ™, P ™" ... alle in A auf. Setzen wir also
% — gpm—&-'f‘—&-lm/m/-i-lm//m”—&-l = %/mm/m// o

so existirt nach 2. in der zu dem Untereck 8 gehorigen Differentialschaar gewiss
ein eigentliches Differential do. Die Darstellung desselben durch die Normalform
enthilt sicher das Differential

dt (pm+r) (1.)

und ausserdem alle oder einige der Differentiale

dt(;_p), dt(mz), C dt(q}nl) . dt({p‘mﬂ»r—l),
diy,  digge), ... gy, 2.)
dt(fp//), dt(mt&)’ . dt(m//m”)

nebst Differentialen erster Gattung. Es ldsst sich also das Differential (1.)
linear und mit constanten Coefficienten durch (2.), durch Differentiale erster
Gattung und durch do ausdriicken.
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Ist daher das p-Eck zweiter Gattung
A= PPUPLe ..
so erkennt man durch wiederholte Anwendung des hier beschriebenen Ver-
fahrens, dass alle Differentiale zweiter Gattung in der Weise, wie unser Satz
es ausspricht, darstellbar sind durch die p Differentiale
dt(&pl) e dt(m;m),
dt(q_;z) e dt(m;nz), (3.)

Braunschweig und Koénigsberg i. Pr., im October 1880.
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