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Les fonctions transcendantes considérées jusqu’a présent par les géometres
sont en tres-petit nombre. Presque toute la théorie des fonctions transcendantes
se réduit a celle des fonctions logarithmiques, exponentielles et circulaires, fonc-
tions qui, dans le fond, ne forment qu’une seule espece. Ce n’est que dans les
derniers temps qu’on a aussi commencé & considérer quelques autres fonctions.
Parmi celles-ci, les transcendantes elliptiques, dont M. Legendre a developpé
tant de propriétés remarquables et élégantes, tiennent le premier rang. L’auteur
a considéré, dans le mémoire qu’il a 'honneur de présenter & 1’Académie, une
classe trés-étendue de fonctions, savoir: toutes celles dont les dérivées peuvent
étre exprimées au moyen d’équations algébriques, dont tous les coefficients sont
des fonctions rationnelles d’'une méme variable, et il a trouvé pour ces fonctions
des propriétés analogues a celles des fonctions logarithmiques et elliptiques.

Une fonction dont la dérivée est rationnelle a, comme on le sait, la propriété
qu’on peut exprimer la somme d’un nombre quelconque de semblables fonctions
par une fonction algébrique et logarithmique, quelles que soient d’ailleurs les
variables de ces fonctions. De méme une fonction elliptique quelconque, c’est-
a-dire une fonction dont la dérivée ne contient d’autres irrationnalités qu’un
radical du second degré, sous lequel la variable ne passe pas le quatrieme degré,
aura encore la propriété qu’on peut exprimer une somme quelconque de sem-
blables fonctions par une fonction algébrique et logarithmique, pourvu qu’on
établisse entre les variables de ces fonctions une certaine relation algébrique.
Cette analogie entre les propriétés de ces fonctions a conduit I’auteur a chercher
s’il ne serait pas possible de trouver des propriétés analogues de fonctions plus
générales, et il est parvenu au théoreme suivant:

«Si l'on a plusieurs fonctions dont les dérivées peuvent étre racines d’une
méme équation algébrique, dont tous les coefficients sont des fonctions rationnelles
d’une méme variable, on peut toujours exprimer la somme d’un nombre quel-
conque de semblables fonctions par une fonction algébrique et logarithmique,
pourvu qu’on établisse entre les variables des fonctions en question un certain
nombre de relations algébriques.»

Le nombre de ces relations ne dépend nullement du nombre des fonctions,
mais seulement de la nature des fonctions particulieres qu’on considére. Ainsi,
par exemple, pour une fonction elliptique ce nombre est 1; pour une fonction
dont la dérivée ne contient d’autres irrationnalités qu’un radical du second degré,
sous lequel la variable ne passe pas le cinquieme ou sixieme degré, le nombre
des relations nécessaires est 2, et ainsi de suite.

Le méme théoréme subsiste encore lorsqu’on suppose les fonc- tions multi-
pliées par des nombres rationnels quelconques positifs ou négatifs.

On en déduit encore le théoreme suivant:

«On peut toujours exprimer la somme d’un nombre donné de fonctions, qui



sont multipliées chacune par un nombre rationnel, et dont les variables sont
arbitraires, par une somme semblable en nombre déterminé de fonctions, dont
les variables sont des fonctions algébriques des variables des fonctions données.»

A la fin du mémoire on donne 'application de la théorie & une classe par-
ticuliere de fonctions, savoir, & celles qui sont exprimées comme intégrales de
formules différentielles, qui ne contiennent d’autres irrationnalités qu’un radical
quelconque.

[1]
Soit
0=po+py+py’+-+po1y" ' +y" =x(y) (1)

une équation algébrique quelconque, dont tous les coeflicients sont des fonctions
rationnelles et entieres d’une méme quantité variable z. Cette équation, sup-
posée irréductible, donne pour la fonction y un nombre n de formes différentes;
nous les désignerons par 3/, y” ...y, en conservant la lettre y pour indiquer
I’'une quelconque d’entre elles.

Soit de méme

0(y) =qo+qy + @y® + -+ gno1y™ " (2)

une fonction rationnelle entiere de y et x, en sorte que les coefficients qo, q1,¢2 . . . Gn_1,
soient des fonctions entieres de x. Un certain nombre des coefficients des di-
verses puissances de x dans ces fonctions seront supposés indéterminés; nous

les désignerons par a,a’,a”, etc. Cela posé, si I'on met dans la fonction 6(y),

au lieu de y, successivement v/,3” ...y, et si 'on désigne par r le produit de
toutes les fonctions ainsi formées, c’est-a-dire si ’on fait

r=0(y)-0(y")...0(y"™), ()

la quantité r sera, comme on sait par la théorie des équations algébriques, une
fonction rationnelle et entiere de x et des quantités a,a’,a”, etc.
Supposons que l'on ait
r = Fox - Fx, (4)

Fyx et Fx étant deux fonctions entieres de x, dont la premiere, Fyz, est in-
dépendante des quantités a,a’,a”, etc.; et soit

Fzr=0. (5)

Cette équation, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités
a,a’,a”, etc., donnera z en fonction de ces quantités, et on aura, pour cette
fonction, autant de formes que I’équation F'z = 0 a de racines. Désignons ces
racines par i,z ...T,, et par x, l'une quelconque d’entre elles.

L’équation F'xz = 0, que nous venons de former, entraine nécessairement la
suivante r = 0, et celle-ci en ameéne une autre de la forme

0(y) = 0. (6)



En mettant dans cette derniere, au lieu de x, successivement x1,x3...7,, et
désignant les valeurs correspondantes de y par yi,¥s2...%,, on aura les u équa-
tions suivantes:

O(y1) =0, 6(y2)=0...6(y,) =0. (7)

2]
Cela posé, je dis que si l'on désigne par f(x,y) une fonction quelconque ra-

tionnelle de z et y, et si I'on fait

dv = .f(a:la yl) d':cl + f(x27y2) dzZ +-+ f(f;uyu) d.’L’H7 (8)

la. différentielle dv sera une fonction rationnelle des quantités a,a’, a”, etc.

En effet, en combinant les équations 6(y) = 0 et x(y) = 0, on en peut tirer
la valeur de y, exprimée en fonction rationnelle de x et des quantités a, etc.; en
désignant cette fonction par p, on aura donc

y=p et f(z,y)=f(zp) 9)
Mais en différentiant ’équation Fx = 0, on aura
Fl'z.doe+6Fz =0,

en désignant, pour abréger, par F'x la dérivée de Fx par rapport a x seul, et
par 6 F'x la différentielle de la méme fonction par rapport aux quantités a,a’, a”,

etc. De la on tire
0Fx

dr = — s (10)
et par conséquent
[z, p
fle.y)dr = L8P spe = o) ()

ot il est clair que @2 () est une fonction rationnelle de x, a, a’, a”’, etc. Au moyen
de cette expression de la différentielle f(z,y) dz, la valeur de dv deviendra

dv = @a(x1) + pa(x2) + -+ + @a(z,).

Or, le second membre de cette équation est une fonction rationnelle des quan-
tités a,a’,a” ... x1, 22 ... x,, et en outre symétrique par rapport a x1, T2 ... T,;
donc dv peut s’exprimer par une fonction rationnelle de a,a’,a” ... et des coef-
ficients de ’équation F'z = 0; mais ces coefficients sont eux-mémes des fonctions
rationnelles de a,a’, etc.; donc dv le sera de méme, comme on vient de le dire.

Si maintenant dv est une fonction différentielle rationnelle des quantités
a,a’,a’ ... son intégrale ou la quantité v sera une fonction algébrique et log-
arithmique de a,a’,a”.... L’équation (8) donnera donc, en intégrant entre
certaines limites des quantités a,a’,a” ...

/ flar,p) dry + / f(@2y2) ds + - + / [y de, = v, (12)



ou bien en faisant

/f x1,y1) dry = Y1 (21); /f T2, y2) dry = Pa(x2); /f Tps Yp) dxy = (),
(13)
Y1(z1) + Ya(22) + P3(x3) + -+ + Pu(zy) = 0. (14)

Voila la propriété générale des fonctions i1 (1), P2 (x2), etc., que nous avons
énoncée au commencement de ce mémoire.

[3]

Les formes des fonctions 1 (1), ¥2(z2), etc., dépendent, en vertu des équations
(13), de celles des fonctions y1,¥2 . ..y,. Ces dernieres ne peuvent étre choisies
arbitrairement parmi celles qui satisfont & I’équation x(y) = 0; elles doivent en
outre satisfaire aux équations (7); mais comme on a plusieurs variables indépen-
dantes, a,a’,a” ... il est clair qu'on peut établir entre les formes des fonctions
Y1,Y2 - - - Yu, un nombre de relations égal a celui de ces variables. On peut donc
choisir arbitrairement les formes d’un certain nombre de fonctions y1,y2 ... y,;
mais alors celles des autres fonctions dépendront, en vertu des équations (7), de
celles-ci et de la grandeur des quantités a,a’ . ... Il se peut donc que la quantité
constante d’intégration contenue dans la fonction v change de valeur pour des
valeurs différentes des quantités a,a’,a” ...; mais par la nature de cette quan-
tité, elle doit rester la méme pour des valeurs de a,a’,a” ... contenues entre
certaines limites.

Les fonctions x1,3,...x,, sont déterminées par I’équation F'x = 0; cette
équation dépend de la forme de la fonction 6(y); mais comme on peut varier
celle-ci d’une infinité de maniéres, il s’ensuit que I’équation (14) est susceptible
d’une infinité de formes différentes pour la méme espeéce de fonctions. Les fonc-
tions x1,x2,...T,, ont encore cela de tres-remarquable que les mémes valeurs
répondent & une infinité de fonctions différentes. En effet la forme de la fonction
f(z,y), de laquelle ces quantités sont entierement indépendantes, est assujettie
a la seule condition d’étre une fonction rationnelle de x et y.

[4]

Nous avons montré dans ce qui précede comment on peut toujours former la
différentielle rationnelle dv; mais comme la méthode indiquée sera en général
tres-longue, et pour des fonctions un peu composées, presque impraticable, je
vais en donner une autre, par laquelle on obtiendra immédiatement I’expression
de la fonction v dans tous les cas possibles.

On a par I’équation (3)

r=0(y) 0y")...00™),
donc, en différentiant par rapport aux quantités a, a’,a”’, etc., on obtiendra

1

or =

0 /

r
50y
9 gy O



or, on a Ay = 0, donc le second membre de I’équation précédente se réduira a
r
o0 660y, et 'on aura par conséquent

Y

r
or = — 60y.
r oy y

Maintenant on a
r=Fyx- - Fx

ou Fyz est indépendante de a,a’,a”, etc.; donc, en différentiant, on obtiendra
or = Fox - 0Fx

et, par conséquent, en substituant et divisant par Fyx, on trouvera

- 00
§Fr — %Y
Fox - Oy
Par 1a, la valeur de
d 0Fx
T =——
F'x
deviendra )
r
dr=————-—040
o Foxr-F'z Oy Y
et en multipliant par f(z,y)
flw.y)d e f(@y) - 6
T rT=———"f(z,y) — .
Y Fox - F'z Y 0y Y
En remarquant maintenant que ﬁ s’évanouit, car autrement on aurait
)

y®) =y, il est clair que I'expression de f(z,y) dx peut s’écrire comme il suit:

1 /
f(z,y)dz = —Mx{f(%y)

o
0y’

r
ay//

50y + f(2,y") = 00y" + -+ f(a,y™) — 59?/(77')}'

Pour abréger, nous désignerons dans la suite par XF;(y) toute fonction de la
forme

R+ R+ R+ + F™);
et par la la valeur précédente de f(x,y)dx deviendra

1 r
de = ———— -3 — 0y. 15
[z, y)dx For 'z flz.y) 5y 0% (15)
Cela posé, soit x'(y) la dérivée de x(y) prise par rapport & y seul, le produit
f(z,y) - X' (y) sera une fonction rationnelle de = et y. On peut donc faire

flx,y) X'y = P



ou P et P; sont deux fonctions entieres de x et y. Mais si ’on désigne par T le
produit P(y’) - P(y") ... P(y™), on aura!

F
or m peut toujours s’exprimer par une fonction entiere de x et y et T par
Y

une fonction entiere de x, donc on aura

Py T
Ply) T’

ou 77 est une fonction entiere de x et y; mais toute fonction entiere de = et y
peut se mettre sous la forme

tott-y+ta- g+t Y = filz,y), (16)
ou tog,t1,...tn_1, sont des fonctions entieres de x seul. On peut donc supposer

o fl(x,y)
flz,y)x'y = AR

f2(x) étant une fonction entiere de x sans y.
De 1a on tire
fl ((E, y)

fa(x) - X' (y)
En substituant maintenant cette valeur de f(x,y) dans 'expression de f(z,y) dx
trouvée plus haut, il viendra

fl(wvy) d 1 Efl(:E’y) r 59y

[l y) = (17)

(18)

y—
fa(z) - X'y Fox - F'z - fox X'y Oy

r
Dans le second membre de cette équation la quantité fi(z,y) - o0 est une
Y
fonction entieére par rapport a x et y; on peut donc supposer
T

59 — / n—1
5y 0% R'(y) + R(z)y" ",

fl(xvy) ’

ou R/(y) est une fonction entiére de = et y, dans laquelle les puissances de y ne
montent qu’au (n — 2)¢ degré; R(z) étant une fonction entiére de = sans y. On

aura donc , .
R e
s @) e ST | pay ¥
X'y By X X'y
L Editorial note: Printed P;((;J)) = % - Pi(y) - % — an apparent misprint for 7' (just

defined in the preceding sentence as the product P(y’)- P(y") ... P(y(™)); the identity is only
trivially true (multiply and divide by T) if the first factor reads %, and the corresponding
passage in Abel’s Oeuvres compleétes (1881) reads % throughout. Reproduced here as printed.



Or, on a
XW) =W -y —y") ... —y™),

X)) =" =) —y") . (" —y™), etes
donc, d’apres des formules connues,
/ n—1
ZR/(y) —o x¥
X' () X'y
Par conséquent
fl (1“7 y) r
by — 00y = R(x). 19
T (@) (19)
fl (I7 y) L

La fonction X 00y peut donc s’exprimer par une fonction entiere

X'y by
de x seul sans y. Les quantités a,a’,a”, etc., d’ailleurs y entrent rationnellement.
Par 1& I’équation (18) donnera

z, R(x
f2(z) X'y fa(z) - Fox - F'x
En mettant dans cette équation au lieu de x successivement x1,xa,...2,,
on obtiendra u équations qui, ajoutées ensemble, donneront la suivante

dv — filz,yn)doy | fi(ze, y2) das - J1(@p, yu) dzy, _
f2x1 - X'y faza - X'y2 foxy - X'y
fg.’L’l 'Fo.’El -F/£U1 f2$2 'F()LEQ -F/LL'Q fgaiu -F()!L‘H 'F'.’Eu.
Si donc on désigne par LF)(z) une somme de la forme
Fi(z1) + Fi(w2) + Fi(as) + -+ Fi(z,),
I’expression de dv pourra s’écrire comme il suit:
R
dv = (=) (22)

M)
foxr - Fox - F'z’

Cela posé, soient

Fox = (x — B1)*(x — Bo)H2 ... (1 — Bo)He
fot = (& = Bu)™ (z — Ba)™ ... (& — )™ A (23)
R(z) = (x — B1)" (x — B2)*2 ... (x — Ba)Pe - Ry(x).

—~

B1, B2, ... Ba, étant des quantités indépendantes de a, a’, a”’, etc.; py, po, ... m1, ma,
etc., étant des nombres entiers, zéro y compris; et Ry(x) étant une fonction en-
tiere de .

ok ko,



En substituant ces valeurs de Fyz, fox, R(z) dans Uexpression de dv, elle
deviendra

Rl (l‘)

-y
dv A-Fig-(z— fr)atmi—ki(g — By)hatma—ha (g — By )ha+ma—ka

ou bien en faisant, pour abréger,

p1t+mi— ki =v1; pot+me —ke =V .. fha + Ma — ko = Vg (24)
A-(w—B)" (& — B2) ...z — )™ = Oua (25)
R1($)
dv=-%——-—. 2
v O1x- F'z (26)
Maintenant on peut toujours supposer
Ry (z) R ()
=R
911’ 2(56') + 91:6 ’

ol Ra(x) et Rs(z) sont deux fonctions entieres de x, le degré de la derniere
étant plus petit que celui de la fonction #;x, en substituant, il viendra donc

RQ(I) » Rg(x)

dv=-% — )
v F'x 01z F'x

(27)

Ry(x)
. le . 92 .

Puisque z1,22,...2,, sont les racines de I'’équation Fz = 0, on aura, en
désignant par o une quantité indéterminée quelconque

La fonction —% peut se trouver de la maniere suivante.

1 1 1 1 1 1 1

 — C— C— C—,
Fa o—x1 Flvy a—x9 F'xg a—-z, Fzx,

c’est-a-dire,

1 1 1
=43 28
Fo + a—x F'z’ (28)

d’ou l'on tire, en développant

suivant les puissances descendantes de «,
-

1 1 1 1 T 1 ™
by 4+ +

Fa « F'z o2 F'x am+l F’x+

™ 1
d’ot il suit que ¥ —— est égal au coeflicient de ——— dans le développement de
F'z amtl

la fonction o O ce qui revient au méme, a celui de — dans le développement
e’ o
m

1
de o En désignant donc par II- F () le coefficient de — dans le développement
« x
d’une fonction quelconque F} x, suivant les puissances descendantes de x, on aura

m m

x x
F'z Fx’




De la il suit que

Fl(IE) -1 F1($)

Flgz — Fzx '

en désignant par Fiz une fonction quelconque entiére de z. On aura donc, en
mettant Ro(z),

b

Ry(z) _ o Ra(z)
> 1?":5 =1 }27‘:10 ’ (29)

mais ayant
Ry (2) R3(z) | Ra(z),

01z - F'z  Oix-F'z Fiz’

on aura aussi

b1z Fxr  61z-Fx Fux

Or, le degré de Rs(x) étant moindre que celui de 6z, il est clair qu’on aura

II

R3 ()

Hiz
01z - Fx

0,

donc Ro(2) ()
2\ T - 1\xr
= F'z _H91x-Fx'

Le second terme du second membre de 1’équation (27), savoir la quantité
Rs(x)

by 9z F'z se trouve comme il suit:
Soit
Ryr) _ ADaP AT A AP A

bz 33—61+(w—ﬁ1)2+m+(1‘—B1)”1+33—52+(33—52)2+m (v — Ba)v2

ou bien, pour abréger,

Rd(l') ,{ Al A2 Al, }
=3 + +o
01 z—p  (x—p)? (xz —B)”
on aura d 1 d 9
o dip _ "Cp _
Al*ry-dﬁv—l’ Az F(u—l)dﬁV—Q""A” b,
ou

_ (z=P)"- Rs(x)

- 011’

pour z = f3; c’est-a-dire
I'(v+1)- R3(B)

0" ’

en désignant par QEV):E la v dérivée de la fonction 6z par rapport a x, et par
I'(v+1)leproduit1-2-3...(v—1)-v.



En substituant ces valeurs des quantités Ay, As,... A,, il viendra

Ry(z) d"~'p d’?p d"3p
=X — 1) - v -2)-
0 Gopdp TV ) a2 e g
1
Maintenant on a, en désignant 3 par gq,
T —
_ 1 _dg 1 1 d4
(x=p)?  dp’ (z—B)* 2 dp?’""
1 1 d”*lq.
(x—B) T(v) dpv—V’
donc I'expression de M peut s’écrire comme il suit:
1T
1 v—1 -1 v—2 -1 —9 v—3 2
R?’(w):z’ d 7p.q+1/ .d 7p-@+(y )(v ).d 7P.M+..._~_
1 }
01 (x) [(v) | dpr—1 1 dpv—2 dg 1-2 dpv—3 dp?
" (pa)
Or la quantité entre les accolades est égale a W, donc
Ry(z) _ oo 1 d"(pa)
01 I'(v) dpv—t "’

d’ott 'on tirera, en substituant les valeurs de p et ¢, et remarquant que I'(v+1) =
v F(V)v

Ryw) _ g, 4 { Ry (B) }

= vV .
b1 gt 0”8 (x - B)
En substituant cette expression au lieu de M dans la fonction X M,
01z 012 F'z
il viendra
v—1
b1z F'x F'z dgr—1 0§V)B~(x—ﬁ)
ou bien
R3(x) , d' | R3(B) 1
by =X . DY . 1
O1xF'x v dﬁu—l agu)ﬁ (33 _ ﬂ) .Fly (3 )

Or, comme nous avons vu plus haut (28),

1 1

E(x—ﬁ)~F’x__F7/3’

donc

Ry () cd [ Ry(B)
W—E”dgu—l'{ }

05 Fp

10




mais ’équation
Rl (:E)
91 X

R3()
9137

= Rg(l‘) —+

donne, si 'on multiplie les deux membres par 612 — 3, et qu’on fasse ensuite

x=p,
Ri(B) _ Rs(B)

0 o\’

donc, en substituant,

Ry(x)  , d! Ry(B)
T T {e&”’ﬂ - Fﬂ} | .

Rg(l‘) ot D Rg(:l?)

Ayant ainsi trouvé les valeurs de X ——~—~ P’équation (27)

Frx Oz F'x’
donnera, pour la différentielle dv, I’expression suivante,
v—1
dv = —II 0R1($> + Xy dd =1 { (fl(ﬁ) }a (33)
1z Fa B 0\"B - Fp
ou bien
v—1
o= 11 @), d — Ry () (34)
012 - Fx dav= | 6z - Fa
(33 = 617627 N BOC)
Maintenant on a (19)
00
R(z) = % fl(a/xy) T S0y = Fox - Fx- 3 f1(3/3,y) o6y
X'y Oy Xy Oy

et (23)
Ri(z) = R(z) - (x — 1) " (z — Ba) %2 ... (x — Ba) Fe;

donc en faisant, pour abréger,
For-(x—B1) M (z—B) 7% ... (. — Ba) "

= (z— B R (z — Bo)P27R2 | (z — By = Fou, (35)
fl ('/Ea y) @

X'y Oy
et en substituant cette valeur de Ry(z) dans l'expression précédente de dv, on
obtiendra:

Rl(.’lﬁ):ng-Fm-Z

9

v—1
dU:_H@Zfl($7y)@+E/V d -FZir Efl(xvy)@ . (36)
o= Xy Oy dev=t oMy~ Xy Oy

11



Sous cette forme la valeur de dv est immédiatement intégrable, car Fox, 01z, f1(x,y)
et x'y, sont toutes indépendantes des quantités a,a’,a” ... auxquelles la différen-
tiation se rapporte. On aura donc, en intégrant, pour v, ’expression suivante:

F: av—1! F:
U:C_H.ﬁgfl(af’y) log Oy + X'v T 24 Zfl(g/c’y) log 0y » (37)
o = Xy dev=t | gz X'y
(x = PB1,B2,.--Ba);
ou bien en faisant, pour abréger,
j&(x7y)
¥ -——logby = p(x), 38
For 'y 280 o(z) (38)

sz E]jl(xvy)
0z X'y
et remarquant que d’apres (23), (24), (25) et (35),

log By = ¢1(x),

91%
For = —,
2 fém
, du—l
UZC—H-L,D(CC)-FZVW{@N?}; (39)

voila I’expression de la fonction v dans tous les cas possibles. Elle contient,
comme on le voit, en général, des fonctions logarithmiques; mais dans des cas
particuliers elle peut aussi devenir seulement algébrique et méme constante.
En substituant cette valeur au lieu de v dans la formule (14), il viendra

v—1
¢1($1)+¢2(1‘2)+"'+’¢H($M)ZC—HQO(Q:)—&-E/VddTW, (40)
ou bien pour abréger:
v—1
Sip(z) = C—H¢x+2uddT‘P_lf""”) (41)
lorsqu’on fait
P1(z1) + Pa(z2) + -+ Yu(z,) =S(x) et X =13 (42)

[5]

Nous avons supposé dans ce qui précede que la fonction r aurait pour facteur
la fonction

Fox = (z — )" (x — B2)2 ... (x — Ba)le.

Sinon tous les exposants pi1, ta, - . . o, SONt égaux a zéro, il en résultera néces-
sairement certaines relations entre les coefficients des fonctions qg, g1, q2, - - - gn—1,
relations qui toujours peuvent s’exprimer par des équations linéaires entre ces
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coefficients; car si r = 0 pour x = g, il faut aussi qu’'on ait une équation de
la forme 6y = 0 pour la méme valeur de x; mais cette équation est linéaire.
En général donc la fonction 7 n’aura pas de facteur comme Fyzx, c’est-a-dire

indépendant des quantités a,a’,a” .... Ce cas mérite d’étre remarqué:
Ayant (19)
R(z) =% 7‘701(9,6"1}) 00y,
X'y Oy
on aura en général, si Fox = 1, k1 = ko = k3 = --- = ko = 0 (on peut faire la

méme supposition dans tous les cas), on aura donc en vertu de (35) et (25)
Fr=1, 60ix=Fafx= fu,

la valeur (38) de ¢y deviendra donc (en remarquant que vq3 = mq, vo = ma,
etc., et désignant v par m)

3 fl(%?y) logey’
XY

(plx = .
e

et par conséquent la formule (41) (en désignant par B la valeur de y pour z = f3)

log0B » .

log y+Xm
faz - X'y for Xy oY agm=t | ffmp~ x'B

m—1
filey)dr _ o o i) d { L A(8.B)
(43)
Pour le cas particulier ou fox = (x — 8)™, on aura fQ(m)B =1-2...m, donc
en substituant

filz,y)de fi(z,y) 1 dmt f1(B, B)
E/Mw—C—szw/logﬂy+1.2...(m_1) dpm—1 {(i) VB logaB}.

Sim =1, il vient

hlzy)de o filzy) N8, B)
Z/(I*B)x’y_c ZH(I*ﬂ)x’ylogeijz B l0efB (45)

et sim=0

5 / h@ydr _ o o il@9) 1., (46)
XY XY
Dans la formule (43), le second membre est en général une fonction des
quantités a,a’,a”, etc. Si on le suppose égal & une constante, il en résultera
donc en général certaines relations entre ces quantités; mais il y a aussi certains
cas pour lesquels le second membre se réduit a une constante, quelles que soient
d’ailleurs les valeurs des quantités a,a’, a”, etc. Cherchons ces cas:
D’abord il est évident que la fonction fox doit étre constante, car dans le cas
contraire le second membre contiendrait nécessairement les quantités a,a’,a”, . ..
vu les valeurs arbitraires de ces quantités.
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En faisant donc fox = 1, il viendra

fl (ZIZ, y)
b
X'y
Or, en observant que ces quantités a,a’,a”, ... sont toutes arbitraires, il est

fl(xvy)

dr=C - s &Y 1500,
X'y

clair que la fonction ¥ log Ay développée suivant les puissances descen-

dantes de x, on aura la formule suivante:

Agzto 4+ Alx“0_1 + ...
R-logx = +A#O+M+AL;’2+“.
x x
R étant une fonction de z indépendante de a,a’,a”, etc., pg un nombre entier,
et Ao, A1,... Auy, Ay, ete., des fonctions de a,a’,a”, etc.; donc pour que la
fonction dont il s’agit soit constante, il faut que pg soit moindre que —1; et par
conséquent la plus grande valeur de ce nombre est —2.

Cela posé, en désignant par le symbole hR le plus haut exposant de x dans
le développement d’une fonction quelconque R de cette quantité, suivant les
puissances descendantes, il est clair que pg sera égal au nombre entier le plus
grand contenu dans les nombres:

p filey) o Ay hfl(xay(”))
Xy Xy Xy

)

il faut donc que tous ces nombres soient inférieurs a 'unité prise négativement.

Or, si A est une fonction de x, on aura, comme il est aisé de le voir,
1

R
h— =hR—-hR
Rl 1

par conséquent

hfi(zy') <hx'v' =1, hfi(e,y") <hxX'v" =1, . hfi(z,y™) < hx'y™ -1,
(47)
De ces inégalités on déduira facilement dans chaque cas particulier la forme
la plus générale de la fonction fi(z,y).
Comme on a

Xy =W -y ~y")... (¢ —y"™)

X)) =W =) —y") .y —y™),  ete.,

il s’ensuit que

'y =hy —y")+h(y — ")+ +h(y —y™)
hx/(y//) _ h(y// _ y/) + h(y” o y///) N h(y” _ y(n))7 ete.
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Supposons, ce qui est permis, que 'on ait
hy' Z hy",  hy" Zhy", hy" Z hy", by D Z hy™ o (49)

de sorte que les quantités hy', hy”, hy', ... suivent l'ordre de leurs grandeurs
en commencant par la plus grande. Alors on aura, en général, excepté quelques
cas particuliers que je me dispense de considérer:

h(y/ _ yll) — hy/7 h(y/ _ y///) — hy/, h(y/ _ yiv> — hyl
~h(y —y™) = hy,
h(y// _ y/) — hyl7 h(y// _ y///) — h,y//7 h(y/l _ yiv) — hy//
~h(y" —y™) =hy", (50)
h(y/// _ y/) — hyl, h(yll/ _ y//) — hy//, h(y/” _ yiv) — hylll
S h(y" =y ™) =hy,
etc., etc.

Si ces équations ont lieu, on se convaincra sans peine, en supposant

filz,y) =to+tiy +tay® + -+ tn 1y, (51)
que les inégalités (47) entrainent nécessairement les suivantes:

h(tnlylm) < thy/ o 1; h(tmy”m) < hX/y// _ 17 h(tmy///m) < hX/y/// _ 1, .
(52)
m étant un quelconque des nombres 0,1,2,...n — 1.
D’ou l'on tire, en remarquant que

h(tmy™) = htm + h(y™) = hty, +m - hy,
les inégalités
Wt < hX'y —m-hy' =1, hty < hx'y"—m-hy" =1, .. htp, < hyx'y"™ —m-hy™ —1.
Or, au moyen des équations (48) et (50), on aura

hxX'y' —m-hy —1=(n—-m—1)hy —1,

'y —m-hy" —1=mn-m-2)hy" +hy’ — 1,
X'y —m-hy" —1=(n—-m-3)hy" +hy +hy" —1,
etc.,
Ay Y by (Y 1 = hy (D !y ey (D)
Ry ™ —m hy™ ™ 1 = hy 4 by + - 4 Ry 1,

Ay D iy (D) 1 = gyt oy iy by 1,

etc.,
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a'y™ —m - hy™ —1=—m-hy™ + hy + hy” + - + hy" V) — 1.

En remarquant donc que les quantités hy’, hy”, ... suivent lordre de leurs
grandeurs, il est clair que le plus petit des nombres

1,1

W'y —m-hy' =1, hx'y" —m-hy” —1, ete., hy'y"™ —m-hy™ —1

est égal a
hy’ + hy + hy/// ¥ hy(nfmfl) -1

Donc la plus grande valeur de ht,, est égale au nombre entier immédiatement
inférieur a cette quantité, et on aura

htm = hy +hy" + -+ by =24, (53)

ol €,_m_1 est le nombre positif moindre que 'unité qui rend possible cette

équation.
/

m
Cela posé, soit hy' = —-, m' et y’ étant deux nombres en- tiers et la fraction
L

m . . . .
— réduite a sa plus simple expression, alors il faudra que I'on ait
I

hy/ = hy” = hy”l = e e = hy(m) = ﬁ.

Car si une équation de la forme xy = 0 est satisfaite par une fonction de la

forme

Y= Axw + etc.,
cette méme équation est aussi satlsfalte par les p/ valeurs de y qu’on obtiendra
en mettant au lieu de :w : alxu a2xw SOy 1:w 1,00, a9,... a1, étant
les 1’ racines de I'équation a"' —1=0.

Parmi les quantités hy’, hy”, ... hy™ il y en a donc i’ qui sont égales entre
elles. De méme le nombre total des exposants qui sont égaux & une fraction
réduite doit étre un multiple du dénominateur.

On peut donc supposer

hy = hy" = = hy®) = ﬁ,,
K 7
hy (K +1) = py(K'+2) — hy ") = Iz
hy "+ = py (K" +2) — .. = (") = m/I/I//’ o
etc., !
hy(k(s_l)ﬂ) _ hy(k(5_1)+2) =...=hym = 7:((:))7

ou

k= n/NI§ K= /~L + n//'u// B =/ M + n//u// + TL”/,uH/ ete.
n=n' ’u + n//M” + n///ﬂ/// 4t n(E)M(E)a
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m' m”  m) e . .
— 55+ — sont réduites a leur plus simple expression; et
p )
n',n”,n",...n() sont des nombres entiers.
Supposons maintenant dans lexpression de ht,,, que m = n — k(@) — g —
1, B étant un nombre moindre que k(@1 — k(@) clest-a-dire moindre que
n(@tD @+ ] viendra alors

les fractions

=

hy +hy" + -+ hy(k/)
—|—hy(k,+1) + hy(kur?) N hy(k“)
+etc.
+hy(k(a_1)+1) + hy(k(a_l)JrQ) S hy(k(a))
+hy(k(a>+1) 4 hy(k(a)+2) NI hy(k(a)Jrﬁ)
+€k(a)+6 -2

Aty _jer—pg—1 =

or, les équations (54) et (55) donnent

!

hy'+hy”+~-—|—hy(k') :k’~ﬁ:n'm'

/

%
hy(k’+1) + hy(k’JrZ) +ot hy(k”) _ (k” _ k_/) . miﬁ —n"'m"
M//
etc.,
(at1)
R41) (k+p) _ g, M
hy +---+hy = LoD

donc, en substituant

n'm! +n"'m"” + " m" ..+ n(a)m(a)

hty ke g1 = mla+l) (56)
o +ﬁ ° + Ek:("‘)+ﬁ - 2

M(OH‘I)
Quant a la valeur de €)1 g, il est clair qu’en faisant

(a+1) (at1),

2 : ’sk('l)-‘,-ﬁ = Aﬁ )

cette quantité Agyﬂ) sera le plus petit nombre entier positif, qui rend le nombre
B - mlatl) 4 Agaﬂ) divisible par x(**1; on aura donc

24 n'm +n"m """ n(O‘)m(O‘)
Aty e _g_1 = B-mlatD) 4 A(ﬁa+1) (57)
+ M(O‘Jrl)

En faisant dans cette équation o = 0, il viendra

B-m' + Ay

htn—ﬁ—l =-2+ Nl )
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. B-m/+ Ay L ) . .
si donc ————— < 2; ht,_p—1 est négatif, et par conséquent il faut faire
t,—p—1 = 0; car, pour toute fonction entiere ¢, ht est nécessairement positif,
m' + Aj

y < 2; donc t,_1

zéro y compris. Or, en faisant § = 0, on a toujours

est toujours égal & zéro, c’est-a-dire la fonction fi(x,y) doit étre de la forme
A y)=to+ti-y+ta-y>++tpp1-y" 7" (58)
ot A’ étant plus grand que zéro, est déterminé par I’équation
B8 -m + AL,
"}
I

/

d’ot1 il suit que 3’ est égal au plus grand nombre entier contenu dans la fraction
!/

%H.

Une fonction telle que fi(x,y) existe donc toujours & moins que ' ne sur-
passe n — 1. Pour que cela puisse avoir lieu, il faut que

!/
i/—l—l:n—l—e.
m

ou € est une quantité positive, zéro y compris; de la il suit
m’ 1

?_n,1+5‘

Or, la plus grande valeur de p’ est n, donc cette équation donne

= ou — = —.

Or, je dis que dans ces deux cas l'intégrale /f(x,y) dx peut s’exprimer
!/

m
au moyen de fonctions algébriques et logarithmiques. En effet, pour que —-,
1

qui est le plus grand des exposants hy’, hy”, ... hy(™, ait une des deux valeurs
1

n—

variable x que sous une forme linéaire. On aura donc

, —, il faut que I’équation yy = 0, qui donne la fonction y, ne contienne la

xy=FP+z-Q,
ou P et Q sont des fonctions entiéres de y; de 1a il suit
d PdQ - Q dP
rT=—= r=———
Q Q?
° P PdQ -Q dP
(= Q Q*
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ou il est clair que R est une fonction rationnelle de y; par conséquent 'intégrale
Rdy, et par suite / f(z,y) dz, peut étre exprimée au moyen de fonctions

logarithmiques et algébriques.
Excepté ce cas done, la fonction fi(z,y) existe toujours; en la substituant
dans I’équation (46), elle deviendra

to -+t ottty gy DY 4
XY
Un cas particulier de cette équation est le suivant:
z/ﬁié—f:a (60)
XY
ou k et m sont deux nombres entiers et positifs, tels que
Iu/
m<n— vk 1; (61)
. (et1)
k- < _1 + nlm/ + n”m” + PN + n(o‘)m(a) + ﬁL;
u(a—i—l)

m=n—k®—g-1; B<mltpletD),
et il est clair que cette formule peut remplacer la formule (43) dans toute sa
généralité.
Puisque le degré de la fonction entiere t,,, est égal a ht,,, cette méme fonction
contiendra un nombre de constantes arbitraires égal & ht,, + 1. La fonction
fi(z,y) en contiendra donc un nombre exprimé par

hto + bty + -+ htp_g—1 +n—f3,
ou bien, comme il est aisé de le voir,
hto+hty +---+htp_g—1+---+htp_o+n—1.

En désignant ce nombre par -, on trouvera aisément, en vertu de I’équation qui
donne la valeur générale de ht,,,

_ Ay Ay oy Dm A A A 2+ A

(n

",

u

_1)

m'’ -

v

!/ !/

MI ‘LL/ /‘L /‘L /‘LN H// M//
or, en remarquant que m’ et p’ sont premiers entre eux, on sait par la théorie
des nombres que la suite Af, A}, AL, A5,... A contiendra n’ fois la suite
des nombres naturels 0,1,2,3,... 4 — 1, donc

!/
n'p'—1»

wp =1)

Ag+ AT+ Ay + -+ Ay =00+ 1424+ p = 1) =n"- 5
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de méme

) = 1)

A+ AT+ Ay + Ay =00+ 142+ +p" = 1) =n 5

etc.
En substituant ces valeurs et réduisant, la valeur de v deviendra

7 — —n—|—1—|—%m'n’(n'u’—l)—i—%n'(u’—1)+%m"n”(n”’u"—l)+%n”(,u"—l)—l—etc.,

RS %n(s)m(e)(n(s)M(E) — 1)+ %n(g)(,u(s) —1)4---
_"_n/m/nllu// + (n/m/ _"_ n//m//)n///u/// + (n/m/ + n//m// + n/llm///)niv/j/iv
tete.... 4+ (n'm/ +n"'m" + - + nETVMED)RE) L),

ou bien en remarquant que

n = nlul —|— n”'u// _|_ e _|_ n(E)/,L(E), (62)
= n/M/ (mln;_ 1>_|_n//'u// (m/n/ + m,/n;/ — 1)+n///M/// (m/n/ + m//n// + m///n;// — 1)
IR CWE <m’n' e e E D)) m()”()—l)
2
n/(m/ + 1) n//(m// + 1) n///(m/// + 1) n(e)(m(s) + 1) 1
2 2 2 2 ’
Comme cas particuliers on doit remarquer les deux suivants:
1. Lorsque
/
/ 1" n) M
Dans ce cas € = 1, et par conséquent
m! —1 r41
yzn’ﬂ’.L,n’.m+ +1 (63)
2 2
Si en outre ' =n, on aura n’ =1, et
m —1
T=(n-1) " (64

2. Lorsque toutes les quantités hy’, hy”, ... hy™, sont des nombres entiers.
Alors on aura

//:MN:MH/:"'::U(E):L

et si 'on fait de plus
TLI:’I’L”:"':TL(E) :1’

on aura £ = n, et par conséquent en substituant,

y=m—-1)m 4+ n—-2)m" +n—-3)m" +--+2m" D LY _p 41,
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c’est-a-dire en remarquant que m’ = hy’, m” = hy”, etc.
vy =(n—1hy'+(n—2)hy" +(n—3)hy" +---+2hy™2 + hy™=V —n41. (66)

Dans le cas ot tous les nombres hy', hy”, ... hy"1 sont égaux entre eux,
la valeur de v deviendra

nn—1 n - hy
7(2)~hy'n+1(n1)~< 2y1). (67)
La formule (59) a généralement lieu pour des valeurs quelconques des quan-
tités a,a’,a”, ... toutes les fois que la fonction 7 n’a pas un facteur de la forme
XY

Fyx; mais dans ce cas elle a encore lieu, sinon Fyz et s’évanouissent

fl(xuy)

pour une méme valeur de z. Alors la formule dont il s’agit cesse d’avoir lieu, et
on aura au lieu d’elle la formule (40), qui deviendra, en faisant foxr =1,

Z/M — C_Hzmlogegﬁ_zy art { 015 Y (8, B) logQB}
XY X

1y dﬂ”*l 951/),8 x'B
(68)
c’est-a-dire, en remarquant que
s fl;”fyy) log Oy = 0,
fi(z,y) dz ' | 6.8 f1(8,B)
[ ————=C+2X DY log 6B 69
/ X'y T g o\ XB & (69)
1
Maintenant on a (19)
fl (.’IJ, y) r
R(z) = — 00y;
(@) X'y Oy
d’ou il suit que si M conserve une valeur finie pour z = (1, la fonction

entiere R(x) aura (z — 1) pour facteur, donc
k:1:,u1 et Vlz,ul—kq:O.

Par 1a on voit que, dans le second membre de 1’équation précédente, tous
les termes relatifs a des valeurs de (3, qui ne rendent point infinie la valeur de

.B) . , : PR
%B)’ s’évanouiront; par conséquent ledit nombre se réduit a une constante,
X
X'y

si Fox n’a pas de facteur commun avec )
1\Z,y
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[6]
Reprenons maintenant la formule générale (14), et considérons les fonctions

Z1,%2,3,...2,. Ces quantités sont données par I’équation F'x = 0, en fonctions
des quantités indépendantes a,a’, a”, etc.; soient

1= fila,d’,d”,...); xo= fa(a,d’,d”,...);...

z, = fu(a,d’,ad”,. ).

Si maintenant on désigne par « le nombre des quantités a,a’,a”, ... on peut
en général tirer de ces équations les valeurs de a,a’,a”,... en fonctions d’'un
nombre o des quantités x1,xs ... x,; par exemple, en fonctions de x1, T2, ... Tq.
En substituant les valeurs de a,a’,a”,... ainsi déterminées, dans les expres-
sions de Zq41, Ta+2, - - - Ty, ces dernieres quantités deviendront des fonctions de
X1,Ta,...,Tq; et alors celles-ci seront indéterminées. La formule (14) deviendra
donc

0= ¢1($1)+¢2($2)+"'+1/)a($a)+1/1a+1(96a+1) (70)

+wa+2($a+2) +o 4+ %(%)’
ol Z1,%2,...Tq, sont des quantités quelconques, To11,Za+2,. .2y, des fonc-
tions algébriques de x1, s, ... x4, et v une fonction algébrique et logarithmique
des mémes quantités.
Les quantités a,a’,a”,... et Tat1,ZTat2,...2,, se trouvent de la maniere
suivante. Les équations (7) donnent les suivantes:

eyl =0, 0y2 =0,... 9ya =0, (71)
qui toutes sont linéaires par rapport aux quantités a,a’,a”, ... Elles donneront
donc ces quantités en fonctions rationnelles de x1,y1;%2,Y2;%3,Y3;- - Tas Ya-
Maintenant si ’on substitue ces fonctions au lieu de a,a’, a”, ... dans I’équation

Fx =0, la fonction Fx deviendra divisible par le produit (z—z1)(x—x2) ... (x—
Zo); CAr ON &

Fr=B-(z—z1)(x—x2)... (¢ —2a)(@ —Tag1) ... (& — ).

Fx

ar 'z, équatio
(x_xl)(x—wz)...(x—xa)pr T, I'equation

En désignant donc le quotient

Flz=0 (72)

sera du degré p — a, et aura pour racines les quantités zo41,...2,. Quant aux
coefficients, dans cette équation, il est aisé de voir qu’ils seront des fonctions
rationnelles des quantités

T1,Y13 T2, Y2; Loy Yoo

De cette maniére donc les p — o quantités Ta41,...7,, sont déterminées en
fonctions de x1, o, . .. 2, par une méme équation du (u — «)° degré.
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Les équations (71) sont en général en nombre suffisant pour déterminer les
« quantités a,a’,a”, ... mais il y a un cas ot plusieurs d’entre elles deviendront
identiques. C’est ce qui arrive lorsqu’on a a la fois

171:$2:"':17k§ y1:y2:~-~:yk;

car alors
Oy, = Oy = - - = Oys,.

Or, dans ce cas on aura, d’apres les principes du calcul différentiel, au lieu
des k équations identiques,

0y =0, Oy =0, ..., Oyr=0,
les suivantes
d9y1 d20y1 dkgyl
J— =0 =0, ... =0 73
" T dxy T da? ’ dzk ’ (73)

qui, jointes aux équations

gykJrl =0, ... an =0,

détermineront les valeurs de a,d/, ...al* 1.

La formule (70) montre qu’on peut exprimer une somme quelconque de la
forme

Pr(x1) + Yo(z2) + -+ + Yalxa),

par une fonction connue v et une somme semblable d’autres fonctions; en effet
elle donnera

Y1(z1) + Ya(w2) + -+ Yalza) =
V= {Vat1(Tat1) + Vata(Tar2) + -+ Pulzu)}- (74)

[7]

Dans cette formule le nombre des fonctions ¥a4+1(Tat1), Yat2(Tat2), - Yu(zLu),
est tres-remarquable. Plus il est petit, plus la formule est simple. Nous allons,
dans ce qui suit, chercher la moindre valeur dont ce nombre, qui est exprimé par
1 — a, est susceptible. Si la fonction Fyx se réduit a 'unité, tous les coefficients
dans les fonctions qq, q1, g2, - - - ¢,—1 seront arbitraires; dans ce cas donc on aura
(en remarquant que, d’aprés la forme des équations (71), un des coefficients
dans les fonctions qg, ¢1, . .. peut étre pris a volonté sans nuire a la généralité),

a = hqo+ hq1 + hga + -+ - + hgp—1 +n — 1.

Si Fyx n’est pas égal a 'unité, il faut en général un nombre hFyx de condi-
tions différentes pour que I’équation

Foxr-Fx=r
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soit satisfaite; mais la forme particuliere de la fonction y pourrait rendre moindre
ce nombre de conditions nécessaires. Supposons donc qu’il soit égal a

hFoyz — A, (75)
le nombre des quantités indéterminées a,a’,a”, ... deviendra
a=hq +hq +hga+ -+ hgn_1+n—1—hFyz+ A; (76)

maintenant on a
hr = hFpx + hFx = hFgx + p,

donc
w=hr —hFyz, (77)

et par conséquent
w—a=hr—(hg+hg +hqg+--+hg,—1)—n+1—A. (78)
Mais comme on a (3)
r=0y -0y"...0y",
il est clair que
hr = hoy' + hoy" + -+ hoy™ (79)
donc
p—a=hiy +hoy" + -+ hoy™
—(hgo + hg + -+ + hgn_1) —n+1— A. (80)
Ayant maintenant (2)

Oy =qo+qy+ay*+- - +ag_1y"

on aura nécessairement, pour toutes les valeurs de m,
hOy > h(qmy™),

ou le signe > n’exclut pas I’égalité. Donc en faisant

y=yy" "y,
et remarquant que
hamy™) = hgm +m - hy,

on aura aussi
ROy > hgm+m-hy's  hOy" > hgm+m-hy", ... h0y"™ > hgm+m-hy™. (81)

Cela posé, désignons par n',m’, u’, k';n”,m”, u” k"; etc...les mémes choses
que plus haut dans le numéro [5], et supposons que h(g,, y'*"*) soit la plus grande
des n/p/ quantités,

/nfl), :

’ h(Qn—Qy,n72)'

5 ...h(qn_l_k/y/nilik/)'

h(Qn—ly
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en sorte que
hgp, + p1hy’ > hgn—p-1+ (n— B —1)hy'. (82)
!/
En désignant, pour abréger, hq,, par f(m), et mettant % au lieu de hy/, il
est clair que cette formule donne

!’

Flor) = fn =B =1) = (=5 =1 = p) - 25 -y + 4

(depuis B =0, jusqua 8=k —1),

ou A,IB est un nombre positif moindre que 'unité et E/B un nombre entier positif,
zéro y compris.
Soient de méme

m
Fps) = fn= 5= 1) = (n= 6= 1= pa) "+ )+ A
(depuis 8 =K/, jusqu'a 8 = k" — 1),
I//
(,03) (n* *1):(717 717103) ///JrEgIJrA»IBH
(depuis 8 = k", jusqu’a =k — 1)

etc.,
(m (84)

)
m m m
flom) = fn—B—-1)=n-F-1- pm)7+€( CD
pmy OB B

(depuis 8 = k(™1 jusqua g = k(™ — 1),

etc.,
m(e) . .
flpe) = fln=B-1)=(n-B—-1- pE)WJrs(ﬁ)JrAg)

(depuis f = kY, jusqua g =n —1).

Af, A%, Ag), étant des nombres positifs et moindres que 'unité, et £}, €7,
etc., des nombres entiers positifs, en y comprenant zéro.

Considérons 1'une quelconque de ces équations; par exemple, en donnant a
B les k(™ — k(m=1) yaleurs,

ﬂ — k(nb—l)’ k(m—l) + 17 k(m—l) + 2’ o k(m) _ 17

on obtiendra un nombre k(™) —k(m=1) Q’équations semblables; et en les ajoutant
il viendra

m(m)
(k(m)_k(mfl)) <f(Pm) + pm - ,u(m)> = %(Qn_k(m)_k(mfl)_l)(k(m)_k(m 1))

+A +A R Al(rm k(m—1 _1
(

rel™ 4 elm 44 Engn),)_k(m_m_l
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+fn—=1—km D) 4 f(n—2— k™ D) 4. 4 f(n— k™),

Or,
() — p(m=1) — py(m) ,(m)

donc en substituant,

m(m) 3
n(m)u(m) (f(ﬂm) +pmu(m)> _ %(Qn _ k(m) _ k.(m 1) _ 1) . n(m)m(m)

AT+ A 4 AT
(m) | _(m)

+ey e T+ te

(m)
n(m) pm) 1

+f(n—1—E™m D)4 fn— k™).

Or, en remarquant que Agm) est le nombre moindre que I'unité qui, ajouté
(m)
m
an—pf—1-— pm)w, rend cette quantité égale & un nombre entier, on voit
I

sans peine que la suite

AT 4 AT Al

n(m) y(m) _ 19
qui est composée de n(™ u(™) termes, contiendra n(™ fois la suite des nombres

0 1 2 plm — 1
p(m)? plmy? o (my T m)

i )

donc

(m) e (m) _
AE) ) _|_ Al ) + e —|— Agl(")”/i(m)—l = M(m)

R () () () 1)
= — 1,m) ,(m) _
2 - plm) 5™ (p 1). (85)

En substituant cette valeur, et faisant pour abréger,
(m) (m) (m) _
€0 +€1 +"'+5n(m)u(m)71 —Cm7

il viendra

(m)
() ) ( F(om) + P TZ(m) ) — 120 — KO — ROmD) 1)) g )

+5n™ (™ = 1) + G

+fn— k™D 1) 4 4 f(n— k™). (86)
Maintenant on a, en désignant hy™) par o(m),
PR 1) = ok +2) = (kY +3) == (kM) (87)
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en remarquant que hy("™ conserve la méme valeur pour toutes les valeurs de m,
de k(m=1Y 41 4 k(™). Les inégalités (81) donneront donc

(D 4+ 1) + (™D 4+ 2) + (Y 4+ 3) + - 4 (k™)

m(™) _
> (f(pm) + Pm - (m)> : (k(m) - k(m 1))
7

(m)
m
> n(m)'u(m) <f(,0m) + P - M(m)> ,
donc on aura en vertu de ’équation précédente,
(™™D 4+ 1) + (™D 4+ 2) + (kMY 4+ 3) + - 4 (k™)

+f(n =k 1)+ f(n— k™D —2) 4 4 f(n — kM),

En faisant dans cette formule successivement m = 1,2, 3, ... et puis ajoutant
les équations qu’on obtiendra, il viendra

e(1) +9(2) +93) + -+ p(n)

fin=1)+f(n=2)+ fn—=3)+---+ f(1) + f(0)
+in'm'(2n — kK — 1)+ in' (1 — 1)+ Cy
+%n”m”(2n _ k// _ k/ _ 1) + %n//(uu _ 1) + 02

>
+%n’”m’”(2n kM — 1) 4 %n///(um _ 1) + 03
+ ..
En substituant les valeurs des quantités &/, k", k", ... savoir,

", 1, " " "

K=nt/; K =np/ 40"y K =n'p/ +0"0" +0"y",  ete,

et pour n sa valeur (55)

" 1"

n:nlul+n Iu ++n(5)u(5)’
on obtiendra
hoy' + hOy" + Oy + - + hOy™ — (hgo + hq1 + hga + - - + hgn_1)

> +C1+Cy+Cs+4---+C,
ou l'on a fait pour abréger
p—1
2

’ ’o ! nlp’lil "o " (e),,(e) !
¥ =nm 5 +nut AN+ +n -
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+n"'m" (ll’u; -1 + ") VY 4 n(E)M(E)) +n. ””2_ 1
4.
=D =) (”(1)1‘(21)1 —|—n(€)u(5)> 4. <u<512> - 1)
1 n©m© % e % (88)
De cette formule combinée avec I’équation (80) on déduira
p—a>y -n+1—-A+Ci+Cy+---+C.. (89)

Or, je remarque que le nombre ' — n + 1 est précisément égal & celui que
nous avons désigné précédemment par v, équation (62), donc

p—a>y—A+C;+Cy+ -+ C.. (90)
Cette formule nous montre que 1 — « ne peut étre moindre que v — A; or, je
dis qu’il peut étre précisément égal a ce nombre.
En effet c’est ce qui arrive lorsqu’on a

()
f(pm) + pm Ty (91)
L

(k™)
et
Ci+Co+Cs+---+C.=0;

or on peut démontrer de la maniére suivante que ces équations pourront avoir
lieu.

En se rappelant la valeur de C,,, il est clair que 1’équation (91) entraine la
suivante:

e(ﬂm) =0 (depuis 8=k jusqua g = k™ —1);
donc en vertu des équations (83) et (84)

mem
f(”—ﬂ—l)Zf(ﬂm)—(n—ﬁ—l—Pm)W— B
(depuis 8 = LD jusquia 8= kM) — 1). (92)

Il s’agit maintenant de trouver la valeur de f(p,,). Or équation (91) donne

m(m) m(m)

f(ﬂm)“!‘me > f(/%x)“!‘ﬂaT (93)

m)
pour toutes les valeurs de m et de a. De la on tire, en désignant pour abréger,

m@

W par oq, (94)
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f(pm) - f(pa) > (pa - Pm)Jm- (95)

En faisant m = a—1, et ensuite changeant « en m, de méme que o en m—1,
on obtiendra les deux formules

{f(pm) — F(pm-1) < (Pm1 = Prm) - Om—1,

flpm) = f(pm—1) > (Pm—1— pm) - Om. (96)

Par 1a on voit que la différence entre la plus grande et la plus petite valeur de

f(pm) — f(pm—1) ne peut surpasser (pm—1 — pm)(Om—1 — 0m). Par conséquent
on doit avoir

f(pWL) - f(pm—l) = (pm—l - pm)GTYL + 0m—1(pm—1 - pm)(o'm—l - Um)7

ou #,,_1 est une quantité positive qui ne peut surpasser l'unité.
Cette équation peut s’écrire comme il suit:

f(Pm) - f(pm—l) = (pm—l - Pm) (em—lgm—l + (1 - Gm—l)am) . (97)
De la on tire sans peine
f(p1) + (pr = p2) (0101 + (1 — 01)02)

flpm) = +(p2 — p3) (0202 + (1 — 62)03) + ete. (98)
S (Pm—l - pm) (Gm—lam—l + (1 - em—l)o'm) :

Si f(pm) a cette valeur, il n’est pas difficile de voir que la condition

f(pm) - f(pa) > (Pa - pm)gm

est satisfaite pour toute valeur de a et m, quelle que soit la valeur de f(p;) et
celles des quantités 01,05, ...60,,_1, pourvu qu’elles ne surpassent pas 1'unité.

Connaissant ainsi la valeur de f(pn,), on aura celle de f(n — 8 — 1) par
Péquation (92).

Apres avoir de cette maniére déterminé les valeurs de toutes les quantités
F(0), f(1), f(2),... f(n—1), voyouns a présent si elles satisfont en effet & I’équation
(1)

(m)
% = f(pm) + pmom.

p(ET™) = f(pm) + pm
Pour que cette équation ait lieu, il est nécessaire et il suffit que I’équation
f(pm) + pmom > f(a) + aop, (99)
soit satisfaite pour toutes les valeurs de a et m. Il faut donc que

P = fpm) — f(@s) + (pm — a5)om >0 (100)

soit a5 = n — B — 1, ot § a une valeur quelconque comprise entre k(=1 et
k) — 1 inclusivement; ’équation (92) donnera

Fas) = f(ps) — (as — ps)os — A
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et par conséquent

P = f(pm) = (ps) + (pm — s)om + (05 — ps)os + AS. (101)

En mettant m + 1 au lieu de m, il viendra

5
P7(n—)i-1 - Pf(r?) = f(pm-H) - f(Pm) + Pm+10m+1 — PmOm + oz(;(crm - Um—H)-

On a par I’équation (97)

f(/)m-i-l) - f(pm) = (pm - pm-i-l) (emam + (1 - ‘gm)am-H) 5

donc en substituant et réduisant
5
Py = PP = {as = (pm(1 = 0m) + pms1m)} - (0 — omp1);  (102)

or, en remarquant que ag est compris entre n — 1 — k01 et n — k9 que
Pm (1= 0) + pm+10m Vest entre p,, et pp,41, c’est-a-dire entre n — 1 — k(™) et
n—1—k(m*+D il est clair que le second membre de cette équation sera toujours
positif si m 2 ¢ + 1, et toujours négatif si m < 6 — 1.

De la il suit: 1° que Pp4146 > 0si Psy1 > 0;2° que Ps—1_,,, > 0si Ps—_1 > 0.
Donc pour que Py(,‘f ) soit positif pour toutes les valeurs de m, il suffit qu’il le soit
pour m =6 +1,6,0 — 1.

Or, en faisant dans I’équation (102) m =4, m = § — 1, il viendra

PO~ P = {as — (ps(1 — 05) + ps185)} - (05 — 75.41)1

P — P = {as — (ps-1(1 = 05-1) + pstls—1)} (05-1 — 05).
Mais I’équation (101) donne pour m = 4,

Pé(a) _ Aff)7

donc P(S(d) est toujours positif, et en substituant cette valeur, les deux équations
précédentes donneront, en mettant § + 1 au lieu de § dans la derniere,

P(;(i)l ={as —ps +05(ps — ps41)} - (05 — 0541) + A(ﬂé),

Pa(éﬂ) = {ps —ass1 —05(ps — ps1)} - (05 — 0541) + Aff“)~

De ces équations on tire (en remarquant qu’on doit avoir pour Péi)l et P(;(‘;H)
des valeurs positives),

_ AP
o> L0 g = By,
ps — ps+1 (ps — ps+1)(os — 0541) (103)
~ gy A(5+l)

ps —ps+1 (ps — psy1)(0s — 0s41)
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Maintenant #5 est compris entre 0 et 1; par conséquent il faut que Bs ne
surpasse pas 'unité, et que Cjs soit positif. Or c’est ce qui a toujours lieu. En
effet on trouve

s p A0
|- By= YTt B ;
ps —ps+1 (ps — ps+1)(0s — Os41)

donc 1—Bs est toujours positif en remarquant que ais > ps41: par conséquent
Bjs ne peut surpasser I'unité. De méme ps > as41; donc Cy est toujours positif.
La condition
PP >0

est donc satisfaite pour toute valeur de é et m; d’ou résulte 1’équation

(8)
m
p(k®) = f(ps) + ps —55-

I
On aura donc, comme on vient de le dire,

qui est la moindre valeur que peut avoir p — .

Si I'on suppose que tous les coefficients dans les fonctions qg, q1,...¢n_1,
soient des quantités indéterminées, alors Fox = 1, et par suite A = 0; donc dans
ce cas

b= =". (105)

C’est ce qui a lieu généralement, car c’est seulement pour des fonctions d’une
forme particuliére que le nombre A a une valeur plus grande que zéro.

Dans ce qui précede nous avons supposé que tous les coefficients dans qg, q1, . . . ¢n_1,
étaient indéterminés, excepté ceux qui sont déterminés par la condition que r ait
pour diviseur la fonction Fyz. Dans ce cas on a toujours, comme nous ’avons
supposé plus haut (87),

ek 1) = (kM) 4 2) = ... = (k™)

et par suite

(106)

hr — n'w (f(p1) + pro1) + 0”1 (f(p2) + p2o2) + - -
+n(5)u(€) (f(,Ue) + peas)-

C’est la valeur de hr en général. Supposons maintenant que les quantités
a,a’,a”’, ... nesoient pas toutes indéterminées, mais qu’un certain nombre d’elles
soient déterminées par la condition que la valeur de hr soit de A’ unités moindre
que la valeur précédente. En général, un nombre A’ des quantités a,a’,a”, ...
sera déterminé par cette condition, et alors u — « ne change pas de valeur;
mais il est possible que, pour les fonctions d’une forme particuliere, la condition
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dont il s’agit n’entralne qu’'un nombre moindre d’équations différentes entre
a,a’,a”,.... Soit donc ce nombre A’ — B, la valeur de p — o deviendra

(n=A") = (a— (A= B)) - 4,

c’est-a-dire
w—a=v—A—B. (107)

8]
Pour donner un exemple de I'application de la théorie précédente, supposons
que n = 13, en sorte que y soit déterminé par I’équation

po + p1y + p2y® + psy® + pay* + psy® + pey°
0=1¢  +pry” +psy® +poy® + proy'® + pr1y't + pray'?
_’_y13,
et
0y = qo + 1y + q2y* + -+ + qu2y™.

Supposons que les degrés des fonctions entieres

Do, P1,P2,P3, P4, P5,P6,P7,P8, P9, P10, P11, P12,

soient respectivement
2,3,2,3,4,5,3,4,2,3,4,1, 1.

D’abord, il faut chercher les valeurs de hy’, hy”, ... hy(3). Or, pour cela, il
suffit de faire dans I’équation proposée,

y:A'xm7

et ensuite déterminer A et m de maniére que ’équation soit satisfaite pour
T = .
On obtiendra I’équation

0 A3 g13m LBl A1Z L p12mtl g AL glimdl B AT0 g 10metd
N 4o+ By A222mT2 4 By Ax™ TS 4+ Boa?.

Pour y satisfaire il faut qu'un certain nombre des exposants soient égaux
et en méme temps plus grands que les autres, et que la somme des termes
correspondants soit égale a zéro.

Or on trouve qu’en faisant

4
1° 13m =10m+4 d'oum = 3 les deux exposants 13m, 10m + 4, seront les
plus grands;

1
2° 10m—|—4:5m—|—5d’oﬁmz37 10m + 4, 5m + 5;
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1
3° 5m+5:m+3d’oﬁm:f§,5m+5,m+3,
4°m+3=2doum=—-1,m+ 3, 2.

On a donc .,
yZAxg,...AB +BloA10 =0,
!
4
donc A = —+/Byp et hy' = hy" = hy"' = E/ =73 n' =1,
1

Yy = AJZ%,...BloAlo —|—B5A5 = O,

B . . . " 1
donc A=—275 25 et h,ylv — hyv — hyw — hyvu — hyvm — mi =, n/! = 1;
Bio " 5

y:A$_%7...B5A5—|—BlA=O,

Bl ix X xi xii m'"” —1
dOHCA:{l)—BiSethy :hy :hy :hy :W:77

n
n' =2

y=Az"' .. .BiA+ By =0,

B .
donc A = —B—O et hy™ = m =-1,nvV=1.

1 v

" "

Ayant ainsi trouvé les valeurs des nombres m/, ', n’, m”, p”/,n” ,m"’, /", 0" ,mV, yv, n'v,

on aura

k’/ _ n/'u/ — 37 k” — n/'u/ + n//ﬂ// — 8, k’/” — ”/M/ + n//'u// + n///u/// — 127
kiv — n/// + n//u// + n///ﬂ/// + TLiV,uiV =13 = n.

Maintenant, le nombre p; doit étre compris entre n—1 et n—k&’, py entre n—k'—1
et n — k", etc.; donc on trouvera pour ces quantités, les valeurs suivantes:

o =12,11,10, p>=9,8,7,6,5, p3=4,3,2,1, ps=0.

Connaissant p1, p2, p3, p4, ON aura A/’H7Ag7Ag', Aiﬁ", par I’équation (92); en-
suite 601, 609,03,04, par les équations (103); f(p2), f(ps), f(ps), par 'équation
(98); et enfin f(0), f(1), f(2),... f(12), par 'équation (92).

La valeur de v, qui est toujours la méme, deviendra par I’équation (88) et

la relation vy =+ —n + 1,

3—-1
2 b
5—1 5-1
1-1-[—=+4+1 1. ——
L + ( 5 +4+ >+ 5
- 4-1 2—-1
2-(-1)- | —+1 2.2 =
+2-(-1) 5 +1)+ 5

1-1 1-1

~1
14~(32+5+4+1>+1

2
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c’est-a-dire en réduisant
v = 38.

Pour pouvoir déterminer numériquement les valeurs de « et de p, supposons,
par exemple,

p1 =11, p2=6, p3s=4, ps=0.

Alors I'équation (92) donnera les suivantes:

f(12) = f(11) — 2 — A}, donc 4) =

ailee
-
—~
i
)
=
Il
-
—~
=
—_
N
I
]

5
f(10) = f(11) + 2 — A}, donc Ay =1, f(10) = f(11)+1
fO)=f(6) =% —AF, donc A7 =2, f(9)=f(6)-1
f(8)=f(6)—3—Af, doncA] =2 f(8)=/f(6)—-1
f(1)=F(6) - § = Af, donc AF =3, f(7)=f(6)—1
f(5)=f(6) + 3 — A7, donc A7 =1, f(5) = f(6)
fB)=f()—3-Ay, donc Ay =3, [f(3)=f(4) -1
f(2)=f4)—1-Afy, donc Ay =0, f(2)=f(4)-1
f()=f4) -3 - A, donc A} =3, f(1)=f(4) -2

Pour trouver maintenant f(0), f(4), f(6), f(11), il faut chercher les limites
de 01,062,053, 0.
Or les équations (103), qui déterminent ces limites, donnent

11— 3"4/6 ) 1 2 1 1
91> 5 —7, d0u91>—g—ﬁ; 0, 5 17
11— 3"4:8 ) 2 6 3 9
h<—F— -7 doubi<i—35yE 5 5m
4_ 12, 4. 6_ 3
5 5177 ' 5 Have
Il suit de la que
12 28
0> —, 0 <—.
785 Mg

On trouve de la méme maniére
02>%, 0y <1, 63>0, 63<]1.
Maintenant 1’équation (97) donne
F(pm) = f(pm—1) > (pm-1 = pm) (Or10m—1 + (1 = 07 _1)0m)

J(om) = f(Pm—1) < (Pm—1 — pPm) (ein—lgm—l +(1— G;n—l)am)
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ou 0 _, est la plus petite et 6/, _; la plus grande valeur de 6,,_;; donc on

trouvera, en faisant,

m =234,

O - f0)>5-(Z-5+0-F)-3); (=1+8)

F6) - 1) <5 (F-5+(1-F)3); (=2+5)
<4> ) >2-(3-5-(1-3)3); (=-1)
—(1-1-3); (=%

%
FO) = f(4)>4-(0-(=3) +(1-0)-(=1)); (=-4)
f0)—f(4) <4 3)+
donc on aura pour f(6)— f(11), f (
f(6) _f(ll) =2, f(4) _f(6) =0, f(O) _f(4) =—4,-3,-2;

d’ou

f6) =1 +2, f(4)=fA1)+2, f(0)=/f(11) -2,

fA2) = (A1) =2, f(10)=fA1)+1, f(9) = f(11) +1,
f®)=r11)+1
f(O=rA0)+1, f(5) =fOAD)+2, fB3)=/f(11)+1,
f2)=ra1)+1
f(1) = f(10).
En exprimant donc toutes ces quantités par f(12), on voit que les fonctions

12,911, 910, - - - o, sont respectivement des degrés suivants

(12) (1) (10)  (9) (8) (7) (6) (5) (4)
0, 042, 0+3, 0+3, 0+3, 0+3, 0+4, 0+4, 0+4,

@ 2 @ (0)
0+3, 0+3, 0+2 (0+2,0+1,0),

ou # est le degré de la fonction g12. La fonction gy peut étre de trois degrés
différents 6,6 + 1,0 + 2. De la suit que

= FO)+ f(1) 4+ -+ f(12) + 12 = 130 + 48, 130 +47, 130 + 46,

et
m/ m//
p=n'y (f(pl) + u’) +np (f(pz) + p2 u”>
"

m iv  iv miv
+n" " (f(PS) + p3 M’”) +np (f(/?4) + pa s )
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=3(f(I)+11-2)+5-(f(6)+6-2)+4(f(4)—4-1)+1-(f(0)-0);

c’est-a-dire,
uw=130+86, 130+ 85, 130+ 84.

La valeur de p — a deviendra donc
w—a =38,

comme nous avons trouvé plus haut pour la valeur de ~.

[9]

Par les équations (92) et (98) établies précédemment, on aura les valeurs de
toutes les quantités f(0), f(1), f(2)... f(n — 1), exprimées de la maniére suiv-
ante:

f(m) = f(p1) + My, (108)

ot M, est indépendant de f(p;1). Cette derniére quantité est entiérement arbi-
traire. Le nombre des coefficients dans qg, q1,42 - - - gn—1, sera donc égal a

nf(p1) + Mo+ My + Mz + -+ My_y; (109)

mais « ou le nombre des quantités indéterminées a,a’,a”, ..., est égal au nombre
des coefficients déja mentionnés diminué d’un certain nombre. On aura donc

a=nf(p1) + M, (110)

ol M est indépendant de f(p1).

De la il suit qu’on peut prendre « aussi grand qu’on voudra, le nombre y — «
restant toujours le méme.

L’équation (74) nous met donc en état d’exprimer une somme d’un nombre
quelconque de fonctions données, de la forme v (z), par une somme d’un nombre
déterminé de fonctions. Le dernier nombre peut toujours étre supposé égal a +,
qui, en général, sera sa plus petite valeur.

De la formule (74) on peut en déduire une autre qui est plus générale encore,
et dont elle est un cas particulier.

En effet, soient

Py (x1)+2(x2)+ - +a(Ta) = V=[Vat1(Tat1) + Yat2(Tat2) + -+ Yu(x,)],
(111)

() + o (wn) + -+ P () =
v — [¢;’+1($;'+1) + 1/)1/1'4»2(37:1’4»2) +- %/ (‘T;ﬂﬂ )

ol 9,15, ... sont des fonctions semblables & 11, 1s, . ..
Supposons, ce qui est permis, que

/o / _ / _ / _
Loy =Ty, Toroq = Tp—1, Lormg = Tp—2,- - Lo/ ptat1 = Tatls
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et
Vo (Tor) = Yu@p), Yoo (1) = Yu—1(Tu—1);. -

1//04/—M+C¥+1(m/0/—u+a+1) = wa+1(xa+1)§
les équations précédentes donneront
_ {wl@sl)wgm)+---+¢a<xa> _

_¢I1 (‘rEll) - 1/15(3312) - ¢(/1’—;L+o¢(x£1’—,u+a)

=0+ P (T )+ F 7/’;/;' (IL’)Q

donc en mettant V au lieu de v — ', & au lieu de o/ — p +

2 1 1 . !/ / !/
1:Wo,... Y al lieu de wa/+1,'l/)oé/+2,...wu/7
xy,xy, .. ay au lieu de @, 4y, o0, - Ty,

et enfin k au lieu de p/ — o/, il viendra

1(z1) + a(w2) + - + Yalwa) = Y1 () = 5(ah) — - — Vi ()
=V + 9 (2)) + ¢5 (25) + g (25) + - - - + Py (). (112)

Le nombre k, qui est égal & i/ — o/, est indépendant de a et o, qui sont des
nombres quelconques.
Si ’on suppose
ry=c, xh=co ...T}=ck, (113)

€1,Ca,. .. Ck, étant des constantes, alors la formule (112) deviendra
Y1(@1) +¥2(22) + -+ al@a) — Y1 (@) —Ph(ay) = Y (25,) = C+ V5 (114)

ou un nombre k des quantités x1,x2, ... Zq,. .. 2], Th, ...z, ,, sont fonctions des
autres, en vertu des équations (113). Il est clair qu’on peut prendre ¢y, ca, . . . ¢k,
de manieére que C deviendra égal a zéro.

Supposons maintenant qu’on ait dans la formule précédente

1‘1:.1‘22333:'":1‘51 = Z1

Tei41 = T 42 = Tg 43 = = Tey4eq — 21,

Teyteatl = Lejdea+2 = 0 = Teydegtez — 22,

To—em+1 = Ta—epm+2 = " = Ta = Zm, (115)
Yr=tPs=-=t =m

¢51+1 = w51+2 == 1/)614-52 = T2

z/}€1Jr€2+1 = 7/’51+52+2 == ¢61+52+€3 =73,

wa—sm = '(/)a—sm == '(/Ja = Tm;



en sorte que
a=¢1+ex+--+em.

Supposons les mémes choses relativement aux quantités af, zb, .. .}, ¢h, ... o,
en accentuant les lettres €1,€9,...6m, 21,22, .. Zm, T1,T2,...Tm, €t m. Alors
la formule (114) deviendra:

e1m1(21) + ama(22) + e3m3(23) + - + EmTm(2m) — 171 (21)
= Il (o) ’o ’ (116)
—e5my(25) - — T (200)
ot un nombre k des fonctions 7 (z1), m2(22), ... 71 (2}), . .. dépendent des formes

et des valeurs des autres.
En divisant les deux membres de cette équation par un nombre quelconque
A et désignant les nombres rationnels

€1 €2 Em &) &) e,

A m

Z,Z,...A, A, A,..._ A’

v
par hi, hs, hs,...hs, et mettant ¢ au lieu de 7, £ au lieu z, et v au lieu de T

il viendra:
hitby(w1) + hotpo(x2) + - -+ 4+ hata(Ta) = v, (117)

ou il est clair que hq, hs, ... hy, peuvent étre des nombres rationnels quelconques,
positifs ou négatifs.

En remarquant que k des quantités x1,xo, ...z, sont déterminées en fonc-
tions des autres, on peut écrire cette formule comme il suit:

hitby(w1) + hotpa(w2) + - + Rty (T1m)

= v+ ki (2h) + ko (za) + -+ kit (ar), (118)
h17h27"'hma k17k27"'kk7

étant des nombres rationnels quelconques;
L1,22,...Tm,

étant des quantités indéterminées en nombre arbitraire;
2, ah,

étant des fonctions de ces quantités, qui peuvent se trouver algébriquement, et
k étant un nombre indépendant de m.
Si 'on prend, par exemple,

ki=ko=---=kp=1,
on aura la formule
hitpy(w1) + hotpa(w2) + - + Ry tm (T1m)

= v+ Py (2)) + Polas) + - - + Y (ah). (119)
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[10]

Apres avoir ainsi, dans ce qui précede, considéré les fonctions en général, je
vais maintenant appliquer la théorie a une classe de fonctions qui méritent une
attention particuliere. Ce sont les fonctions de la forme

[ fad (120)
ou y est donné par ’équation

x(y) =y" +po=0; (121)

po étant une fonction entiere de xz. Quelle que soit la fonction entiere pg, on
peut toujours supposer

—po = WIS ke, (122)

ol f1, ft2, - - - e, sont des nombres entiers et positifs, et v1, 72, ... 7, des fonc-
tions entieres qui n’ont point de facteurs égaux.
En substituant cette expression de —py dans ’équation (121), on en tirera

la valeur de y, savoir:
Bl B2 Be
"

Bl B2 B3
Y=7" 7" V3" ., (123)
Si 'on désigne cette valeur de y par R, et par 1,w,w?,...w™ !, les n racines

de I'équation w™ — 1 = 0, les n valeurs de y seront

R,wR,w?R,w*R,...w" 'R, (124)
on aura, par conséquent,
v =0)0")...0(y™)

=(qo+anR+ q2R2 + .. 'Qn—an_l)x
x(go + wp R+ w?@R? + -+ +w" g1 R" )X

X (qo + W@ R+ wr R+ + W2n_2qn71R”_1)x
X (qo + W3R+ wlpR+ -+ w3n_3qn,1R"_1)><
e «
x(qo + WM R+ w2 R+ 4 W(H_I)anflR”_l); (125)

attendu que:
0y = qo+ @R+ @R*+ -+ ¢, 1 R",

0y = qo + wg R+ w?@R* + - +w" g, R" 1,
ay/// =q + w2q1R 4 w4q2R2 + . + w2n_2qn_1Rn_1,
ete., etc. (126)
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Cela posé, soit

fl(‘r7y)
T,Y) = —F—, 127
flay) = L0 (127)
et supposons
fl(xyy) = nfgl' : ynimila

ou foxr et fsx sont deux fonctions entiéres de x; alors on aura, en vertu de
I'équation x(y) = y™ + po, qui donne x'y = ny" 1,

fsx
fla,y) = 7]02; o (128)
d’ou oz d

3L - AT

viw) = [ BLEE (129)
L’une quelconque des valeurs de y est de la forme w® - R, donc
_ [3z - dx
=w . . 130
wia) =wmem [0 (130
fsx - dx

En indiquant donc par ¢(z) la fonction , toutes les fonctions

RmeI
1 (x), Ya(x) ... ¢, (z), seront de la forme w™™ - 9(x).
Soient donc

i) =w g (x), Po(r) =W (2), () = w (), (131)
oll
[ fazx-dx
N Rmfgl’ '
Maintenant les équations (38) donnent pour ¢(z) et ¢1(x) les expressions
suivantes:

()

plr) =3 f?’mim log by, @1(x)= {3? ) —f?f log Oy,
fox -y 0, x Y
c’est-a-dire
_ fax logfy _ fox- fzr _ logfy
901:_72 m Pir = (v) ’ m
fox (0 0" Yy

1

ou il est clair que

-1
5 log Oy _ log R e log O(wR) g Dm log (w™ R)7

ou bien

5 logfy 1 [ logf(R)+w "logf(wR) +w >" log §(w’R)+
ym - Rm N wf(nfl)m log g(wnflR) :
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En faisant donc, pour abréger,

_ f3w logO(R) +w™™ -log (wR) + w™2™ - log §(w? R)+
@2(‘%) ~ Rpm ’ { R w—(n—l)m 10g9<wn—1R) ) (132)
on aura P
2L 2T
= - - — . 1
P) =22, i(a) = 25 (133)

La formule (41) deviendra donc

WM (@r) + wT M P(x) + -+ wT T P()

Vo A"t | o e
=C—-II-"—+3%v . 134
fox dpr—1 { 9§V)B (134)

Les équations

o(yl) =0, e(yQ) =0,... e(yu) =0,

qui ont lieu entre les quantités a,a’,a”,...x1,22,... 24, Y1,Y2, ... Yu, Peuvent,
dans les cas que nous considérons, s’écrire comme il suit:

9($1,w61R1) = 0, H(xg,weQRg) = 07 9(x37w63R3) = 0,

... 0(zy,w™R,) =0,

ou
0(x,y) =qo+ qy+ @y + -+ qua1y"
et Ry, Ry, R3, ... R, désignent les valeurs de R pour = x1,%2,%3,...Ty.
Cela posé, supposons d’abord que tous les coefficients dans qg, q1,...¢n_1,

soient des quantités indéterminées, en sorte que le nombre des quantités a,a’, a”, ...

serait
a=hqgy+hqg +hga+ -+ hgn_1+n—1, (135)

et cherchons la plus petite valeur de y — .
Comme toutes les fonctions v/, y”, ", ...y, sont du méme degré, on aura

/

oy m
hy/:hy”:hy///:... :hy( ): 71’
par conséquent,
e=1, n=np =¥k
L’équation (92) donne donc:
m/
f(m) :f(p1)+(p1*m)'?*A§m (136)

oll m est un nombre entier quelconque depuis zéro jusqu'a n — 1, et A une
quantité positive moindre que I'unité.
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On a de méme par (106)

/
p=hr=n'y/ (f(pl) +p1 ZL,) :

donc
p=mnf(p1) +n'm'p (137)
et par ’équation (62) la valeur de « qui sera celle de p — «, savoir:
m! — 1 "1
u—azyzn’u’~nm —n’-m+ +1, (138)
2 2
ou bien en remarquant que n = n'y’, n'm’ = nhR.
1 /
u—a:7:n2 nhR—n;n—I—l. (139)

Cela est la moindre valeur de p — « lorsque toutes les quantités a,a’,a”, ...
sont indéterminées; mais dans le cas qui nous occupe, on peut rendre ce nombre
beaucoup plus petit en déterminant convenablement quelques-unes des quantités

! "

a,a’;a’ ...

Désignons, pour abréger, par EA le plus grand nombre entier contenu dans

un nombre quelconque A, et par €A le reste, on aura:

A=EA+eA, (140)

ou il est clair que €A est positif et plus petit que I'unité.
Cela posé, soient

2 3 -1
HszMfm—l—Eﬂ—l—Eﬂ—i—-“—I—Ew (141)
n n n n
et - o
5m.Tr = Hm -k ( Hom - 7m) (142)
’ n n
ou m est un quelconque des nombres 1, 2,3, ...e; m un des nombres 0,1,2,...n—
1 et aq,as,...a. des nombres entiers positifs.
Supposons:
81,7 0 s e,
Gr =V YT YRR L0 (143)
v, étant une fonction entiere de x. De la on tire
R R LR TR +e,
G- R™ =vey " ' Y2 ’ <o e ;
or,
Q@
%Jﬂgm’ﬂ:%Jrgm_E(%_ﬂ);
n n n

mais en vertu de ’équation (140),

E(ﬂ-/’bm am) _ T hm Qm (ﬂ-,u/m _am>
_— | = —— &,
n n n n n

42



donc en substituant:

«@ -«
TEm o G = O+ 4 g THm — O (144)
n n n
en faisant donc, pour abréger,
-«
c- THm — Qm — km,ﬂ; (145)
n
on aura
01+5L 6,452 0-+55 ki,n k2«
@GR =0y, T Yy T ye X T T L ke (146)
ou bien en faisant N X i
AT T s L ke = RO (147)
61+2L 422 0.+2=
g R™ = Uﬂ—’}/ll+ Tyt e WL RM, (148)

Par la il est évident qu’on aura
Go+ @R+ qoR* + -+ ¢z R™ + -+ g R

- {vOR<0> + RO 4 0,R® 4o fy RO 44 vHR(H)}
01+5L 02452 0.+
XY Y e (149)
et en général (126)
0y = qo + W@ R+ w*qR* + - + w Vg, R,

- {UOR(O) 4wt RY 4 w20, R 4 ... 4 w<”*1>evn,1R<"*1>}

01+L 02422 0.+5°=
XM Yoo e ; (150)

Soit, pour abréger,

voR® + wevu  RW + w2y R® ... 4 Vey, RM=D —¢'(z.e)  (151)

il est clair que
r=0y -0y ... 0y =

=0 (2,0) -0 (2,1) -0 (2,2) ... 0 (x,n — 1) AT ynfataz | ynfetac. (159)

donc en supposant que tous les coefficients dans vg,vy,...v,_1, soient des
quantités indéterminées, on aura:

Fox = 7?91+a1 . 7302+a2 o 7?05+a57 (153)

Fx =6 (2,0)-0(z,1)-0'(2,2)...0'(z,n — 1).
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Maintenant I’équation (19) donne, en substituant les valeurs de fi(x,y) =

et de Yy = ny™ !,

n—m-—1

nfsr-y

fsx 700y
R(zx) =Y~ ;
(z) R
or, par I'équation (150),

60y'® 50’ (x,e)
Oye) — 0'(z,e)

donc, en substituant et mettant au lieu de r sa valeur

r = Fyx - Fz,
Fx - 66
R(z) = Fox - 3 332 T2 00w 0)
ym 0'(z,e)
ol
y=y';

or, on a par (123)

muy mps e

m

yo=mt et o,
donc pmer pmug pmue muy muo e

ym:,yl n .72 n ""YE n X,.Yl n .72 n '~'/YE n

en faisant donc pour abréger

muy
m o

ST ="

PP £ Mg

. ’YQ n Ve n

et posant ensuite:

Fma s £ mbe

fsx=fr-y " oy " oye
on aura
fzr  fx
g e

donc
fsx _ em [T

y(e)m - sm

et par conséquent la valeur de R(x) deviendra

fx- Fox _ Fzx ,
— . E em —
R(x) W IS 56’ (z, e)
Fzx Fz Fz
——— 50 M — 560" (z, 1 —2m
Fox-fz | §(n0)°0 @0 T gyt Do mes
m Fz

s ot y-mm_FT ey
+ w 9’(x7n—1)5 (z,n )
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Maintenant il est clair que
Fx

/
9/(x’0) 60 (Z‘,O),

qui est égal & (153)
0 (x,1)-0'(z,2)...0'(x,n —1)-0'(x,0)

et par conséquent une fonction entiere de z, et de R, RM .. R~ peut
étre mise sous la forme

MO + M181 + MQSZ + -+ Mmsm +--+ Mnflsnfl

ou My, My, ... M,_1 sont des fonctions entiéres de x.
De la il suit que la fonction R(x), qui doit étre entiére, sera égale a

nkyx - fx - M,,.
La fonction Fyx est donc un facteur de R(x), et par conséquent
R(z) = Fy(x) - Ry (x). (159)
Par 14 il est clair, en vertu des équations (23), (25) et (35), qu’'on aura

FQZL‘ = 1, 9137 = fgai. (160)

Cela posé, la valeur (132) de ¢o(z) deviendra, en mettant fz au lieu de

Sm
x
{s—m, substituant les valeurs de 8(R), 8(wR), etc., données par 1’équation (150),
en remarquant que

14+ w ™ +w—2m 4. +w—(n—1)m —0.

(2) = fr [ log'(z,0) +w ™ log ' (z,1) + w > log ' (z,2) + - --
p2AE) = Sm st w DM o @ (2, — 1)
(161)
et les valeurs (133) de p(z) et p1(x),
_ pa(x) _ pa()
ole) == wile) = e
et par suite la formule (134)
W Mp(wy) w2 Mp(wg) + - FwT N () =
v—1
c-ne@ 5, d . #2(f) (162)
fox agr=t | V'8

on a

fgx = (x - 61)1/1 (33 — ﬂg)y2 ‘e (33 - ﬂk)yk.
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Il nous reste a trouver la valeur de p et le nombre des quantités indéter-
minées; or, on a par I’équation (153)

hFyx = (nfy + a1)hyr + (nfs + ag)hys + -+ + (nBe + ae ) hye; (163)
mais
hr =nf(p1) +n'm'py;
donc
pr=nf(p1)+n'm'pr—{(nbr + ar)hy + (02 + az)hys + - + (nbe + ac)hye};
or

n'm'=n-hR=n <&h71 2 g &h%)
n n n

= phyn + pohoye 4 -+ pehoe,

donc en substituant

_ Jnflp1) + (papr — nby — ar)hm (164)
+(u2p1 — b2 — az)hye + -+ + (pepr — nbe — ac)hye
Maintenant 1’équation (143) donne
hqﬂ' = f(ﬂ-) = 51,7rh’)/1 + 52,77}7/72 4o+ 55,7rh76 + h’Uﬂ-, (165)

donc en écrivant p au lieu de p;
= nhv, +{ndr, —nby + ppu1 — a1} hyr + {nds» — nba + ppo — as} hys + -+
mais en vertu de (144) on aura

—
n6m7p — N0 + plm — Qi = NE %va

donc

PH2

— -«

L .hryl_i_ng M

= nhv,+ne - = hy.. (166)

Cherchons maintenant la valeur de o ou le nombre des indéterminées.
On a
a = hvg+ hvy +hvs + -+ +hv,_1 +n—1,

donc en vertu de (165)

hgo+hgr +hge+ -+ hqgp_1+n—1
—{d10+011+d12+ - +1n-1} I
a=4q—{d0+0d21+d2+ +dn_1} hy (167)

- {65,0 + 65,1 + 55,2 ++ 557n_1} : h’yg.
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On a d’apres (136) et (85)
hgo + hg1 + - -+ + hgn—1 =
!/
nmh+{p+uwau+-~+(p—n+1n€%—{A@+A&+~-+A;4}:

n(n — 1)} m' (4 —1)

9 T )

n{hv, + 61 ,hy1 + 2 ,hy2 +--~+557ph%}—|—{np— 7 5

et d’apres (142)
Om,0 + 0m,1+ -+ Ommn—1 = nbp—

—tm m — “Ym Qm* m -1 m — “m
&za pphm = %m g a+~+E@’)“C¥}.aw)
n n n n

En désignant le second membre par

nl,, — P,
on aura
_Oérn+ﬂl7n_arnd|>2/~’frn_04m+ (n_]-)/im_am
P = e " - " (n—1) it
_{5 mo Hm o Om Fm m}
n n
or, la suite
5_am+5um_am+- +E(n_1)ﬂm_am
n n n
contiendra k,,, fois la suivante
0 1 2 n 1
—F+—+— 4+
N, MNym Nm Nm
si 'on suppose
/
B Bmo oty = kmmun
n Nin,

et
Q= Em * ks (170)

&m €tant un nombre entier.
La somme dont il s’agit sera donc

et par conséquent




en faisant «,, = 0, on aura d’apres (141)

n—1 Ny, — 1
em: 9 Hm —

de 1a il suit:
5m,0 + 5m,1 + -+ 5m,n—2 =tom, + (Tl - ]-)emv
la valeur de « deviendra donc

nhv, + {né1,, — a1 — (n — 1)61 } hy
=+ {TL(SQ,[, — g — (n — 1)92} h’}/g e

o =
n'(p —1) nn—1)] m
+n—1—#+ np—T 7
or
m — Qm
ndm’p—am—ngm:nepﬂi—pum, n'i =n
n
et
m’ 1
W hR = - (p1hyy + p2hye + - + pehye)
donc en substituant
-« n—1
nhvp—&—{nspmnl—&—el— 5 -ul}h'yl
- —1
o= —I—{nEM—i—Gg—nQ ug}h'yg-i-etc....
n
— o n—1 n+n'
CF nsbﬂ%——us hy. — 1+ ,
n 2 2
mais nous avons vu que
n—1 Ny, — 1 n—1 n — ko,
om: m km: m
5 K 2 5 K 2
donc )
nhvp—&—{nspul_al—n_ 1}h’yl
n 2
— —k
a= +{nap“2 O‘z—nQ 2}h72+--~ (171)
n

— Lk /
et ngpps Qs n e h%ilJrnJrn'
n 2 2

Ayant ainsi trouvé les valeurs de p et o on aura celle de p — «, savoir:

) —k s
Iu—a:(n - 1)h71+(n 5 2>h')/2+<7123>h73+

—k /
-~+(n25)h%+1—n;":9, (172)
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1 — a est donc comme on voit indépendant de p et a1, a0, a3, ... ;.
En vertu des équations (145) et (147), il est clair qu’on aura aussi

= nhv, +nhR® (173)
o = nhv, +nhR" — 0. (174)
Les quantités hvg, hvy, ... hv,—1, peuvent s’exprimer en hv, au moyen des
équations (136) et (165).
On a

f(m) = 81 mhy1 + d2,mhye + -+ - + 0c mhve + hop,
flp) = 01 ph + 02, phya + - - + 0 phye + ho,
et

m’ ,

fm) = flo)+(p=m) -~ = A

donc en éliminant f(m) et f(p),

!/

m
hvp + (p - m) ? + ((SLP — 517m) -hy + ((524) — (52,m) “hyg 4 -
<+ (0ep — Ocm) - hye — AL

hv,, =

Or,
ml

1
= 5k pphye 4 pehe),

/

et par (142)

donc en substituant et réduisant

oo — 4 100+ (kup = krm)hm + (ka,p = kzm)hyz + -

m =
+(k€,p - ks,m)h’YE - A;na

c’est-a-dire en remarquant que A’ est positif et plus petit que I'unité,

(k1,p — k1m)hyr + (k2,0 — Kom)hye + -+
— E P ) P ’ . 1
hvy, = hv, + { F (ke — ko) (175)
D’apreés 'équation (147), qui donne la valeur de R(™, on peut aussi écrire

R
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Cela posé, soient

{LCQJrl =z, To+2 = 22, Ta43 = 23,.--Tp—1 = 20-1, Ty = 29, (177)
€a+1 = €1, Ca42 =E2, €q43 =E3,...€4-1 =¢Ep-1, €, = &g,
et pour abréger
W =w,, Wt =Ty, (178)
La formule (134) deviendra, en mettant s,,(z) au lieu de s;,, et J;x (f)x au
m

lieu de oz,

wi' - p(x) +wy'P(we) + - +wiP(@a) + 1 P(21) + 75 P (22) + -+ 7 P(20)

_ f -z d! fB-ob
=@ e T { m(B)- f§”>ﬁ} ' 1)

Dans cette formule on a

vle) = [ L2 (180)

fox - s ()’
ou fx est une fonction entiére quelconque, et
fgl‘ = A(.’L‘ — ﬂl)yl (,T — 52)”2 .

Les quantités x1, s, ... T4, sont des variables indépendantes: wi,ws,...wWq,
des racines quelconques de 1’équation

w"—1=0.
Les fonctions z1, 2o, ... zg, sont les 0 racines de 1’équation

0'(2,0)-0'(2,1) - 0'(2,2)...0'(z,n — 1)

(z—x1)(z —x2) (2 —3) ... (2 — xo)

=0. (181)

Les quantités a,a’,d’, ... sont déterminées par les o équations
0 (x1,e1) =0, O (x2,e2) =0, 6'(x3,e3)=0,...0(x0,e0)=0; (182)
et les nombres €1,¢9,...&¢, par les § équations
0'(z1,e1) =0, @' (22,e2) =0, 0'(z3,63)=0,...0"(29,20) = 0. (183)
La fonction 6'(x,e) est donnée par 1’équation
0 (x,e) =g - RO 4+ weu; RM 4 w20, R?) ..o 4 w=Dey, RP=1), (184)
et la fonction ¢z par

o(x) =log b (z,0) +w ™log ' (x,1) + w > log ' (2,2) + - - -
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+w™ UM o0 ¢ (2, n — 1). (185)

Si les fonctions wg,vy,...v,—1, sont déterminées d’aprés 1’équation (175),
les quantités 6, u et o auront les valeurs que leur donnent les équations (172),
(173), (174), et dans le méme cas la valeur de y1 — a ou le nombre des fonctions
dépendantes est le plus petit possible. Mais si les fonctions vg, vy, ... v,_1, ont
des formes quelconques, alors on a toujours

O0=p—a, p=h-{0(0) 0(z,1)-0(x,2)...0'(x,n—1)} (186)

a ou le nombre des indéterminées a,a’,a”, ... est arbitraire, mais sa valeur ne
peut pas surpasser le nombre

hvg + hvy + hvg + - - - + hvp,_1 +n — 1,

ou celui des coefficients dans vg, v, ...v,_1 moins un.
Comme cas particuliers on doit remarquer les suivants: 1° Lorsque for =

(z—p)".

Alors la formule (179) deviendra, en faisant pour abréger,
wi'Y(z1) + wi'(22) + - + Wi (za) = Zw™Y(2),

' p(21) + 7wyt P(22) + -+ mgtP(ze) = XmP(2),

fr-px 1 dv ' [fB-eB
sm(z) - (z — B)Y - ['(v) dpv—1 { sm(8) }

Swm(z) + Xa"Y(z) = C — 11

et fo-d
x-dr
)= [ ————;
0= [ o
2° Lorsque fox = x — §3,
fa - px fB- B
Ywm™p(x) + Xa™p(z) =C — 11 + , 188
Y(z) ¥(z) P P Py (188)
ol fo-d
z-dr
w)= [ —
0= | 2w
3° Lorsque fox = 1.
Alors on aura la formule
SW(z) + DA (z) = C — L2 PT (189)
. . . fx-px . fx-px
Si le degré de la fonction est moindre que —1, alors II
m () 8m ()
s’évanouira, et on aura
SwmP(z) + Ta"Y(z) = C. (190)
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D’apres la valeur de ¢(x), il est clair que le degré de la fonction Jx - px ou

5m<x)

est toujours un nombre entier; or, px est du degré zéro

fz oz

le nombre h
Sm (.Z‘)

fz -
Sm ()

x
f77 c’est-a-dire,
$m (T)

en général, et ne peut pas étre d'un degré plus élevé, donc h

ne peut

pas surpasser le plus grand nombre entier contenu dans h

d’apres la notation adoptée, on aura en général

fz

fz-px
h Sm ()

Sm ()

< Eh S E{hfa}+ E{—hsn(2)} S hfr+ E{—hs,(x)}.
Si donc
hfrx £ —E(—hspm(z)) — 2, (191)

fa - o
Sm/(x
formule (190) aura lieu.

La détermination de la fonction p(z), qui dépend de celle des quantités
a,a’,a”, etc., est en général assez longue; mais il y a un cas dans lequel on peut
déterminer cette fonction d’une maniere assez simple; c’est celui ou I'on suppose

le nombre h

sera toujours moindre que —I'unité, et par conséquent la

¢'(x,0) = v,RY + Rt (192)
En effet, en faisant
R(#1)
vy = 0(2), RO 01(x), (193)

les équations
0 (x1,e1) =0, 6 (x2,e2) =0,...0'(x0,e0) =0
peuvent s’écrire comme il suit,
0(x1) = wil_tel(xl), O(x2) = w;l_t91($2)7 cB(ze) = wil_t91(ma). (194)

En supposant maintenant que tous les coefficients dans 6(z) soient des quan-
tités indéterminées, la fonction 6(x) sera du degré o — 1; il s’agit donc de trouver
une fonction entiere de x du degré o — 1, qui, pour les « valeurs particulieres
de z: x1,x9,...2,, auront les a valeurs correspondantes

ti—t t—t t—t
wi' T 01 (1), ws' T O1(xe), .. wi T 01 (xy).
Or, comme on sait, la fonction 0(x) aura alors la valeur suivante;

_ (z—m)(x—w3)... (x —24)
0(z) = (x1 —x2)(x1 —23) ... (T1 — T4)

. wil 7t91 (xl)
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z—x1)(zr—x3)...(T — x4 _
(3;(2 — (El))((l'g — xs)) - ((552 — fﬂ)a) w0y (o) + (195)
(z—z)(x—29) ... (T —xo-1)
(o — 1) (T — X2) .. . (Ty — Ta—1)
En désignant cette fonction par 6'(x), la fonction la plus générale qui peut
satisfaire aux équations (194) sera

+

W0 (24).

O(z) =0"(z) + (x —x1)(x —22) ... (x — o) - 0" (2); (196)

0" (x) étant une fonction entiére quelconque.
Ayant ainsi déterminé 6(z), on aura 6(xz, m), d’aprés I’équation

0(z,m) = w'™ - 0(z) - R +wmh Rt (197)
et la fonction p(z) par I’équation (185).
-d
Dans ce qui précede nous avons exposé ce qui concerne les fonctions ‘;x x
2 Sm

en général, quelle que soit la forme de la fonction s,,.

Considérons maintenant quelques cas particuliers:

A, soit d’abord n = 1.

Dans ce cas, le nombre des fonctions sg, s1, 82, . .. S;m—1 se réduit a 'unité,
c’est-a-dire on aura la seule fonction sg, qui, d’apres I’équation (156), se réduit

a 'unité.
T -dr
so =1, w(x):/f .

On aura donc
fox

L’équation (147) donne R(®) = 1, et 'équation (184)

0'(x,0) = vy - RO = vy (a);
on aura ensuite la fonction ¢(x) par (185), savoir:
() = logvo ().
Les équations (182) qui détermineront
T1,22,. .. Ta,

seront
vo(z1) =0, wo(x2) =0,...v9(zs) =0, (198)

et celle qui donne z1, 29, ... 29,

vo(2)
(z—x1)(z —x2) ... (2 — x(a)

= 0. (199)

Cela posé, la formule générale (179) deviendra, en remarquant que m = 0,

Y1) +P(x2) + -+ P(T0) +P(21) +(22) + - +1(20)
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du—l
:C—H;:Elogvo(x)—&-Zycwy_l{‘éfﬁlogvo(ﬁ)}. (200)

Les équations (198) et (199) donnent
vo(z) = alx —x1)(x —x2)(x —23) ... (x —x4) - (x — 21)( — 22) ... (x — 29p).

D’aprés ’équation (172) il est clair qu’on peut faire § = 0. Alors on aura, en

faisant en méme temps v = 1,
fx
-1 o {loga +log(x — x1) + log(x — x2) + - - - + log(x — z4)}

Yp(z) = f52
+Xv I {loga +1log(B — 21) +log(B — x2) + -+~ +1og(B — 24)} -

En faisant o = 1, il viendra

fox 2

formule qu’il est aisé de vérifier. Elle donne, comme on voit, I'intégrale de

fx-dx fx avt [B

toute différentielle rationnelle. L
B, soit en second lieu n = 2, R =~}
Dans ce cas on aura

1
Y5, 01 =1, az =0.

1
so=1, s1=(nyr)?, RY=y
1 1 1 1
0'(x,0) = voyE +v1v2, 0'(z,1) =voyE —v1yg, w=—L1.

La fonction op(x) sera, en faisant m = 1,

o(z) =logb(x,0) — logO(x, 1) = log (05% 0

donc

3 +v 3

px = log <v0711 17%)
VoY~ U1y

Cela posé, en mettant vg(z) et v1(x) au lieu de vy et vy, et faisant

71 = Por, Y2 = P1a,

la formule (179) deviendra, en faisant m = 1,
Swip(x) + Xmip(2)

=C-1I fz log <U0(m)~W+U1(m).W>
far/pox 1T vo(z) - \/Pox —vi(z) - \/P1T
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vt fB <Uo(5) Vo +ui(B) - @15)
b . 1
T T 13" 8v%0B - p1B %\ (B8) - VeoB — v1(B) V1B ) (202)

ou
B fx-dx
V@) = / fox - vV PoT - 90190'

Les fonctions vy (z) et v1(x) sont déterminées par les équations:

vo(21)v/Po1 + wivi(x1)/ o171 =0,
vo(22)y/Po2 + wavi(x2)/p1a2 =0, etc.

et z1, 29, ... 29, par I'équation (181), qui deviendra

{UO(Z)}2 * P02 — {Ul(z)}2 P12
(z—z1)(z —22)...(2 — xq) =0. (203)

Les quantités wy,wa, . . . w,, sont toutes égales & +1 ou a —1, et 71, mo, . . . Ty,
qui sont aussi de la méme forme, sont déterminées par

UO(Z’l) *4/P0oz1 UO(ZQ) * 4/ Poz2
b 2 ?

mM=——" 7J9=—" - e¢etc.

vi1(21) - /P121 v1(22) - /122

La plus petite valeur de 6 se trouve par ’équation (172), en remarquant que
ki=1, ko =1,

on aura ,

n
9:%'}WHF%'h72*5:%(h71+h72*n/)7
ot n’ est le plus grand commun diviseur de 2 et h~y; + h7o, si donc
b (pox - 1) = 2m — 1,

ou
h-(pox - pr2) = 2m,

on aura pour # la méme valeur, savoir:
0=m-—1;
quant aux valeurs de vy et v1, on aura 1’équation (176), savoir: si

R
p=1, hvy=hv + Ehw = hvy + E%(hgplm — hpox);

donc dans le cas ou
h(vox - p12) =2m — 1,
hvy = hvy + %(hcplx — hgox) — %

99



et dans le cas ou
h(eox - p12) = 2m,
hvy = hvy + %(h@plx — hpox).
Pour les valeurs de p et o on aura, d’apres les équations (173) et (174),

w = 2hvy + hprx

a = 2hvy + hprz —m + 1,

sim=1,on a6 =0, donc alors:

S () =
Dans ce cas:
fx-dx
fgl' . \/E
ou R est du premier ou du second degré.

Cette intégrale peut donc s’exprimer par des fonctions algébriques et loga-
rithmiques, comme on le voit, en faisant

P(z) =

wor =¢eox + 0y, @1z =e1x+01, foxr=(z— )",

fe=1, vi(z)=1, vo(x)=a,

on aura

w X
P VA e vo(z),

VPoT1

donc en substituant et faisant wy = 1,

fx1 - dxy o
/ (x1 — B)” - \/(€0x1 +60) (121 + 61) =C (204)
11 fx lo <\/(€0I + 50)(€1I1 + 51 —|— \/(50551 ¥ 50 611: T 51))
(z = B) - /(cor + do) (12 + &1) V(0 + 00) (2121 + 01) — /(201 + 00)(E12 + 01)
)

1 av? { /8 }1og <\/(50ﬁ +00)(e121 +81) + /(€18 + 01)(e0z1 + 50))
I'(v) dB=1 | /(coB + o) (e18 + 61) V(208 +do)(ere1 + 01) — /(€18 + 1) (2071 + o)

soit, par exemple, v = 0, fx; = 1, on aura, en mettant z au lieu de xy:

+

dz
/ \/(502’ + 60)(512 -+ 51) N

i ! o <\/(Eo:v+5o)(€1z+61)+\/(51x+51)(

V/(oz + do) (17 + 61) V{eor + 80)(e1z + 01) — /(a1 + 01)(
_CH.{l. 1 +._.}1O (f VEE T O+ VB VR T | >
) v VEeEL E\Ves Varz T8 - e Ver 1

€02 + 50))

€0z + dp)
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donc

/\/(502+50)(512+51) =C VEoE1 o8

Sim =2, on aura § = 1.

L (f\/m+f\/m>
VEo - Verz ¥ 81— \EL - Veor + 5

h(pox - p12) = 3 ou 4.
Dans ce cas on aura donc
Swip(r) = v —m - p(21) = wr(21) + wotp(z2) + - + wWat(Ta), (205)

et la fonction ¢z sera une fonction elliptique. On aura immédiatement la
valeur de z; par 1’équation (203).
En effet, en faisant

(7}02)2@02 - (U12)2<p1(z) —A+---+B- ZQ—H,

on aura A
T To T2 = 1)t
donc
A (—1ett

zZ1 =
B xi20...74

. : A . .
il est clair que 5 est une fonction rationnelle de x1, o, ... x4,

VPOT1, 1/ P0T2, - -/ P0Tas VP1Z1, A/ P122, - - -/ P1T 0.
Soit, par exemple,
por =1, @ro=ag+oz+ax®+asz®, viz=1, v =a+ax
on trouvera les équations:

U0($1) = —WivP1T1, VT2 = —W2\/P1T2,

T — X -

1
vo(z) = —wi VP1T1 — VP1T2,
561 — X9 — X
w1332\/901$1 — W2T14/P1T2
oy = Vp1xr: + o.)g p1T2
xl — T T1 — T2
W24/P1T2 — Wi4/P1T1
ap = — VP1T1 — P12 =
.131 — T2 — I 1 — T
on trouve de méme:
A=0oj—ay, B=-as,



donc
1 (ag— )

zZ1 =
12 as
2 2
1 T3P1T1 + T1PT2 — 2W1Wa /P11 - P1T2 - T1T2
= 5 — ap
a3T1To (331 - 902)

si I’on fait
w1 = ]., Wo = :‘:].7

I’équation (205) deviendra donc

(1) £ P(22) = +(2) + O

fx avt fB
I—— - log(Fzx)Xv log(FB) ¢, 206
I e e A ¥ CE N Rk) R
ou
fa-dx 2 3
T) = , T = Qo+ a1T + ax” + azx”,
V(@) /fgx-\/a0+a1x—|—a2x2+a3x3 v 0 ! 2 8
2
. (zg,/gozl + :zzlﬁ/gaxg) — ag(w — 12)?
a3 - X '1‘2(931 - xz)
T—x T—x
2 pr1+ ! VT2 1 (/T
Fp= X1~ 22 L2 — I
xr — T2 xr — I ’
- VP F VBT — \/PT
xr1 — To T2 — T1
ou bien

pr] " NI L \or
(1 —z)(x1 —22) (T2 —7)(T2 —71) (T —71)(T — T0)
VeTL " VPT2 B '

(@1 —2)(21 —22) (w2 —@)(x2—21) (2 —21)(2 — 22)

Fz =

B

Pour for=o -3, fr=1,on a
1

log(F'3), ou 1/1@)—/(33_(?7)\/@7

et pour for =1, fr =1,
dx

P(x1) £1p(za) = £1(2) + C, ol Y(x) = 7=

Soit encore m = 3, on aura 6 = 2, et h(poz - p12) =5 ou 6.
Dans ce cas donc on a

[ fx-dx

Y(z) = m7
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ou R est un polynome du cinquieme ou sixiéme degré, et
w1 (1) + w2tp(z2) + -+ + wWath(Ta) = v — mP(21) — M2 (22).

Ces fonctions z1, z2, sont les deux racines d’une équation du second degré,
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 1, 2, 3, et /R1, vV R2, vV R3,
en désignant par Ry, Rs, R3, les valeurs de R correspondant a x1, 2, 3.

Comme cas particuliers je citerai seulement les suivants:

1° Lorsque fx = Ag + A1z, foxr = 1. Alors on aura

(AO —+ Al.’ﬂ) . dlL’
Vag +aix + -+ aszd + agx

et

Fop(w1) £ P(w2) £ P(w3) £+ £ P(0) = TP(21) £ P(22) + C.

2° Lorsque por = 1, 12 = o + a1 + aox? + azz® + agz? + asz® = px,
Vo = o + 1 + anx?, viz = 1.
Alors on trouvera facilement

e el e N
) +p(21) £ (22) £P(3) = £(21) £Y(22) + C—
nt e e w2
) oo = [ L
et
+/PT1 . +\/p72 N Vs n Vv
For  (z1—2)(x1 —29)(x1 —73) (22 —7) (w2 —71) (W2 —23) (w3 — @) (w3 —m1)(w3 —w2) (v —x1)(® -

Rz +/px1 N +./pT2 R +./p13 V

(1 —2) (21 —22) (01 —23) (21 —2)(x2 —21) (72 —23) (23 —2)(x3 —21)(23 —73) (2 —21)(7 -

z1 et zo sont les racines de ’équation

(v02)® — @z

(z —x1)(z — 22)(2 — x3) =0

En faisant dans la formule générale (202) v; = 1, on aura
(x —x3)...(x — x4) 171 (r—z1)(x—23)... (T — xa) D172
Wy - / Wy - / ...
o — (x1 — x2),...(x1 — za) V wor1 (xa —x1)(x2 — 23) ... (T2 — T1) \| Yox2
0 o (x—21) ... (x —20_1) D100
(g —21) .. (T — Te_1) V oza’
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et d’apres cela

C—Hﬁzlo<ﬂﬂ>
fox - [P0 - 1T & iz
Ywipr + Emip(z) = v_1 1B Fyp3
Sy - log -
BT\ e B

b

ol
Wy $1L1 wa P1L2
$ox1 Pox2
Foa — (x1 —x)(z1 —22) ... (1 — o) (T2 — ) (T2 —21) ... (T2 — T4)
P1Lo ©1x
Wa —
i PoLq PYox
(Ta = 2)(Ta = 21) ... (Ta = Ta-1) (@ —21)(® —22) ... (¥ — Ta)
P11 P1T2
w1 w2
\ o1 I $ox2
Fio — (1 — )@y —x2) ... (1 — o)  (x2—z)(x2 —21)... (T2 — o)
Y [P1%a e
“V poza B Pox .
(o —2)(Xo — 1) oo . (T — Ta—1) (@ — 1) (T —22) ... (T — 24)

21, %2, ... 29, sont les racines de I’équation

(U0)2 CPoR — P12

Gom)—m) . (r—ay)

En faisant dans la méme formule générale fox = 1, on aura

Twip(z) + Emp(z) = C — 11 fe log{vox'WJrle"/m},

VPOLP1T VoL - /POXT — V1T + /P1T
ol
W(z) = _fz-dz
VPoT - 1T

Si fx est du (m — 2)° degré on aura
Swih(z) + Sr(z) = C;

Si lon fait for =x — 8, fr =1, on aura

vof3 - VoS +v1B - V1B

Swip(z) + Erp(z) = C +

ou
dx

vo= | ey
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12

C. Soit en troisieme lieu n =3, R =75, a1 =0, ag = 0. Alors on aura
12 2 1 0 1 9

so=1, s1 =77, s2=7"75, RO =s,, RW =35, R® =g,

2

1 2 2
0'(x,0) = vo +v177 5 + V277

1
3
2

0'(2,1) = vo +worrf g +wPoriag,
0'(x,2) = vo + wzvl’h%’b% + wvﬂ?’é
o(x) = log ' (x,0) + w™log§'(x,1) + w?*™ log ¢ (z,2)
0'(2,0) -0 (z,1) - 0'(x,2) = v3 +viy7s + viviye — 3vevivay17e.
En faisant donc m = 1, 71 = oz, 72 = @12, vg = vo(x), v1 = v1(x),
vg = v2(z), la formule (179) deviendra

Swip(z) + Xmyp(z) =

¢-n fz; 5+ {log(Fox) + wlog(Fiz) + w? log(Fex)}
fax - (pox)3 (p12)3

dz/—l fﬁ
v dpr—t {fz(y)b’(woﬁ) 5(¢18)3 g Los(00) +wlog(Fi) +o log(Fﬁ)}}

ou

fx- da:
f2w(pox)3 (p12)3

Foz = vo() + v1(2) (pox)3 (p12)F + va(@) (o) 3 (p12)
Fra = vo(2) + wvi () (poz) ¥ (912) 3 + wva(2)(00z) 3 (p12)3

)

ol

w\'-‘

Fsx = vo(x) + w2vl(x)(goox)% (§01£E)§ + wUQ(fE)(SDOx)%(SDlx)

2
Pour les mémes valeurs de x1, 2o, 3, . .. 21, 29, . . . Fox, Fix, Fhx, on aura aussi
Swip(x) + Xmip(z) =
C-1 fi - {log(Foz) + w? log(F1z) + wlog(Fez)}
f2z(poz)3 (p12)3
+2v d”;ll { @) L 2 1 } {log(Fo) + w? log(F15) +wlog(F2f3) }
A3 1378 - (9oB)3 (p18)3

2 Editorial note: Printed Fzz, following Fox and Fiz — an apparent misprint for Fhx
the third member of the triple Fy, Fy, Fy used throughout this passage (matching the w?,w
coefficient pattern already set by F» elsewhere on this page). Reproduced here as printed.
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Les fonctions z1, 2o, . . . 29, sont les racines de I’équation

{vo(2)}? + {v1(2)}Ppoz(p12)® + {v2(2) }2(002)*(12) — Bvo(2)v1(2)v2(2) o212

(z—x1)(z—22)(z2—x3) ... (2 — To1) (2 — Ty =0

D’apres I’équation (122), la plus petite valeur sera

3—|—n’.

0=hyi+hy+1-— 5

en remarquant que k1 = 1, ko = 1, n/ est le plus grand commun diviseur de
3 et h’}/l + 2}7,’)/2

Soit d’abord h7y; 4+ 2hye = 3m, on aura n’ = 3 et 0 = h(pox - p12) — 2.

Si hy1 + 2hye = 3m — 1 ou 3m — 2, on aura n’ = 1, et par suite 6 =
h(pozx - p12) — 1.

Ainsi, par exemple on aura pour

h(vox - p12) =1,2,3,4,5,6...

0=0,1,2,3,4,5... lorsque hpgxr + 2hp1x =3m £ 1

et 0= 0,1,2,3,4... lorsque hpgx + 2hp1x = 3m.

L’Académie m’ayant fait I’honneur de me charger de surveiller 'impression
de ce Mémoire, je me suis appliqué a corriger, autant que possible, les fautes
d’impression. Cependant, n’ayant pas le manuscrit sous les yeux au moment
ou je livrais les épreuves, je ne saurais me flatter d’avoir toujours réussi. Il
m’a méme semblé que dans certains endroits (notamment dans les conséquences
et les développements numériques tirés de l'inégalité 103), il y avait quelques
inexactitudes de calcul: mais je ne me suis pas cru autorisé a rien changer dans
ce beau travail. J’ai donc obtenu de I’Académie la permission d’insérer ici cette
note, que je ne saurais terminer sans exprimer encore une fois mon admiration
pour l’illustre géometre de Christiania, dont la science déplorera toujours la fin
prématurée.

G. Libri.
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