30. Remarques sur quelques propriétés générales
d’une certaine sorte de fonctions transcendantes.

(Par Mr. N. H. Abel de Christiania.)

1.

Si vz désigne la fonction elliptique la plus générale, c’est-a-dire si

r- oz

\/E 9
ou r est une fonction rationnelle quelconque de x, et R une fonction entiere de
la méme variable, qui ne passe pas le quatrieme degré, cette fonction a comme
on sait la propriété trés remarquable, que la somme d’un nombre quelconque de
ces fonctions peut étre exprimée par une seule fonction de la méme forme, en y
ajoutant une certaine expression algébrique et logarithmique.

Il semble que dans la théorie des fonctions transcendantes les géometres se
sont bornés aux fonctions de cette forme. Cependant il existe encore pour une
classe tres étendue d’autres fonctions une propriété analogue a celle des fonctions
elliptiques.

Je veux parler des fonctions qui peuvent étre regardées comme intégrales de
différentielles algébriques quelconques. Si I'on ne peut pas exprimer la somme
d’un nombre quelconque de fonctions données, par une seule fonction de la
méme espéce, comme dans le cas des fonctions elliptiques, au moins on pourra
exprimer dans tous les cas une pareille somme par la somme d’un nombre déter-
miné d’autres fonctions de la méme nature que les premieres, en y ajoutant une
certaine expression algébrique et logarithmique*). Nous démontrerons cette
propriété dans 'un des cahiers suivans de ce journal. Pour le moment je vais
considérer un cas particulier, qui embrasse en méme tems les fonctions ellip-
tiques, savoir les fonctions contenues dans la formule

Y =

r- o0z
; (1)
VR
*) Jai presenté un mémoire sur ces fonctions a ’académie royale des sciences
de Paris vers la fin de 'année 1826. Note de l'auteur.

R étant une fonction rationnelle et entiére quelconque, et r une fonction
rationnelle.

v =

2.

Nous allons d’abord établir le théoreme suivant:

Théoréeme I. Soit px une fonction entiére de x, décomposée d’une maniére
quelconque en deuz facteurs entiers p1x et paox, ensorte que pr = P1T - PoT.
Soit fx une autre fonction entiére quelconque et

B frox
W‘/(xa)m’ @



ot v est une quantité constante quelconque. Désignons par ag, ai, asz, ...; Co,
c1, Co, ... des quantités quelconques dont l'une au moins soit variable. Cela
posé, si lon fait

(ag+ a1+ asz® +. .. +apz™)? 12— (co+ 1o+ cox? +. .. Fcpma™)? - oz (3)

=A (z—x)(z—x2)(x—23)... (T —2p),

ou A ne dépend pas de x, je dis qu’on aura
e19Yx1 + e2¥xa + £33 + ... + Ty, (4)

_ fa Io { (ap + ara+ ...+ apa™)Jora+ (co+cra+ ...+ cnra™) /prc
Voa (a0 + a1+ ...+ apa™)/pra— (co + cra+ ...+ cpa™) /oo

ou C est une quantité constante et v le coéfficient de % dans le développement
de la fonction

fz Tog (a0 + a1z + ...+ anz™) /o120 + (co+ 12 + ... + ™) /P2
(x — a) /o (ag + a1z + ...+ apa™) /o127 — (co + 12 + ... + ™) J/p2x |

suivant les puissances descendantes de x. Les quantités €1, €a, ... €, sont égales
a +1 ou a —1, et leurs valeurs dépendent de celles des quantités xy, T2 ... .

Désignons le premier membre de I’équation (3.) par Fx et faisons pour
abréger:

}+T+C,

0 = ag + a1z + asx® + ... + apz”, (5)
Oz = co+ 1z + cox® + ...+ cma™,

nous aurons

Fz = (0z)* o1z — (612)? - pou. (6)
Cela posé, soit x une quelconque des quantités 1, x2, ... z,, on aura I'’équation
Fz=0. (7)

De la, en différentiant, on tire
F'x-0x+06Fx =0, (8)

en désignant par F'x la dérivée de F'x par rapport & x, et par § Fx la différentielle
de la méme fonction par rapport aux quantités ag, a1, as, ...; cg, ¢1, c2, ... Or
en remarquant que ¢z et wox sont indépendants de ces dernieres variables,
I’équation donnera:

0Fx =20x - p1z - 60x — 201 - pox - §0;x, 9)
donc en vertu de (8.)

F'z-0x = 2012 - pox - 6012 — 202 - o120 - 0. (10)



Maintenant ayant Fo = 0 = (6z)? - 12 — (012)? - pax, on en tire:
Oz - \Jprx = bz - \/parx, (11)
ol € = 1. De la vient
Ox - prx = bz - /12 - o = €012 - /o,
012 - pox = €0z - /o - o1& = ebx - \/pu,

donc Vexpression de F’z - 9 pourra étre mise sous la forme
F'z-0x = 2¢ - {0z - 6612 — 612 - 0z} - \/px. (12)
fx ' 1 . I
Ver Flz z—a
fx-0x  fx-(20x-6010 —201x - 00x)

Céla donne, en multipliant par € -

© (z—a)/pz (x —a)F'x ' (13)
En faisant pour abréger
AMz) =2fx(0x - 6612 — 1 - 00x), (147)
il viendra:!
fy-0x _ AT (14)

€- ,
(x — a) /o (r—a)-Flx
ou Az sera une fonction entiére par rapport a x.
Désignons par X'z la quantité

I'ey +T'eo +Tzz3 + ...+ 'z,

et remarquons que ’équation (14.) subsiste encore en mettant 'une quelconque

des quantités x1, x2, ... x, au lieu de z, cette équation donnera
x - O0x Az
e - / =X = dv. (15)
(x —a) /o (x —a)F'x
Cela posé, on pourra chasser sans difficulté les quantités x1, 2, ... x,, du second
membre.

En effet, quelle que soit la fonction entiére Az, on peut supposer

Ar = (x — a) - Mz + A,

Ar— A
ou A1z est une fonction entiére de x, savoir u. En substituant cette
valeur dans (15.), il viendra
)\11} 1
v=Y—=—+da-X——. 16’
v F’Jc+ “ (r—a)F'x (16)

L Editorial note: The numerator of the following display is printed “ fy-9z”; the left member
of (13.), from which this follows, has fz, so “fy” is a misprint for fz.



Maintenant d’aprés une formule connue on aura

1 1

Em = T’ (17)
ayant égard que
Fa=A(a—z1)(a—x2)...(a—x,),
donc S N
5v:—F—a+EF,x. (18)

A
11 reste a trouver Z#. Or cela peut se faire & l'aide de la formule (17.). En
x

effet en développant selon les puissances descendantes de ¢, il viendra?

1 1 1 1 1 1 xk
— = Yt = Yt — =t ... 19
Fa « F’x+a2 F’:U+ +ozk+1 F’:L'+ (19)

. . zk , e s 1 ,
d’ou 'on voit que ¥ —— est égal au coéfficient de —— dans le développement
F'x ak+1

1 k
de —, ou bien a celui de — dans le développement de a—. De la on voit

Fa Fa

. DS AN . . ,
aisément que Z—F/ , ou Arz est une fonction quelconque entiere de x, sera égal
T
1 AT
au coéfficient de — dans le développement de la fonction 217 Selon les puissances
x

1 . e .
ascendantes de —. Si pour abréger on désigne ce coéfficient compris dans une
x

fonction quelconque r développable de cette maniere par IIr, on aura:

)\11’ o )\1£U

P Fr (20)
Or la formule (16.), en divisant par Fz - (z — «), donne
A (21)

(x—a)Fz  Fz’

en remarquant que II

(16.) de dv deviendra

( ] est toujours égal a zéro. Donc ’expression
r—a)Fz

pYe Ax
ov=——+M1——. 22
Y Fa + (r —a)Fx (22)

2 Editorial note: In the following display the numerator of the second term is printed “17;
the expansion requires x, as the general term x* shows. A later reader has pencilled an
“x” above it in the copy scanned here; that annotation is not part of the print and is not

transcribed.



Maintenant on a (14.)

Az =2fx- {0z 5012 — 01z - 50z},
donc en mettant A au lieu de 2,

Aa =2fa{ba- 6010 — Ora - 60at.

En vertu de cette expression et en substituant pour Fx sa valeur (fa)? - oo —
(610)? - pocr, on obtiendra?

72f0¢~ (fa - 601 — b1 - §6a) 2fx O0x - 6601z — 01z - 00x

v = (0a)? - pra — (610)? - o r—a (02)2 prx— (6ha)?- ooz’

On trouvera aisément 'intégrale de cette expression; car en remarquant que fa,
pra, o, fr, x — o, p1x, pox sont des quantités constantes, on aura en vertu
de la formule

/paq—qapz Ly [pVmtayn
pPm—gn 2/men o \pyvim—av/n

Oo - 01c -
v—CfaJog{ oo+ o \/9020[} (23)
Voo Oa - Jora — o - \Jpaa
I B LN {ex'V‘PWF@lfff'\/s@zw}
(x — a)\/oT & Ox - Jpix — 012 - Jpaz |

Or Iéquation (15.) donne

B fx-0x
v = [ GET= (24)

et désignant par €1, €9, ... £, des quantités de la forme +1, on aura la formule®

donc en faisant

g1y + e2xa + 393 + ... + € YT, = (25)

c_ fa log{9a'«/80106+9101'«/90204}
Voo Oa - Jora — 0o - \J/paa

+1I fx log{ex. v 80190+91m.\/<p2$}
(x — ) /TP Ox - Jpiz — 012 - Joax |’

3 Editorial note: The letter substituted for « is printed “\”; the substitution actually made
is * = «, as the resulting formula Aa = 2faf. ..} shows, so “\” is a misprint for a.

4 Editorial note: Two misprints in the following display. Its left member is printed “Ov”
but is the dv of (22.). In the last denominator “(61)2” should be (f12)2: the whole term is
a function of z, and (6.) gives Fx = (6z)2p12 — (612)%pa22.

5 Editorial note: In the following display the radicand of the last denominator is printed
transposed, “/(z¢)”; every other occurrence, including (23.) and (28.), has /(px).




qui s’accorde parfaitement avec la formule (4.).
Les valeurs de €1, €2, ... €, ne sont pas arbitraires, elles dépendent de la
grandeur de x1, o2, ... x, et celle-ci est déterminée par 1’équation

Oz - /1o = ebrx\/paz,

équivalente aux équations
0x1 - /o171 = €1 - 0121 - J/pa1; Oz - /o122 = €201 T2/ Paa; . .. (26)
0x, - /P1T, = €u01T,\/P2T -

Drailleurs les quantités €1, €g, ... £, conserveront les mémes valeurs pour toutes

les valeurs de xy, w2, ... x,, comprises dans certaines limites. Il en sera de
méme de la constante C'.

3.

La démonstration précédente suppose toutes les quantités 1, z2, ...... Ty
différentes entre-elles,® car dans le cas contraire F'z seroit égal & zéro pour un
certain nombre de valeurs de z, et alors le second mem- bre de la formule (14.)

sé présenteroit sous la forme . Néanmoins il est évident, que la formule (25.)
subsistera encors dans le cas méme, ou plusieurs des quantités 1, xo, ... T,

sont égales entre-elles.
En faisant zo = 21, on aura (26.)

Oxy - /o171 = €10171/ 211 = 20171/ P21,

et cela donne, en supposant que 61zpsx et Oz - g1z n’aient pas de diviseur
commun:
Eg =¢€1.

En vertu de cette remarque on aura le théoreme suivant:
Théoréeme I1. Si l’on fait

(02)? - o1z — (012)% - o = A - (x — 21)™ (x — 22)™2 ... (x — x,)™, (27)

ot les fonctions entiéres 0x - p1x et O1x - pox n'ont pas de diviseur commun, on
7
aura:

e1mivTy + oMoty + esmsthxrs + ... + Eum;ﬂ/)(mu = (28)

C_ fa log{ea e+ 0o \/QOQCY}
Voo Oa - /o1 — 01 - /o

fz o {Gx-‘/gplz+919:-,/<p2x}
(z — a)/pz & Ox - Jp1z — 012 - Sz |

S Editorial note: The second entry in this list is printed as a superscript, “z2”; the list is
1, T2, ... Ty everywhere else, so this is a misprint for the subscript 2.

7 Editorial note: The last term of the following display is printed “ep(x,”, with an opening
parenthesis that is never closed; (25.) and (29.) both write this term /.

+II




4.

Sil’on suppose fz divisible par z—q, on aura fa = 0, donc en mettant fz-(x—a)
au lieu de fz, il viendra:
Théoréme III. Les choses étant supposées les mémes que dans le 2. Théoréme,
st lon fait
b = fx- 83:7
oz

ot fx est une fonction entiére quelconque, on aura

e1mivxy + €amothxs . .. —|—€Mmuz/)xu (29)

=C+ H—fx lo {9”3 Ve 91xs/<p2x}
Jor &\ 0z Voix — bz /oox |

5.

Si dans la formule ci-dessus on suppose le degré de la fonction entiére f(x)
moindre que la moitié de celui de pz, il est clair que la partie du second membre
affecté du signe II, s’évanouira. Donc on aura ce theoréme:

Théoreme IV. Si le degré de la fonction entiére (fx)? est moindre que celui

de px, et qu’on fait
" / fx-0x
= | ———:
(z — o) /0T

on aura
e1mivy + eamatpxa + ...+ mux, (30)
_o_ 12 {90"\/@10‘4?910[-\/@204}
Jpa & fa - \Jora — Ora- /oo |
6.

En faisant fa = 1 dans le théoreme précédent et différentiant k — 1 fois de suite,
on aura le théoréme suivant
Théoreme V. Si l'on fait

ox
b= [ —
(x —a)ky/ox
on aura
e1mYxy + eomaPTo + ...+ mubx,

_C 1 ok—1 1 Io Oa - Jora+ 010 - /oot
N 12...(k=1) 0ak—1 /o« s fa - \/pra —bra - \/paa |




7.

Si dans le théoréme III. on suppose le degré de (fx)? moindre que celui de @,
le second membre se réduit a une constante. Cela donne aisément le théoréme
qui suit:

Théoréeme VI. St l'on désigne par vYx la fonction

/(50+51z+52x2+...+5y, ¥ )
VBo + Bz + Bea? + ...+ Bua”

. v—1 ; L v . . .
ou v = 5~ 1, si v est impair, et V' = 57 2 st v est pair, on aura toujours:

eimip(z1) + eamatp(z2) + ... +eumup(x,) = d une constante. (31)

On voit que v/ a la méme valeur pour v = 2m — 1 et pour v = 2m, savoir
V'=m—28

8.

Soit maintenant
rox

= =

ou r est une fonction rationnelle quelconque de z. Quelle que soit la forme de
r, on pourra toujours faire?

P

flx fgl' fwxw
r=fx U R L R 32
Jr+ (x —ayq)kr + (. — ag)k2 + (x — ay,)ke (32)
ou fx, fix, fox, ... f,x sont des fonctions entieres. Cela posé, il est clair qu’en

vertu des théoremes III. et V. on aura le suivant: Théoreme VII. Quelle que soit
la fonction rationelle v, exprimée par la formule (32.), en faisant

rox ot bz - \/p12 + bz - \/p2m . (33)
Vor Ox - J/p1x — 012 - /P2 X

pr =

on aura toujours:'°

V%xlogxw (34)

e1miYxy + amathxe + ... + e mypx, = C + 11

8 Editorial note: Printed with two prime marks, “v’’”; the quantity defined just above and
used throughout is v/.

9 Editorial note: In the following display the last numerator is printed “f,,z.,”; the sentence
immediately following lists these numerators as fz, fiz, fox, ... fuz, so the subscript on =
is a misprint.

10 Editorial mote: In the second term of the following display the derivative is printed
“Ba}f271”; it must be taken with respect to g, as the first and third terms (a1 with ki,
a with k) show.



1 Qk1—1 flal 1 1 k21 f2042 1
BT T 0gXO01 — =~ 1" -log xae — ...
ki 9af—t /o Tky 0ak2=! /oo
1 kw1 foow ]
= Ty ——log xa
ka 30&5‘” 1 vV Py, 7

en représentant par I'(k) le produit 1.2.3... (k —1).

9.

Précedemment nous avons considéré les quantités xi, xa, ... x, comme des
fonctions de aq, a1, as, ... cg, €1, C2, ... Supposons maintenant qu’un certain
nombre des quantité x;, x2, ... x, soient données et regardées comme des
variables indépendantes; et soient xi, 2, ... x,s ces quantités. Alors il faut
déterminer ag, aq, ... cg, C1, ... de maniére que le premier membre de I’équation

(3.) soit divisible par
(x —z1)(x —22) ... (. —2p).

Cela se fera a I'aide des équations (26.). Les u/ premieres équations®!
Oz1 - /o121 = €1 - by - /paz,
Oy - /112 = €3 - 0172 - \/ P22,

0x, -/ P1T = € - 01T - \/P2T
donneront un nombre 1’ des quantités ag, a1, ... o, c1, ... exprimées en fonc-
05 ) 0> ’

tions rationnelles des autres et de x1, x2, ... Ty; \/PT1, \/PT2, ... \/PT ;.

Le nombre des indéterminées ag, a1, ... an, Co, C1, - .. Cm est égal a m+n+1;
donc, comme il est aisé de voir par la forme des équations (35.), on pourra faire
i = m+n+ 1. Cela posé, en substituant les valeurs de ag, a1, ... cg, c1,
... dans les fonctions 0z, 01z, ..., la fonction entiere (0x)? - p1z — (017)? - oz
deviendra divisible par

(x—z1)(x —22) ... (x —xp).
Désignant le quotient par R, on aura
R=A(x —zp1)(x —zpye)... (2 — ). (36)

Donc les pp — p/ quantités /41, 42, ... Ty, seront les racines d'une équation
R = 0 de degré p — 1/, dont tous les coéfficiens sont exprimés rationnellement

par les quantités x1, @, T3, ... Tp; /OT1, \/PT2, -+ ... VPT

1 Editorial note: The system that follows carries no number in the print, though the text
refers to it three times as “(35.)” In the copy scanned here a later hand has pencilled “35.
and a brace beside it; that annotation is not part of the print and is not transcribed.




Faisons!?

€1 =&2=€&3=...= €& :17
Epi+l = €42 = .- = & = -1,
!
Tpi+1 =T, Tpp+2 =Ty, - Ty =Ty,

Tw+1 =Y, T2 =Y2,..- Ty =Y,

rox
en aura, en désignant par ¢(z) la fonction [ —— 13
PT
Vg + Yxy 4 .. Yx,, — Yry —ry — =Y, (37)
=0 =Yy —Yy2 —hys — ... — Yy,
ol v est une expression algébrique et logarithmique. Les quantités x1, x2, ...
Tuy; T, Ty, ... 2, sont des quantités variables quelconques, et yi, Y2, ... Yo

seront déterminables & ’aide d’une équation du degré v/'.

Maintenant nous verrons qu’on pourra toujours rendre v’ independant du
nombre 1 + pe des fonctions données. En effet cherchons la plus petite valeur
de v/'.

En supposant indeterminées toutes les quantités ag, a1, ... cg, c1, ..., il est
clair que u sera égal a 'un des deux nombres 2n + v1 et 2m + vy, ou vy et vy
représentent les degrés des fonctions @1z, pox. Soit p. ex.

w="2n+uv,
on doit avoir en méme tems:
12 2 2m + va,
d’ol1, en ajoutant, on tire
V1 + v
wZm-+n+ %,
ou
V=p—p =p—m-n-—1,
donc n
v+ v
v > % —1,
ou bien, désignans le degré de ¢z par v,
v
v 2 5~ 1. (38)

12 Bditorial note: The third line below is printed “Tu,4+2 = x7; it should read x}, as the
pattern and the sums (37.) and (39.) require.

13 Editorial note: The first term of the following display is printed “@z2”, duplicating the
second; it should be ¥x;.

10



v—1

De 1a on voit, que la plus petite valeur de v/ est ou % — 1, selon que v est
impair ou pair.

Donc cette valeur est indépendante du nombre p; 4o des fonctions données;
elle est précisément la méme que le nombre total des coéfficiens dg, 01, O, ...

dans le 6™¢ théoreme. On aura maiéltenant ce théoreme:
ror
Théoréeme VIII. Soit yx = | ——, ou r est une fonction rationnelle quel-
T

conque de x, et pxr une fonction entiére de degré 2v — 1 ou 2v, et soient x1,
T2, ... Ty, Ty, Ty, ... T, des variables données. Cela posé, quel que soit le

nombre p1 + po des variables, on pourra toujours trouver au moyen une équation

algébrique, v — 1 quantités y1, ya, ... yu—1, telles que:t

Yy +1/Jx2+...+wxmfql)xllfwxllfz/)ng...fip’x:w (39)

=0+ Py + ey + ..+ Ev1PYu-1,
v €étant algébrique et logarithmique, et €1, €2, ... €,_1 €gales a +1 ou a —1.
On peut ajouter que les fonctions yi, yo, ... y,—1 restent les mémes, quelle
que soit la forme de la fonction rationelle r, et que la fonction v ne change pas
de valeur en ajoutant a r une fonction entiere quelconque du degré v — 2.

10.

Les équations (35.) qui déterminent les quantités ag, a1, ... cg, ¢1, ... devien-
dront en vertu de la formule (39.)'5

01 - \Jp1m1 = 0121 - Jpax1; O - N1 = =017 - /o2, (40)
0o - \/P1Ta = 0122 - /PaT2; Ozl - N1 = —0125 - \/pah,

= . / _ / /
0, - P1Zp, = 1Ty - /P2ty 0T, - O1Tu, = —bhT),, -\ /P21,

Pour déterminer €1, €3, ... €,_1, on aura les équations:®

Oy1 - or1y1 = €161y - Vipaun, (41)
Oy - /p1y2 = €201y1 - /P22,

14 Bditorial note: Two misprints in the following display: the term —x] is printed twice
(the second should be —vzf, and the following —a?, then continues the sequence), and the
last ¢ carries a prime, “¢'z},,”, which no other occurrence has.

15 Editorial note: Three misprints in the system that follows: in the first row “P|” carries a
prime the other rows do not; in the second row the radicand “4/@12/” should be /p1a}; in
the last row “, /@17, " lacks the prime on z.

16 Bditorial note: The second equation below is printed with “61y1”; the first and last rows
show that the right member must be e261y2 - \/p2y2.

11



0yy—1 -/ P1Yo—1 = €v—101Yp—1 - VP2Yr—1.

Les fonctions y1, ya, ... y,_1 sont les racines de I’équation'”
) b

(0y)? - o1y — (019)* - 2y
!

(Y—x)y—x2) ... (y—2pu,)(y — @)y —25) ... (y — 7))

=0. (42)

i+ pe+rv—1—1

Le degré de la fonction 0y est n = et celui de 61y est

2
m=n-+ruvy — V.
11.
La formule (39.) a lieu si plusieurs des quantités x1, xo, ... x}, 5, ... sont
égales entre elles, mais dans ce cas les équations (40.) ne suffisent plus pour
déterminer les quantités ag, a1, ... cg, C1, ...; car si p. ex. r1 =Ty = ... = Ty,

les k premiéres des équations (40.) deviendront identiques. Pour avoir les
équations nécessaires dans ce cas, soit pour abréger

0z - \/po1x — 012 - \/poxr = Ax.

L’expression doit avoir une valeur finie en faisant x = x;. De la on

A
(x — 1)k

tire d’apres les principes du calcul différentiel, les k équations'®

Aep=0; Nap=0; Nap=0; ... AUz =0, (42)
et ce sont elles, qu’il faut substituer & la place des équations'®
A =0, Axo=0, ... Axp=0,
dans le casou 1 = 29 = ... 2.

17 Editorial note: In the following display the first factor of the denominator is printed with
a chi, “(y — x1)”; it should be (y — z1).

18 Editorial note: The following display is numbered “42.” in the print, repeating the number
already given on p. 322; the sequence requires 43.

19 Bditorial note: The first of the equations below is printed “Az = 0” without a subscript;
the list runs over x1, x2, ... xk, so it should read Az; = 0.
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