Recherches sur les fonctions elliptiques.

(Par M. N. H. Abel.)

Depuis longtems les fonctions logarithmiques, et les fonctions exponentielles
et circulaires ont été les seules fonctions transcendantes, qui ont attiré ’attention
des géometres. Ce n’est que dans les derniers tems, qu’on a commencé a en con-
sidérer quelques autres. Parmi celles-ci il faut distinguer les fonctions, nommées
elliptiques, tant pour leurs belles propriétés analytiques, que pour leur appli-
cation dans les diverses branches des mathématiques. La premiere idée de ces
fonctions a été donnée par 'immortel Fuler, en démontrant, que 1’équation sé-
parée

ox n oy
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est intégrable algébriquement. Apres Euler, Lagrange y a ajouté quelque chose,
R.0x

VT =21 = )]
ou R est une fonction rationelle de z. Mais le premier et, si je ne me trompe, le
seul, qui ait approfondi la nature de ces fonctions, est M. Legendre, qui, d’abord
dans un mémoire sur les fonctions elliptiques, et ensuite dans ses excellents ex-
ercices de mathématiques, a développé nombre de poropriétés' élégantes de ces
fonctions, et a montré leur application. Lors de la publication de cet ouvrage,
rien n’a été ajouté a la théorie de M. Legendre. Je crois, qu’on ne verra pas ici
sans plaisir des recherches ultérieures sur ces fonctions.
En général on comprend sous la dénomination de fonctions elliptiques, toute
fonction, comprise dans l'intégrale

en donnant son élégante théorie de la transformation de I'intégrale

/ Rox
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ou R est une fonction rationelle et «, 3, v, §, € sont des quantités constantes et
réelles. M. Legendre a démontré, que par des substitutions convenables on peut
toujours ramener cette intégrale a la forme

P oy
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ol P est une fonction rationelle de y?. Par les réductions convenables, cette
intégrale peut étre ensuite ramenée a la forme

/ A+ By? dy
C+Dy* fla+by®+cy")
et celle-ci a:

A+ Bsin?6 00

b

. 2.
C + Dsin” 6 (1 —c2sin29)

L Editorial note: Printed poropriétés instead of propriétés; an apparent misprint.



ol c est réel, et moindre que I'unité.
De la suit, que toute fonction elliptique peut étre réduite a I'une des trois

formes:
/L; /89\/(1—0281n29); / % ,
\/ (1 = c2sin? ) (1+nsin®6)4/(1 — c2sin?h)

auxquelles M. Legendre donne les noms de fonctions elliptiques de la premiere,
seconde et troisiéme espece. Ce sont ces trois fonctions, que M. Legendre a
considérées; surtout la premiere, qui a les propriétés les plus remarquables et
les plus simples.

Je me propose, dans ce mémoire, de considérer la fonction inverse, c’est-a-
dire la fonction ®«, déterminée par les équations

/ 06

a= | —————c¢t

\/ (1 = c2sin? )
a) =zx.

sin @ = ¢

La derniere équation donne

0.4/ (1 —sin®f) = 0.9 = Oz,

donc

o= | or .
0 VI =221~ 2]

M. Legendre suppose ¢? positif, mais j’ai remarqué, que les formules deviennent
plus simples, en supposant c? négatif, = —e?. De méme j’écris pour plus de
symmétrie 1 — c2z? au lieu de 1 — 2. En sorte que la fonction $a = z sera

donnée par I’équation

T

o g
0 [(1=ca?)(1+ e2a?)]

ou bien

d'a = da/[(1 — 2D2a)(1 + e2d2a)).

2 Pour abréger, j’introduis deux autres fonctions de o, savoir:

fa=+1/(1—=c202a); Fa=+/(1+ e2P2q).

Plusieurs propriétés de ces fonctions se déduisent immédiatement des pro-
priétés connues de la fonction elliptique de la premiere espeéce, mais d’autres sont
plus cachées. Par ex. on démontre, que les équations Pa =0, fa =0, Fa =0
ont un nombre infini de racines, qu’on peut trouver toutes. Une des propriétés

2 Editorial note: Printed da before the radical; the factor is spurious, since the derivative
is the square root alone.



les plus remarquables est, qu’on peut exprimer rationellement ®(ma), f(ma),
F(ma) (m étant un nombre entier) en ®a, fo, Fa. Aussi rien n’est plus facile,
que de trouver ®(ma), f(ma), F(ma), lorsqu’on connoit @, fa, Fa; mais le
probléme inverse, savoir de déterminer ®«, fa, Fa en ®(ma), f(ma), F(ma)
est plus difficile, parcequ’il dépend d’une équation d’un degré plus élevé (savoir
du degré m?).

La solution de cette équation est I’objet principal de ce mémoire. D’abord on
fera voir, comment ont® peut trouver toutes les racines, au moyen des fonctions
®, f, F. On traitera ensuite de la solution algébrique de I’equation en question,
et on parviendra & ce résultat remarquable, que ¢ (%), f (%), F (%) peuvent
étre exprimés en ®a, fa, Fa, au moyen d’'une fonction, qui, par rapport a «, ne
contient d’autres irrationalités que des radicaux. Cela produit une classe tres
générale d’équations, qui sont resolubles algébriquement. Il est a remarquer, que
les expressions des racines contiennent des quantités constantes, qui, en général,
ne sont pas exprimables par des quantités algébriques. Ces quantités constantes
dépendent d’une équation du degré m? — 1. On fera voir comment, au moyen
de fonctions algébriques, on peut en ramener la solution & celle d’une équation
du degré m + 1. On donnera plusieurs expressions des fonctions ®(2n + 1)a;
f(2n 4+ 1)a; F(2n 4+ 1)a en fonctions de ®a, fo, Fa. On en déduira ensuite
les valeurs de ®a, fa, Fo en fonctions de . On démontrera, que ces fontions*
peuvent étre décomposées en un nombre infini de facteurs, et méme en une
infinité de fractions partielles.

g 1.

Propriétés fondamentales des fonctions ®a; fa; Fa.

1.
En supposant, que P = z (1.), on aura en vertu de ce qui précede:
x
13)
o :/ - . (2.)
o VI(1 = c222)(1 + e222)]

Par 1a on voit, que «, considéré comme fonction de x, est positif depuis
z =0, jusqua x = L. En faisant donc

w g ox
2 /0 VIO = 2221 + e22?)]

il est évident, que ®ar et® positif et va en augmentant depuis a = 0 jusqu’a
a = %, et qu'on aura

(3.)

w 1
0)=0 (7) _— 4,
p(0)=0,¢(5) =" (4.)
3 Editorial note: Printed ont instead of on; an apparent misprint.
4 Editorial note: Printed fontions instead of fonctions; an apparent misprint.
5 Editorial note: Printed et instead of est; an apparent misprint.




Parceque a change de signe, lorsqu’on écrit —x a la place de x; il en est de
méme de la fonction @« par rapport a «, et par conséquent on aura 1’équation

p(—a) = —p(a). (5.)

En mettant dans (1.) x4 au lieu de « (ou 4, pour abréger, représente la quantité
imaginaire /—1) et désignant la valeur de a par g1, il viendra

| = 1) et B = ' O
zi = ®(Bi) et 8 /O \/[(1 + 222)(1 — 62172)]. (6.)

B est réel et positif depuis z = 0 jusqu’a z = %, donc en faisant

w : ox
2 :/0 V1221t E2)] )

aps . . . N 5 N . 1 .
x sera positif, depuis 8 = zéro jusqu'a 8 = %, c’est-a-dire, la fonction ;®(31)

2
sera positive entre les mémes limites. En faisant § = a et y = @, on a

o= [ Oy
o V=) T+ )]

donc on voit, qu’en supposant ¢ au lieu de e et e au lieu de £,°

w(qi)

se changera en ®a.

Et parceque
fa=+/(1-c2d2a),

Fa=+/(1+ e2d2a),

on voit, que par le changement de c en e et e en ¢, f(wi) et F(«i) rentreront
respectivement en F'a et fa. Enfin les équations (2.) et (7.) font voir, que par
la méme transformation, w et w rentreront respectivement en w et w.

Suivant (7.) on aura z = i pour f = %, donc en vertu de I’équation

xi = (i), il viendra
wi 1

2.

En vertu de ce qui précede, on aura les valeurs de ®a pour toute valeur réelle
de «, comprise entre —% et +%, et pour toute valeur imaginaire de la forme
Bi de cette quantité, si 8 est une quantité continue entre les limites —% et

+%. Il s’agit maintenant de trouver la valeur de cette fonction pour une valeur

6 Editorial note: Printed as a curled e (apparently ¢) at the last place; the sense requires ¢
(interchange of ¢ and e).



quelconque, réelle ou imaginaire, de la variable. Pour y parvenir, nous allons
d’abord établir les propriétés fondamentales des fonctions @, f et F.
Parcequ’on a
fPa=1- 0%,
F?a =1+ e2d%q,
on aura, en différentiant:
fa.fla=—2da.¢a,
Fa.Fla=ée*daya,
Or d’apres (2.) on a

o'a=+/[(1-c2d2a)(1 + e2d20)] = fa.Fa,

donc, en substituant cette valeur de ®’« dans les deux équations précédentes,
on trouvera, que les fonctions ®a, fa, Fa sont liées entre elles par les équations

Ya= faFa,
fla = —*®a.Fa, 9.)
Fla = é*da.fa.

Cela posé, je dis, qu’en désignant par « et 8 deux indéterminées, on aura

Pla+p) = soal_‘_ezcz.@fawgﬁ .

2
fla+B) = fa.flﬁ c2 .;paé@ﬁ.foc.Fﬁ’ (10.)
+ e?c2p?a.p?f
Fa.FB + e%.pa.0B.fa.fB
1+ e2c2p2a.0?8 '

Ces formules peuvent étre déduites sur le champ des propriétés connues des
fonctions elliptiques™; mais on peut aussi les vérifier aisément de la maniére
suivante.

*) Legendre Exercices de calcul intégral.

En désignant par r le second membre de la premiere des équations (10.), on
aura, en differentiant par rapport & «:

<8r> _ {p'a.fB.FB+¢B.Fa.f'a+ ¢B.fa.F'a}l

Fla+p) =

da 1+ e2c2.p%a.9%8
(pa.fBFB+ ¢B.fa Fa).2e2c?pa.p?B.¢'a
(14 e2c?p?a.9?p)? '
En substituant pour ®’«, f'«, F’'« leurs valeurs données par les équations (9.),
il viendra

or\ _ faFa.fB.Fp _26202<p2a.<p2,8.fa.fﬂ.Foz.Fﬂ
da ) 1+ e2c2p2a.¢23 (1 + e2c2p2a.p?B)2

N pa.pB 1+ €22 p?ap?BH—c2F?a + e2 f2a} — 2e2cpa pB.02B. f2a. F?a

L+ EPPag?B)?

)



d’oll, en substituant pour f2a et F2q leurs valeurs: 1 — c2®2%a, 1 + e2d%q, et
en réduisant, on tire

or\  (1—e*Pp?a.p?B){(e? — ) + pa.pB + fo.fB.Fa.FB} — 2e2c?pa oB(?a + 2 B)
<5a> (14 e2c2p%a.¢?B)?

7 Maintenant o et 8 entrent symétriquement dans l’expression de 7; donc on

aura la valeur de (277;)7 en permutant « et 8 dans la valeur de (g—g). Or par

cela 'expression de (22) ne change pas de valeur, donc on aura

or\ _[or
da) \0B)°
Cette équation aux différentielles partielles fait voir que r est fonction de
a + 3; donc on aura

r=y(a+p).

La forme de la fonction v se trouvera, en donnant & [ une valeur particuliere.
En supposant par ex. 8 = 0, et remarquant que ®(0) =0, f(0) =1, F(0) =1,
les deux valeurs de r deviendront

r=>®(a)etr=1v(a),

donc

et de la
r=v(a+ ) =2(a+p).

La premiere des formules (10.) a donc lieu effectivement.
De la méme maniére on verifira les deux autres formules.

3.

Des formules (10.) on peut en déduire une foule d’autres. Je vais rapporter
quelques-unes des plus remarquables: Pour abréger je fais

1+ e*?®%a.9?3 = R. (11.)

7 Editorial note: Printed with a plus sign (and a stray hairline before it) between (e — c?)
and @a.pB; a product (e2 — c?)pa.pfB is expected.



En changeant d’abord le signe de 3, on obtiendra

@(a—Fﬁ)-ﬁ-@(a—ﬁ):M,
@(a+ﬁ)—q>(a_5):2¢5'f+m7

Fla+ )+ flo—p) = 2L2I0,

flo+8) — fla—p) = o Eald "
Fla+8)+Fla—f) = QFO]‘%'F@

Fla+8)— Fla—B) = 262”0"‘;5'”‘-”,

En formant le produit de ®(a+ ) et ®(a — 3), on trouvera

_ ypofB.EB+pb.fa.Fa pa.fB.FS —¢pf.fa.Fa
R ’ R

Qo fPBF?B — 6. [P F o

— = 7

P(a+ 8).0(a - f)

ou, en substituant les valeurs de f23, F28, f?a, F?a dans ®3 et ®a:

20 — 25_6202 20.0%8 + 2202804
Bla+ B).d(a— f) = LL=¥ prop’p P B¢

R2
_ (PPa—¢?B)(1+ Pp*a.p?B)
= 2 :
or R=1+¢e?c?®%a.9%p, donc
20 — 2
D(o+ B).B(a — B) = ‘pTW. (13.)

On trouvera de méme

fla— 2p?B.F?a _ 2B — 2p?a.F?

fla+ B)fla—p) = L= ;

1— 629020[ _ 62@26 _ 026290204~<P26 - f2a-f26 _ 02(62 + 62)90204-9026

R R
F2a 4+ e2p%6.f%a _ F?23 4 e2p%a.f2p
R N R

Flo+B).Fla—f) =

b

1+ e?p?a+ e2p?f — e2?p®a.p?f  F2a.F?8 — (A + e?)p’a.9?

R

R
(14.)



4.

En faisant dans les formules (10.) g = 4%, 8 = +%5i, et remarquant, que
f (j:%) =0, F( %z) =0, on aura

o0 ) = 2oy s 1 (02 3) =7 2 f
wy_ F3
F(ai;> F; ’w. o o i o (15.)
cp(a:l:; ) ::I:gogz.f—a, F( :i:;z) = (p%i.f—a,
f(ai§>:ffii;
ou bien:
w(ai%) :i%'%’ f(a:t%) =F (62+c2).%,
wy _ (e2+¢?) 1
F<ai;) i%‘a Her w Yo (16.)
ga(ai;i)::t;.f—a;F(aj:Ez)::tz (e2 + ¢?) ;
os 5) =T
De 1a on tire sur le champ:
(5 r) =8 (5= 15 ee) = (5 0)
() =r(5 o) .
cp(%i—l—oz):(l)(gi—a);F(§z+a)——F(§z—a),
£(i+a)=1(3i-a):
<p(oz:|:%).<p(a+%i)::té; F(aj:%).Foz:g; f(a:t?;i).foz:(lle;.)
En faisant a = % et 54, on trouve de la .
(530316503 r(5+5) -1

Ensuite les équations (17.), en y mettant dans les trois premieres a + % au
lieu de «, et dans les trois dernicres o + 54 au lieu de a, donnent les suivantes

{w(ai w) = —Pa; fa+w)=—fo; Fla+w)=Fo; (19.)

pla+wi) = —%a; fla+wi)= fa; Fla+ wi) = —Fa;



et en mettant o +w et a + wi au lieu de a:

2w+ a) = Pa; P2wi+ a) = Pa; P(w+ wi+ a) = Do
fQRw+a) = fa; f(wi+a)=fa; (20.)
Flw+a)=Fa; F2wi+ a) = Foa.

Ces équations font voir, que les fonctions ®a, fa, Fa sont des fonctions
périodiques. On en déduira sans peine les suivantes, ot m et n sont deux nombres
entiers positifs ou négatifs:

e((m+n)w+ (m—n)wi +a) =pa; p(m+n)w+ (m—n+Dwi+a) = —paq;
f@Cmw+nwi+a) = fa; f(2m+ 1Dw+nwi+a) =—fa;
F(mw+ 2nwi+ o) = +Fa; F(mw+ (2n+ 1)wi+ a) = —Fa.

Ces formules peuvent aussi s’écrire comme il suit:

®(mw + nwi £ a) = £(-1)"1T".0q,
fmw+nwi+ a) = (-1)".fa, (22.)
F(mw + nwi+ o) = (—)".Fa.

8 On peut remarquer comme cas particuliers:

O(mw + a) = £(-1)".Pa; P(nwi+a)=+(-1)".Da;
fimw+a)=(-1)".fa; f(nwita)=fo (22".)
Fimw+ta)=Fa; Flnwi£a)=(-1)".Fa.

5.

Les formules qu’on vient d’établir, font voir qu’on aura les valeurs des fonc-
tions ®a; fa; Fa pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de la variable,
lorsqu’on les connoit pour les valeurs réelles de cette quantité, comprises entre
2 et —% et pour les valeurs imaginaires de la forme i, ot 8 est comprise entre
T et —%.

En effet, supposons qu’on demande la valeur des fonctions ®(« + i), f(a+
Bi), F(a+ Bi), ot « et B sont des quantités réelles quelconques. En mettant
dans les formules (10.) i a la place de 3, il est clair, qu'on aura les trois
fonctions dont il s’agit, exprimées par les fonctions: ®«; fa; Fa; ®(81); f(Bi);
F(B1). 1l ne reste donc, qu’a déterminer ces derniéres.

Or, quelles que soient les valeurs de « et 3, on peut toujours trouver deux
nombres entiers m et n, tels que o = m.w o', B = nw £ [/, ot &’ est une
quantité comprise entre 0 et +%, et 5’ entre 0 et +%. Donc on aura, en vertu

8 Editorial note: In the last line of this system the base of the exponent is printed as a bare
minus sign, without the digit 1; an apparent misprint for (—1)™.



des équations (22.), en substituant les valeurs précédentes de « et 3:

I
=
3
&
H_
Q\
I
T
=
E
~
Q\

I
=
S
g
~.
H_
=
=
I
|
=
K
=
x®
=

Donc les fonctions o, fa, Fa, ®(Bi), f(Bi), F(Bi) seront exprimées comme on

vient de le dire et par suite aussi les fonctions ®(a + Si); f(a+ 5i); F(a + Bi).
Nous avons vu précédemment, que P« est réel depuis o = —% jusqu'a o =

+3, et que @ est réel depuis a = —% jusqu’a a = +%.
Donc en vertu des équations (22.) il est clair:

1) que ®(«) et @ sont réels pour toute valeur réelle de o; P est compris
entre —% et —i—%, et @ entre —é et —l—%;

2) que ®(«) s’évanouit pour a = mw, et ‘p(f‘i) pour a = mw, m étant un
nombre entier positif ou négatif; mais ®(«) n’est pas nul pour aucune autre
valeur réelle de a.

En remarquant, que fa = /(1 — 2®2a), Fa = /(1 + e2®2q), il suit de ce
que nous venons de dire:

1) que les fonctions f(a); F(«); f(ai); F(ai) sont réelles pour toute valeur
de «;

2) que f(«) est compris entre les limites —1 et +1 et F'(«) entre les limites

+1et + (1 + Z—z), ensorte que Fa est positif pour toute valeur réelle de «;

3) que f(ai) est positif et compris entre les limites +1 et /(1 + g—z) et F'(wi)
entre les limites —1 et 4+1 pour toute valeur réelle de «;
4) que f(a) s"évanouit pour a = (m + 3)w et F(ia) pour a = (m + 3)w;
mais pour nulle autre valeur de «.
On remarquera ce qui suit comme corollaires qu’on tire des formules (22.):
1) Soit @ = 0. Dans ce cas, en remarquant, que ®(0) = 0, f(0) = 1,
F(0) =1, on aura
w(mw + nwi) =0,
flmw + nwi) = (-1)™, (23.)
F(mw + nwi) = —1.

2) Soit o = ¢. En vertu des équations:

@(%)z%; f(3)=o F(%):g

9 Editorial note: The last line is printed as —1 over a blotted impression; by formula (22.)
one would expect (—1)".
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on aura 1
__(_1\ymtn —
= (—1)mn
f((m+ 3w + nwi) =0, (24.)
b

F((m+ 1w+ nwi) = (=1

®((m + 1)w + nwi)

)

3) Soit a = Fi. En vertu des équations
w . i w . b w
®(3) =1 (5) =5 F(5) =

@(mw + (n+ })wi) = (1)L,

on aura:

Flm + (n+ D)) = ()72,
F(mw+ (n+ 1)wi) =0.

4) Soit a = ¢ + 4. En vertu des équations ci dessus on aura

O((m+ %)w + (n+ %)wz) =

f(m+Hw+ (n+ Hwi) = (26.)

Ol—= OO =

F((m+ %)w + (n+ %)wz) =

6.

Les équations (23.), (24.), (25.) font voir, que la fonction ®(«) s’évanouit toutes
les fois que « est de la forme o = mw 4+ nwi; que fa s’évanouit toutes les fois
que « est de la forme oo = (m + %)w + nwi, et que Fa s’évanouit toutes les fois
que « est de la forme a = mw + (n + 3)wi.

Or je dis que pour toute autre valeur de «, les fonctions ®«, fa, Fo auront
nécessairement une valeur différente de zéro.

Supposons en effet, qu’on ait

O(a+ fi) =0,

a et B étant des quantités réelles. En vertu de la premiére des formules (10.),
cette équation peut s’écrire comme il suit:

po.f (8i).F(8i) + p(Bi).fa.Fa

=0.
1+ e2c2pa.9?(Bi)

Maintenant les quantités ®a, f(Bi), F(Bi) sont réelles et ®(Bi) est de la
forme i.A, ou A est réel; donc cette équation ne peut pas subsister a moins
qu’on n’ait séparément:

O(a). f(Bi).F(Bi) = 0; B(Bi).fo.Fou = 0.

11



Ces équations ne peuvent étre satisfaites, que de deux manieres, savoir en faisant
(p(a) =0, (I)(ﬁl) =0,
ou
f(Bi).F(Bi) =0, fa.Fa=0.
Les deux premiéres équations donnent o = mw; 8 = nw.
Les deux derniéres, en remarquant que Fa et f(3i) ne peuvent jamais
s’évanouir, donnent
fa =0, F(Bi) =0,
d’ou
o= (m—i—%)w, 8= (n—&—%)w.
Mais pour ces valeurs de « et 3 la valeur de ®(« + [37) deviendra infinie; donc

les seules valeurs de « et 8 sont o = mw et 8 = nw, et par conséquent toutes
les racines de 1’équation

peuvent étre représentées par
x = mw + nwi. (27.)

De la méme maniére on trouvera, que toutes les racines de 1’équation

f(x) =0,
peuvent étre représentées par
= (m+ 3)w + nwi, (28.)
et celles de ’équation
F(z)=0,
par
T =mw+ (n+ 3)wi. (29.)
7.
Les formules (26.) font voir, qu’on satisfait aux trois équations
1 1 1
(P = — = — F = —
(@) =5 f@) =5, Fla) =,

en donnant & x une des valeurs de la forme
z=(m+ 3w+ (n+ 3)wi. (30.)

Or on peut démontrer que les équations en question n’ont pas d’autres
racines.

12



En effet, ayant

flz) = 7)§

e EF
e flz—%i
les équations en question entraineront celles-ci:

(o5 =0 s (o) =0 re-5) -0

mais en vertu de ce qu’on vient de voir dans le numéro précédent, les équations
donnent respectivement:

w W, . w . 1 .
r— - — i=mw+nwi; r— —i=(m+ 5w+ nwi;
2 2 2
x—%:mw+(n+%)wi;

c’est-a-dire: on aura pour les trois équations:

z=(m+ 3w+ (n+ 1)wi,

c. q. f. d.
8.
Ayant trouvé comme ci dessus toutes les racines des équations
®(z) = 0; f(x) =0; F(z)=0;
1 1 1
= — = — F = —
o) = 55 f(@) = 5 Fla) = 3

je vais maintenant chercher les racines des équations plus générales.
®(z) = ®a, f(x) = fa, F(z) = Fa,

ol a est une quantité quelconque réelle ou imaginaire.
Considérons d’abord 1’équation

O(z) — Pa = 0.
En faisant dans la seconde des formules (12.)

xr+a r—a

on trouvera




Cette équation ne peut subsister que dans I'un des cinqg cas suivans:
81(1)( )zO,d’oﬁx:a—l—Qmw—i—ani,

si f (“”a) =0,douz=—-a+ (2m+ 1)w + 2nwi,

si F(#2) =0, dot 2 = —a + 2mw + (2n + 1)wi,

si®(L5%) =¢, doz=a+ (2m+ Dw + (2n+ 1)wi

si @ (QH“) =g, dotz=—-a+(2m+ 1w+ (2n+ 1)wi.

L résolution de ces cinq équations est contenue dans les formules (27.),

(28.), (29.).

Des valeurs trouvées de x il faut rejeter celles, que donne la formule

oUW e

x=—-a+(2m+ 1w+ 2n+ 1)wi
car une telle valeur de z donne en vertu de (22.):
Pr = —Pa,

tandis qu’on doit avoir ®x = ®a; mais les autres valeurs de x, exprimées par
les quatre premieres formules, peuvent étre admises. Elles sont, comme on voit,
contenues dans la seule formule:

r = (=1)""".qa 4+ mw + nwi. (31.)
Telle est donc 'expression générale de toutes les racines de 1’équation
dxr = Pa.

De la méme maniére on trouvera, que toutes les racines de 1’équation

fr=fa
sont représentées par la formule
x = *a + 2mw + nwi, (32.)
et toutes celles de I’équation
Fx = Fa,
par la formule
x = +a + mw + 2nwi. (33.)

g. 1L

Formules, qui donnent les valeurs de ®(na), f(na), F(na) exprimées en fonc-
tions rationelles de ®a, fa, Fa.
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9.

Reprenons les formules (12.). En faisant dans la 1°, 3¢ et 5¢ « = ng, il viendra:

S(n+1)8=—-2(n—-1)8+ w,
flnt 18 = —fn— 1) 4 202 (34)
F(at 1) = ~F(n -1+ LD,

ot R =1+ c?e%.9%(nB).9%8.

Ces formules donnent la valeur de ®(n+1)8 en ®(n—1)3 et ®(nf); celle de
f(n+1)Ben f(n—1)8 et f(nB), et celle de F(n+1)8 en F(n—1)8 et F(nfS).
Donc en faisant successivement n = 1, 2, 3..., on trouvera successivement les
valeurs des fonctions:

iy
[\
=
=
w
=
=
=~
=

..... d(np),
f(28); f(38); f(48) -.... f(nB),

exprimées en fonctions rationelles des trois quantités

®p; fB; FB.
En faisant p. ex. n = 1, on aura:
oun- 22285
[28) = 1+ %, (35.)
b =1

Les fonctions ®(ns), f(ns), F(ns) étant des fonctions rationelles de @0,
fB, Fj3, on peut toujours les réduire a la forme g, ou P et @) sont des fonctions
entieres de @3, f3, F3. De méme il est clair, que le dénominateur ) aura la
méme valeur pour les trois fonctions, que ’on considere. Soit donc

() = g, (nf) = S’a F(ng) = g—", (35')

on aura également

o(n+1)f= DL 1y = Dl pn 415 = Dot

N Qn—i—l, - Qn-i—l N Qn-i—l
P,_ P P’
Pn-1f= g _11, fn-1)8=5 — Fln-1)s= 3 —
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En substituant ces valeurs, la premiére des formules (34.) deviendra:

P,
2fB.FB.-~
Pn+1__Pn—1+ 15 ﬁQn
n N n— P2 ’
Qnt1 Qn-1 1+0262¢2ﬂ.a%
ou bien
Pn+1 _ nfl-(Qyzy, + CQeQ@QB-PT%) + 2PnQnQn71fBFB
Qn+1 Qn—l(Q% + 6262§02B-P£) ’

En égalant les numérateurs et les dénominateurs de ces deux fractions, on
aura

Poi1=—Pu_1(Q2 + 22 0?B.P2) + 2fB.FB.Py.Qn-Qn1, (36.)

Q7L+1 - Qn—l(Qi + 6262¢26'P3)- (37)

La seconde et la troisieme des équations (34.) donneront de la méme maniere:
P7/l+1 = _Pyllfl-(Qi + 0262‘1)2/8~P3) +2fpB PTIL-Qn-Qn—la (38)

= =Pl (QF + PP B.PE) + 2FB.P).Qn Q1. (39.)

En faisant dans ces quatre formules n =1, 2,3 ..... , et remarquant, qu’on aura:

Qo=1 Q1=1 Ph=0; P =2p;
Pi=1; Pl =fB; Py =1; P =FpB;
on trouvera successivement les fonctions entiéres Q,, P,, P, P/, pour toutes

les valeurs de n.
Soient pour abréger:

BB =, fB=y, FB=zet (40.)
R, = Q2% + e*c?a’ P2, (41.)
les formules précédentes donneront:
Qn+1 - Qn—l-Rny
Pn+1 = - nfl-Rn + QyZ-Pn-Qn-anla
P, i =—-P, | .Ry,+2y.P,.Qn.Qn_1,
Pl =—P | .Ry+22.P;.QnQn1.
En posant n =1, 2, on aura:
R, = Q% + 6202952P12 =1+ e3Pzt
QQ = QoRl =1+ 6202564,
Pg = —POR1 + 2sz1.Q1.Q0 = 2Iy2, (43)
Py = —PJRy 4+ 2yP].Q,.Qo = —1 — e*c*x* 4 29,
Py = —P{/Ry +22P/'.Q1.Q¢ = —1 — e*c%a* + 227,
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Ry = Q3 + 2?2 P} = (1 + 2?a?)? + e c?a? 4a?y? 22,
Q3 = Q1 Ry = Ry,
Py = —PiRy + 2y2P2Q2Q1 = —xRy + 2y°2%2.Q>

=2{2%2%.Q2 — Ry}, (44.)
P?', = —P{.Rg + 2y.P2’.Q2Q1 =—y.Rs + 2yP2’Q2

= y{2Q2P5 — Ry},
Pé’ = 2{2Q2 Py — Ro}.

2.2 2

En continuant de cette sorte, et en remarquant que y2 =1—-c*z?, 2z =
1 + €222, on verra aisément, que les quantités:

/ /"
Pon Ponir p Popir pr Ponnn

Qna — ’ 2n ) 2ns
TYz xT Y z

sont des fonctions entiéres des trois quantités z2, y2, 22 et par conséquent aussi
de 'une de ces quantités quelconque pour une valeur entiere quelconque de n.

Cela fait voir que les expressions de ®(ng), f(ns3), F(nB) seront de la forme
suivante:

®(2nf) = DB.fB.FBT, ®(2n+1)8= 4T,
f(2np) =T, f@en+1)8 = fB.1", (45.)
F(2nB) =Ty, F@2n+1)8=FpT",

ot T etc. représentent des fonctions rationelles des quantités (®3)%, (fB)2,

(F'B)*.

g. 11

Résolution des équations

P, P/ P!
®(nB) = Q73 f(nB) = Qi’ F(np) = Qﬁ

10.

Suivant ce qu’on a vu, les fonctions ®(ng), f(ngB), F(ngS) s’expriment rationelle-
ment en z, y, z. Le cas contraire n’a pas lieu, car les équations (35.) sont en
général d’un degré tres élevé. Elles ont par cette raison un certain nombre de
racines. Nous allons voir, comment on peut aisément exprimer toutes ces racines
au moyen des fonctions @, f, F.

A. Considérons d’abord 1’équation ®(nf) = 51’ ou Qn,.®(np) = Py, et
cherchons toutes les valeurs de x.

Il faut distinguer deux cas, selon que n est pair ou impair:

1) Sin est un nombre pair.

D’aprés ce qu’on a vu dans le paragraphe précédent (45.), on aura dans ce
cas

®(2np3) = Y(z?).2.9y.2,

17



c’est-a-dire, en vertu des formules

y=+(1—=c2z2), z=+/(1+ e?z?),
&(208) = 2(a?).v/[(1 = EB)(1 T 222,

Donc I’équation en x deviendra,

®2(2n8) = 22 (¢(2%))%.(1 — 2?) (1 + %2?).
En désignant le second nombre par 6(x2), on aura
2 (2n3) = 0(x?).
®3 étant une des valeurs de x, on aura
%(208) = 0(225), (46,

équation, qui a lieu, quelle que soit la valeur de 5. Pour trouver les autres
valeurs de z, soit x = ®a une racine quelconque, on doit avoir

2 (2n3) = 6(d).

Or, en mettant dans (46.) « au lieu de 8, il viendra
2 (2na) = 0(P%a), donc:

®%(2np) = ?(2n0); (47.)

équation, qui revient a ces deux-ci:
D(2na) = ®(2ns) et P(2na) = —2(2np).
La premiére donne en vertu de (31.)
2na = 2nP.(—1)" M 4 mw + powi,

ou m et u sont deux nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs, zéro y
compris.

La seconde donne les mémes valeurs de 2ma'®, mais de signe contraire,
comme il est aisé de voir, en I’écrivant comme suit:

O(—2na) = d(2nP).

Toute valeur de 2n«, qui satisfait a ’équation (47.), peut donc étre représentée
par
2na = £(2nB.(=1)" M + mw + pwi).

De la on tire la valeur de a, en divisant par 2n, savoir:

a==+ ((—1)m+“.ﬁ + %w + iwz) .

10 Bditorial note: Printed 2ma instead of 2na; an apparent misprint.
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Ayant la valeur de «, on aura

o=+ (( nHm™teg —|— w + #wz) =z. (48.)

n
Donc toutes les valeurs de x sont contenues dans cette expression, et on les
trouvera, en donnant aux nombres m et u toutes les valeurs entieres depuis —oo
jusqu’a 4+oc0. Or pour avoir toutes celles qui sont différentes entre elles, il suffit
de donner a m et p des valeurs entiéres moindres que 2n. En effet, quels que

soient ces nombres, on peut toujours les supposer réduits a la forme:
m=2nk+m', p=2nk 4+,

ou k, k' sont des nombres entiers, et m’, u/, des nombres entiers moindres que
2n. En substituant ces valeurs dans ’expression de z, elle deviendra:

2

or en vertu de (22.) cette expression se réduit &

!
x::l:q){(— ymEe g 4 w—i—uwz—i—kw—l—k’wz}

_ miaw g M }
x == {( 1) B+ an + oy P (49.)
Cette valeur de x est de la méme forme que la précédente (48.), m et u seulement
sont remplacés par m’ et ', qui, tous les deux, sont positifs et moindres que 2n;
donc on obtiendra toutes les valeurs différentes de x, en donnant seulement a m
et p toutes les valeurs entieres depuis zéro jusqu’a 2n excl. Toutes ces valeurs
sont nécessairement différentes entre elles. En effet, supposons par ex. qu’on ait

/ !
ﬂ’{( D" B 4 S+ ;nm}

—iQJ{( 1)™teg 4 w-i—%wz}

il ’en suivrait, d’apres (31.):
/ !/
(—)™ B+ ;n—nw + ;—nwi =+ {(—1)’”*“.5 + %w + %wz} + kw + ki,

k et k' étant des entiers.
Cette équation donne:

f=k2mtp m =k2n+m, (—1)" T = £(=1)"FH,

Les deux premiéres équations ne peuvent pas subsister & moins que k¥’ = 1,
k=1, =2n— u, m = 2n —m, et alors la derniére deviendra:

e e Vi

d’ou l'on tire:
(_1)2m+2,u — _1
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résultat absurde.

Donc toutes les valeurs de z, contenues dans la formule (48.), sont différentes
entre elles, si m et u sont positifs et moindres que m!'!.

Le nombre total des valeurs de x est, comme il est aisé de voir, égal a
2(2n)? = 8n?, or I'équation ®%(2nB) = 6(z?) ne peut pas avoir des racines
[ . 0.0(z%) . ,
¢égales, car dans ce cas on auroit —5-— = 0, ce qui donneroit pour = une valeur
indépendante de 5. Donc le degré de I’équation ®2(2n3) = (x?) est égal au
nombre des racines, c’est-a-dire & 8n2. Si par ex. n = 1, on aura ’équation

C 4x?(1 - Pa?) (1 + ea?)
B (1+ e2c?z4)? ’

*(26) = 0(?)

ou bien
(1+ e*c?2)?.0%(283) = 42%(1 — *2?) (1 + %a?),

et d’apres la formule (48.) les racines de cette équation, au nombre de huit,
seront:

r =405, v =40 (-5+2),

w w  w
x:icb(—ﬂJr—z‘), x:j:@(ﬁ—kf—k—i).
2 2 2
2) Sin est un nombre impair = 2n + 1.
Pont1
2n+1
et par conséquent ’équation en x sera:

Dans ce cas

est, comme nous I'avons vu, une fonction rationelle de =z,

P
(204 1)8 = =22+ (50.)
2n+1

Précisément comme dans le cas précédent, on trouvera, que toutes les racines
de cette équation peuvent étre représentées par

m 1% .
= | (1)t~ 51.
o=t ((Coms g ), (51)

ou il faut donner a m et u toutes les valeurs entieres depuis —n jusqu’a +n incl.
Donc le nombre des racines différentes est (2n + 1)2. C’est aussi le degré de
I’équation en question. On peut aussi exprimer les racines par

— (—1)"tH m H ;
v=(=1) '@<5+2n+1“+2n+1m)'

Si par ex. n = 1, on aura une équation du degré 32 = 9.

1 Editorial note: Printed m instead of 2n; an apparent misprint.
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La formule (51.) donne pour z les 9 valeurs suivantes:

o(8);
(03
<I>(—5+§);
(05
@ (-8+3i);
(6-3-%)
(o-302),
o(oe-2).
o (B+5+30):

B. Considérons maintenant 1’équation

Jf) = 7=

" (52.)

et cherchons les valeurs de y, qui satisfont & cette équation. La fonction giL
étant, comme on a vu plus haut, rationelle en y: I’équation en y, en faisant
P/
B = (y), sera

f(nB) = ¥(y).
Une des racines de cette équation est y = f3, donc, quelle que soit la leur'? de
B:

f(nB) =4(fB). (53.)
Pour trouver les autres valeurs de y, soit a une nouvelle inconnue, telle que
y = fa, on aura

f(nB) =¥(fa);

or, en vertu de (53.), le second membre est égal & f(na), donc pour déterminer
«, on aura l’équation:

f(na) = f(nf).

En vertu de (32.) cette équation donne pour expression générale de na:
na = +nf + 2mw + pwi,

m et p étant deux nombres entiers positifs ou négatifs, zéro y compris.

12 Editorial note: Printed “leur” instead of “valeur”; the first syllable of the word is missing
at the line break.
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De la on tire 5
a:j:ﬁ—i——mw—l—ﬁwi,
n n

et par conséquent:
2m no.
fa=f£8+—w+ —wi| =y.
n n

C’est la valeur générale de y. Maintenant pour avoir les valeurs différentes de
y, je dis, qu’il suffit de prendre 5 avec le signe + et de donner a m et p toutes
les valeurs entiéres, moindres que n. En effet, comme on a f(+a) = f(—«), on
aura d’abord:

f(l3+2mw+uwi>f(52mwuw¢)-
n n n n

Donc on peut toujours dans ’expression de y prendre [ avec le signe +. Ainsi
toutes les valeurs de y sont contenues dans I’expression

2m )
y=1Ff (6 + —w+ sz) . (54.)
n n
Maintenant quels que soient les nombres m et u, on peut toujours supposer,

m=kn+m', u==kn+y,
13

ou k, k', m’, u’ sont des nombres entiers, les deux derniers étant en méme
temps positifs et moindres que n.
En substituant, il viendra

/ !

2
yzf(b’—i—mw—i—uwi—&—ka—i—k’wi).
n n

Or, en vertu de (22.) le second membre de cette équation est égal a
2m/ / )
f </3 + e+ “m) —y, (55.)
n n

quantité de la méme forme, que le second membre de (54.); seulement m’ et '
sont positifs et moindres que n. Donc etc.

En donnant a m et p toutes les valeurs possibles, moindres que n, on trouvera
un nombre n? de valeurs de . Or, en général toutes ces quantités sont différentes
entre elles. En effet, supposons par ex.

f<5+2mw+“m‘> :f(,@+2“/+“/m>,
n n n n

13 Editorial note: Printed p’ on the left of the second equation instead of u; an apparent
misprint.
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14 on aura en vertu de (32.), en désignant par k, k’ deux nombres entiers:

/

2 2m’
5+mw+“m‘—i<ﬂ+mw+“m‘)+2kw+k’m.
n n n n

Puisque S peut avoir une valeur irrationelle quelconque, il est clair que cette
équation ne peut pas subsister a moins qu’on ne préfére dans le second membre
le signe supérieur. Alors il viendra

2m 1 2m/

/
ot B = 2 o+ B i 4 2k + k' wi,
n n n n

d’ol l'on tire, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires:
m=m'+kn; p=p +k'n,

équations absurdes, en remarquant que les nombres m, m’, p et ' sont tous
positifs et inférieurs a n. Donc en général ’équation

f(nB) = ¢(y)

a un nombre n? de racines différentes entre elles et non un plus grand nombre.
Or généralement toutes les racines de cette équation sont différentes entres elles.
En effet, si deux d’entre elles étoient égales, on auroit & la fois:

f(nB) =¢(y) et 0 =1"(y),

et cela est impossible, si I'on remarque que les coéfficiens de y dans ¥(y) ne
contiennent pas 8. Donc généralement I’équation (52.) est nécessairement du
degré n?.

C. L’équation

F(ng) = Q (56.)

étant traitée absolument de la méme maniére par rapport a z, que 1’équation

f(nB) = % I’a été par rapport & y, donne pour expression générale des valeurs
de z:

2
z=F (/3 + 20+ uwi) ) (57.)
n n

ou m et p sont entiers, positifs et moindres que n. Le nombre des valeurs de z

est n?, et elles sont en général toutes différentes entre elles.

Donc généralement I’équation (56.) est du degré n?.

14 Editorial note: In the right member the print has 2u’/n where 2m/w/n is expected; the
w is absent. An apparent misprint.
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11.

Nous avons trouvé ci-dessus toutes les racines des équations

P _ b _ b

racines, qui sont exprimées par les formules (48.), (51.), (54.), (57.). Toutes ces
racines sont différentes entre elles, excepté les cas de valeurs particulieres de
B; mais pour ces valeurs, les racines différentes sont contenues dans les mémes
formules. — Dans ce dernier cas un certain nombre des valeurs des quantités
x, y, z seront égales; mais il est clair, que toutes les valeurs égales ou inégales
seront néanmoins les racines des équations, dont il s’agit. Cela se fait voir en
faisant converger 8 vers une valeur particuliére, qui donne pour z, ou y, ou z
des valeurs égales.

En faisant dans la formule (48.) 8 = -, on aura I’équation

P2
¢?a= 2" dont les racines sont x = £¢ ((—l)"“'“g + ﬁwi) ;
o 2n  2n 2n
(58.)
et ou m et u ont toutes les valeurs entiéres et positives moindres que 2n.
En faisant de méme dans la formule (50.) 8 = 5,27, on aura
P.
Pa = ~2nH! , dont les racines sont
Q2n+1
« mw -+ Ui
= (-1 o 59.
z=(1 <2n+1 2n + 1 ) (59.)

m et u ayant pour valeurs tous les nombres entiers depuis —n jusqu’a +n.
Enfin en faisant dans (52.), (56.) 8 = %, on aura I"équation

/

fa = =", dont les racines sont
a  2m oo
y=f—+—w+—wi], (60.)
n n n
et I’équation
1
Fa= Q—”7 dont les racines sont
a m 2u .
z=F|(—4+—w+ —wi |, (61.)
n on n

ol m et u sont renfermés entre les limites 0 et n—1 incl. Sin est impair = 2n+1,
on peut aussi supposer

m a m M .

= (~1)™.
y=(1 f<2n+1+2n+1w+2n+1m>’
o m 12 .

= (“1)hF
@=(=1 <2n+1+2n+1“’+2n+1m)’
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m et u ayant toutes les valeurs entieres de —n a +n.
Dans toutes ces équations la quantité o peut avoir une valeur quelconque.
Comme cas particuliers on doit remarquer les suivans:
1) En faisant dans (58.) et (59.) o = 0, on aura les équations
P; =0, dont les racines sont x = +® (ﬂw + iwi)
2n 2n
(les limites de m et p étant 0 et 2n — 1),

. p Z) (62.)

P =0, dont 1 i tr=0®
2n+1 ont les racines sont x (2n+1w+2n+1w

(les limites de m et p étant —n et +n).

2) En faisant dans (60.) a = % et dans (61.) o = i, et remarquant, que
f (%) =0, F (%z) = 0, on obtiendra les deux équations:
P! =0, dont les racines sont y = f ((2m + %)ﬁ + Ewi) (63.)
non
P! =0, dont les racines sont z = F (mw + (2p + %)m> (64.)
n n

(les limites de m et p étant 0 et n — 1).
3) En faisant dans (58.) a = %+ %4, et en remarquant, que ¢ (% + i) = §,
on aura 1’équation
Q3 =0,
dont les racines seront:
w wi
=40 L—1ym+rm — L—nymtmy, — .
o= ((n+ 31" 5%+ ot B .5
Les valeurs de z, doivent étre égales par paires, et 'on verra aisement, que
les valeurs inégales peuvent étre représentées par
w wi
r=0((m+ 3= L=/, 65.
(n+ bgm+ s D) (65

en donnant a m et u toutes les valeurs entieres depuis 0 & 2n — 1. Donc ce
sont les racines de 1’équation

Q2 = 0, par rapport & z.

En faisant de méme dans (59.) a = 4 + 54, on aura I"équation

Q2n+1 = Oa

dont les racines seront:

o= 0 (m+ D5+ ek Dy ).
y= s ((m e+ Dgtg+ e D). (66
2= (D%F ((m+ %)2nw+ Tl %)anj 1) ’




m et p ayant pour valeurs tous les nombres entiers de —n a +n.
Parmi les valeurs de x, y, z, il faut remarquer celle, qui répond a m = n,
i =mn. Alors on a

v= (e (5+50) =5
(o2 -k
2= (—1)"F (g + %Z) - %.

Ces valeurs infinies font voir que I’équation Q2,,+1 = 0 est d’un degré moindre
d’une unité que celui des équations, dont elle sort. En écartant ces valeurs, les
restantes, en nombre de (2n+1)% — 1, seront les racines de I’équation Q2,11 = 0.

g. IV.

Résolution algébrique des équations

P2 1 P/ P//
o n+ o= 2n+1 Fo — 2n+1

da = =
Qont1’ Qon+1’

B Q2n+1 '

12.

Nous avons vu dans le g. précédent, comment on peut exprimer aisément les
racines des équations en question au moyen des fonctions ®, f, F'. Nous allons
maintenant en déduire la résolution de ces mémes équations, ou la determination
des fonctions ¢ (%), f (9), F (%), en fonctions de pa, fa, Fa.

Comme on a "
o 1 [«
ol =G (3)):
mpu m o\ [

on peut supposer que n est un nombre premier. D’abord nous considérerons le
cas, ou n = 2, et ensuite celui, ot n est un nombre impair.

A. Expressions des fonctions ¢ (%), f (%), F (%)

13.

Les valeurs de ¢ (%), f (%), F (%) peuvent étre trouvées tres facilement de la

maniere suivante. En supposant dans les formules (35.) 8 = §, et faisant

r=¢(3) v=1(3) ==F(3)

il viendra:
y? — 2?22 22 4 24202
He) = Trag,r PO = Traar
ou bien, en substituant les valeurs de y? et 22 en z2:
Fla) = 1—2c%22% — c2e2at Fla) = 1+ 2e22? — e2c%a?
1+ e2c2z4 1+ e2c2x4
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Ces équations donnent

2(1 — 2,.2 2 2,2 1 2,..2
14 fo= 20z g, 20w (14t

1+ e2c2x4 1+ e2c2x4

2e22%(1 — c?a?) 2(1 + e22?)
@ 14 e2¢2z4 7 at 14+ e2¢2x4’

15 d’ot1
Fa-1 — 2, 1- fa — 222,
1+ fa Fa+1

et de 13, en remarquant, que y2 =1 — c?z2, 22 =1 + 222

s Fa+fa , Fa+ fa

1+fa’y 1+ Fa '

De ces équations on tire, en extrayant la racine carrée, et remplacant x, y,
z par leurs valeurs ¢ (%), f (%), F (%)

ay 1 1—fa) 1 Fa-1
‘P<§) e <1+Fa> e <fa+1)’
f (a) B (Fa+fa> P (a) B (Fa—i—fa)
2 1+Fa )’ 2 1+ fa )
Telles sont les formes les plus simples qu’on peut donner aux valeurs des fonc-
tions ¢ (%), f (%), F (%) De cette maniere on peut exprimer
algébriquement ¢ (%), f (%), F (%) en fa, Fa. De la méme manicre
© (%), f(%), F (%) s’exprimeront en f (%), F (%), et ainsi de suite. Donc en
général les fonctions ¢ (5%), f (5%), F (&) peuvent étre exprimées au moyen
d’extractions de racines carrées en fonctions des trois quantités pa, fa, Fa.

Pour appliquer les formules trouvées ci-dessus pour la bissection & un exem-
ple, supposons a = §.

(67.)

Alors on aura f %) =0, F (%) = 7V(ei+c2), donc en substituant:

:1\/(1¢(T)—1)

w _1 1
o3 <1+2¢W >>

w c

1 (€2 + 2)
)i
F(%) = (GvETa)

15 Bditorial note: A blot resembling a 2 is printed after the minus sign in the numerator of
the first fraction; the sense requires 2(1 — c?z?), as in the later fractions.
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ou bien

o(2) 1 W@ -
\/(CQ—FC (€2 +¢?)) eve ,

YN V(e +¢) :1' 242 —e/(e2 1 2
f<> \/(C+ (€2 +¢?)) e\/< : e

B. Ezpressions des fonctions ¢ (ﬁ), f (ﬁ), F (ﬁ), en fonctions

algébriques des quantités pa, fa, Fa.
14.
Pour trouver les valeurs de ¢ (ﬁ), f (ﬁ) F (ﬁ) en o, fa, Fa, il

faut résoudre les équations

Poi1 P Py
do = n-+ , fa= 2n+1 ’ Fo = 2n+1 ’
Q2n+1 Q2n+1 Q2n+l

qui toutes sont du degré (2n + 1)2. Nous allons voir, qu'il est toujours possible,
d’effectuer algébriquement cette résolution.
Soient

tn 2mw
8=5 (84 pomt) (68

et

tn 2uwoi tn 2uwoi
=X 6~ =X o - .
Vg _nu9 ®1 (,3+ o+ 1) ; i —n#e ©1 (5 T 1) ; (69.)

ou # est une racine imaginaire quelconque de I’équation #2"*t! —1 = 0. Cela
posé, je dis que les deux quantités

BB et (YB)* T + (1 B)* T,

pourront étre exprimées rationellement en ¢(2n + 1)8.
D’abord en écrivant 18 comme suit:

n 2mw 2mw
smﬁ:wﬂ-?-{w <B+ 2n+1> +s0(ﬁ— 2n+1)}

o208 (Em)F(2)
= pB.2(—1)™. ,
pB.2(=1) s e (209 o2

Y \2nr1 ) ¥
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16 on voit, que ¢ peut s’exprimer rationellement en 3. Soit donc 3 =

Xx(¢B), on a de méme:
2uoi B 2pwoi
- <ﬂi 2n+1> X (so (Bi 2n+1>>
oB.f (32) P (32) £ o (251) 488

1+ e2¢2.p2? (?;—fi) 2B

=X

ou bien, en faisant ¢4 = z:

2uwoi 2uwoi 2uwo
F = =
f(2n+1) (2n+1) “ S0(2n+1) b,

et en substituant pour f3 et F'3 leurs valeurs /(1 — c222) et /(1 + e222):

o2n+1 1+ e2c2b2 .22

or, x désignant une fonction rationelle, le second membre de cette équation peut
se mettre sous la forme

R, + R;L\/[(l —c222)(1 + e2z?)],

ou R, et R:L sont des fonctions rationelles de z.
Donc on a

©1 (,@ + 22:_?21) =R, + R'H\/[(l —c22?)(1 + e2z?)].

En substituant dans les expressions de ¥ et 11, il viendra:

+n tn
w9 =5 o R+ VT @)+ 2 E (0 R,
a . (70.)
+n tn
Ynf = = (+0)". R, — /[(1 — 222)(1 + e222)]. & (+0)".R,,.
n

—ny

17

Maintenant R, et R;L étant des fonctions rationelles de x, les quantités

+n +n
Y (+0)*.Ry, et ¥ (+0)*.R), le sont également. En élevant donc ¢f3 et ¢ &
" "

16 Bditorial note: Printed with a point after 3 before the sum in both lines, where the
sense requires a plus sign; the first line shows a blot over the point and a further point after
the sum sign.

17 Editorial note: The plus sign inside the parentheses before 0 is printed overstruck with a
short horizontal bar throughout (70.); kept here as a plain plus.
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la (2n + 1)®me puissance: les deux quantités (v3)2" ! et (13)?"*+! pourront
se mettre sous la forme:

(WB)* ! =t + 1t \/[(1— 2a?)(1 + e2a?)],
(B2 =t =t /[ = Pa?)(1 + e2a7)],

t et t’ étant des fonctions rationelles de z. En prenant la somme des valeurs de
(B)*" L et (11 8)*" 1, on aura

(B> + (¥ f)*" ! = 2t.

Donc la quantité (13)?"+1 + (118)?"+! peut étre exprimée rationellement
en z. Il en est de méme du produit 3.9, 3, comme on voit par les équations
(70.).

Donc on peut faire

{ VBB = A(z), (71)

WB)*™ 1 + (1 8)"H = M (2),
A(z) et A1 (x) désignant des fonctions rationelles de z. Maintenant ces fonctions

ont la propriété, de ne pas changer de valeur, lorsqu’on met a la place de x une
autre racine quelconque de 1’équation

o P2n+1
Q2n+1

Considérons d’abord la fonction A(z). En remettant la valeur de z = ®p,
on aura

o(2n+1)8

BB = AN®B),

2kw + 2k’ wi
2n+1 2n+1

d’ou l'on tire, en mettant 3 + au lieu de S3:

/\<<p<ﬁ+ 2kw +2k/Wi>)l/}<ﬂ+2k/Wi+ 2kw >-¢1<5+2k/Wi+

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

Cela posé, en remarquant, que:
+n +n k
Semak) =% $m)+3 (@mtn)-gm-n-1), (72)

2kw .
2n+1°

on aura, en faisant dans ’expression de ¥3, 6 = 8 +

o <ﬂ+ 2kw ):EL <p<ﬁ+2(k+m)w)

n+1) S, 2n + 1

_¢15+§m{¢(5+w> _¢<5+2(m—”—1>w
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or: (6 + %w) =9 (ﬁ + Qgﬁi?)w — Qw) =y (ﬁ + 2(27;’1?)w), donc:

$1 <ﬂ + 22kf1> = ¢10. (73.)

) ; 2k’ wi 2kw ;
En mettant dans lexpression de ¢35, 5 + smr1 T o417 au lieu de 3, on
trouvera

” (5 N 2k'wi 2kw ) +n (ﬁ N 2(k" + p)wi 2kw ) ,

-5 o~
T ¥ o+ 1 m+1

or en vertu de (73.) on a:

2(k" + p)wi 2kw 1\ 51 2(K' + p)wi
m+1 m+1) om+1 ’

1 (5+

2k’ wi 2kw n 2(k" + p)wi
=X 0" _ .
¢(ﬂ+2n+1+2n+1) " @1<5+ o + 1

En vertu de (72.) on a

+n ! ;
ST (,8—!— 2(k —|—u)wz)

donc

—ny 2n+1
e 2ucoi K’ Y 2(p + n)wi
=075 o gt _—
% @1<ﬁ+2n+1)+1# o\t =
K1 2(p —n — 1)wi
_y gpn—l-k" s
T, @1(5—’_ om + 1 )

/ ’
donc, en remarquant que 7 HHF = grn—l-k ot

2(p—n—1Nwi\ _ 2(p + n)wi N\ 2(pp+ n)wi
P1 <B+Qn—|—1> =1 <ﬂ+2n_’_1—2wz) =1 (5‘*‘%_'_1)7

il viendra
2k’ i 2kw

2n+1+2n+1

(0 (ﬁ +
De la méme maniére on trouvera aussi

" <B+ Wwi | 2w )—Gk'.wlﬁ.

) =0 yB. (74.)

2n +1 2n +1

Ces deux équations donneront

¢(5+2kw+2k/Wi)~¢1 <ﬁ+2kw+2k’wi> — B,

2n+1 2n+1
k k' woi 2n+1 k ki 2n+1
(ol 252 o ()] e
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En vertu de ces équations on obtiendra, en mettant dans les valeurs de A(®3)
et A (®B), B+ 2kwt2k @i gy Jiey de B:

2n+1
2kw + 2k'wi
n@s) = [0 (54 2 2]

2kw—+2k’ i : . 2 .
Or, @ (ﬁ + W) exprime une racine quelconque de I’équation

Pon,
d(2n+1)8 = QZ “1.
n+

Donc comme nous avons dit, les fonctions A(x) et Aj(z) auront les mémes
valeurs, quelle que soit la racine, qu’on met a la place de x.
Soient donc xzq, 1, X3....T2,41 Ces racines, on aura

Az)

)\1 (l‘)

= o1 @) + Au(@1) + s+ A (2) )

18 Or le second membre de ces équations est une fonction rationelle et symétrique
Pont1

des racines de léquation ®(2n + 1)8 = G, donc A(z) et Ai(z) pourront
s’exprimer rationellement en ®(2n + 1)5. En faisant

Az) = B, AMi(z) = 24,
les équations (71.) donneront
(wﬁ)2n+1-('¢lﬁ)2n+l —_ B2n+1; (,(/}ﬁ)Zn—i-l =+ (w15)2n+1 _ 2A,

d’ou l’'on tire

wi ="l V-5 = ¥ o, (5 n ;:Tl) S ()

15.

Ayant trouvé la valeur de ¥, on en déduira facilement celles de ®3.
En effet, en prenant pour 6 successivement toutes les racines imaginaires de
Iéquation 62"+ — 1 = 0, et désignant les valeurs correspondantes de A et B

18 Bditorial note: The list of roots is printed as ending with x2,,11, while the sums run only
to xap,.
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par Ai, By, As, By etc., on obtiendra:
2n+</[A + (A2 _ B2n+1)] — EL 0# P ﬂ + 2:U'Wi
TV T S m+1)’
2"+§/[A oz gy = 8 gra, (g4 2
2 2 2 n 2-*1 2n + 1 ?

2n+1 tn 2 )
Wi+ a3, - 27 = £ o0, (74 5m%)-

"
De méme on connoit la somme des racines:

tn 4n 2mw 2uwoi tn 2uwi
DYDY =X
—n —nugp<l8+2n+l+2n+l) _nHQDI (6+2n+1>’

qui est égale & (2n + 1)p(2n + 1)8, comme nous le verrons dans la suite. En
ajoutant ces équations membre & membre, apres avoir multiplié la premiere par
t‘)o_k, la seconde par Gl_k, la troisiéme par QQ_k.... et la (2n)®™e par 02_nk, il viendra:

+n _ _ _ _ 2ucoi
Y o0 R g g e R ),
7u(0 +O0 0 4 0y, 1) ﬁ+2n+1

2n anat1
=(2n+1).p(2n+1)8 + §#9;k' +\/[A,L + \/m];

9 or la somme

1
14+ 087%™ 4 ol *

se réduit a zéro pour toutes les valeurs de k, excepté pour k£ = u. Dans ce cas
elle devient égale a 2n + 1. Donc le premier membre de 1’équation précédente

devient i
ol
2 1).
et D (54 o)

donc, en substituant et divisant par (2n + 1), on a:

5+ 2kwoi B
¥1 m+1)

. {91’“~ +\/ [Ay + /(A2 — B2 405" +\/ [Ay + /(A2 — B2 1) + ...

2 1
p(2n+ )B—’_Qn—&—l

RO *\/ [A2n 41/ (A3, — B%;‘“)]} :
(76.)

19 Editorial note: In the first sum the term 96‘_k and the final 1 are both printed, so 1 is

counted twice; the next sum is printed without 957k.
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Pour k£ =0, on a:

1
2n+1

P18 =p(2n+1)5+ {2"WAA1+- (A7 — B + “Wybb—% (A3 - BI" )+ ..

et W+ 23, - ng+1)]} .
(77.)

16.

Ayant ainsi trouvé la valeur de (10, il s’agit, d’en tirer celle de 5. Or cela
peut se faire aisément comme suit:
Soit

o 2mw 1\ I =, _ 2mw
ws=5 omo (8 o )i s = £ o (5= 2m0). ()

on a

o (e ey o 01 () £ (B) 21000 (d)

W] T g

De 1a suit, qu’on peut faire

Vafp =7+ fB.EB.s; Y3 =1 — fB.Fp.s,

ol r et s sont des fonctions rationelles de ®f3.
De la on tire

V28938 = x(2B),
(V2B)*" 1 + (¥38)*" ! = x1(®),

X(®B) et x1(PB) étant deux fonctions rationelles de ®f.
Cela posé je dis, que x(®8) et x1(PB) pourront s’exprimer rationellement

en (I)lﬁ
On a vu, que

(79.)

o [208.0 (225) F (22)
p1B=pB+3T . :
m 1 + 6282.(,02 (27711011> (pZ/B

(80.)

En faisant ®8 = x, on aura une équation en = du degré (2n + 1). Une racine

de cette équation est x = ®fF; or, en mettant 5 + Q%kal au lieu de 3, ®15 ne

2kw
2n+1

nombre entier k. Or, en donnant a k toutes les valeurs entiéres de —n jusqu’a

+n, ® (5 + 22nkf1) prendra 2n + 1 valeurs différentes, donc ces 2n + 1 quantités

seront précisément les 2n + 1 racines de I’équation en zx.

change pas de valeur, donc x = ® (6 + ) sera une racine, quel que soit le
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2kw

51 au lieu de B dans l'expression de 503, il

Cela posé, en mettant 5 +
viendra en vertu de (72.):

2kw \ _ tm 2(k + m)w
w2(5+2n+1>_—2nm9 ®(5+ 2n+1 )

_ ko mtn— 2(m +n)w
k +n—k
=07 3 +5 0 .@(5+ T )

k 1o 2(m—n — 1w
_y gmnn-l-k i S
1 <B+ 2n+1 )7

20 donc en ayant attention, que Tk = gm—n—1-k ot @ (6 + Mw) =

2n+1
d (5 + M), il en résultera

2n+1
2kw _
De méme on aura
2kw
Ps3 <5+ 2n+1> = 07" .3p.

On voit en vertu de ces relations, que les équations, qui donnent les valeurs des
fonctions x(®3) et x1(®3)?!, conduisent a ces deux égalités:

e (54 )| = @)

e (54 )] = xom

De 14 on tire

X(®8) = LY -x[‘1>(6+ 2ho )}

2n+1 —ny 2n+1

1 +4n 2kw
op) = Y x| B
xi(®5) 2n+1—nkX1|: (ﬂ+2n+1)]

Or, ces valeurs de x(®/) et x1 (®S) sont des fonctions rationelles et symétriques
de toutes les racines de I’équation (80.). Donc elles peuvent étre exprimées ra-
tionellement par les coefficiens de la méme équation, c¢’est-a-dire rationellement
en q)lﬁ

Soit

20 Editorial note: Printed 193 with a digit three instead of 2 3; an apparent misprint.
21 Bditorial note: The second printed argument looks like a damaged or misprinted 3.
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22 Jes équations (79.) donneront

Pl = +\/ [C + /(C? = D2 1)),

d’oli, en remettant la valeur de s [3:

+\/ C+/(CP—D ) =% 6™ (ﬂ i ) : (82.)

-, 2n+1

De la on tire, en mettant 6, au lieu de 6, et désignant les valeurs correspondantes
de C et D par C, et D,:

—+n 2mw
_k 2n+1 2n+1\1 __ m—Fk
R R e T (3]

En y joignant I’équation

+n 2mw
P,8=3 @
16 i <6+ 2TL+1>7

on en tirera facilement:

2kw
2n+1

(2n+1).® (B + > = ¢1ﬁ+2§n 6, 2”*\1/[(}“ +4/(C2 — D). (83.)
1

En supposant k& = 0, il viendra:

1

¢ =
b 2n+1

{<I>16+ \/ [Cr+ /(G = DI ]+ + \/ [Con +1/(C3, —D%Z“)]}-

(84.)
Cette équation donne @5 en fonction algébrique de ®10, or précédemment
nous avons trouvé ®; 4 en fonction algébrique de ®(2n + 1)8. Donc en mettant

7na7 au lieu de 3, on aura @ (ﬁ en fonction algébrique de ®a.

Par une analyse toute semblable on trouvera f (Qn‘lﬁ) en faet F (ﬁ)
en Fa.
17.

Les valeurs, que nous venons de trouver des quantités ®,0 et &4, la premiére
en ®(2n 4+ 1)5 et la seconde en @0, contiennent chacune la somme de 2n
radicaux différentes du (2n + 1) degré. Il en résultera pour &5, ®15.... un
nombre (2n + 1)?" de valeurs, tandisque chacune de ces quantités est la racine
d'une équation du (2n + 1)*™¢ degré. Or on peut donner aux expressions de
®3 et 16 une telle forme, que le nombre des valeurs de ces quantités soit
précisément égal a 2n + 1.

22 Editorial note: The subscripts of both printed x are damaged and hard to read; they are
read here as x;1 for 2C and x for D, as (79.) requires.
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Pour cela soit

+ 2sin

9 T 2
= cos —_—
2n+1 on+1’

on peut faire
0, =0, 6, =0% 03 =0°...0,, =0°"

Soient de méme

s 227;;: (85.)
k(g\ k _
1(6) Enf F (ﬁ 2n+1) ’
on aura en vertu de (74.)
b 2wt \ Lk k
o (54 =) =0t 9),
& 2wt \ ik ok
(o (ﬂ+2n+1)_9 Y1(B),
2
o (54 g ) =0 0),
ot (54 220 ) =6 0k(6)
Soit maintenant
VFB) | Dt B)
wiar ey~ PP )
86.
k() P (B
(77[}1[3)1@(—%—1 + w%(l@;k(—Q)n—l = Q(®B),
P(®8) et Q(PB) seront des fonctions rationelles de ®5; or, en mettant 8 +
Qm%ffm au lieu de S, il est clair en vertu des formules, que P et () ne changent

pas de valeurs; donc on aura

1 tn tn 2mw + 2uwi
PPf)=———7-=.X X .P|D | |;
(26) (2n + 1) ~ny,—n, [ (6+ on+ 1 )] ’

or, le second membre étant une fonction symétrique et rationelle des racines
de I’équation ®(2n + 1) = g%tll, P(®3) pourra s’exprimer rationellement en
®(2n+1)8. 1l en est de méme de Q(PS). Connoissant ces deux quantités, les

équations (86.) donneront

() {1 B (W)”’“} _ plag) - Q0

(W'B)* Vi (1)t
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or
V1B = Ay + /(42 — Bi" )

)

YiB = A1 — /(A2 — BT

)

23 donc

k
S (4= B = (o) 4y — /(4 — BELP(@),

Donc on aura
PR(B) = (V' B)F{Fy + Hin/ (A3 — BF"™)},

ou Fy, et Hy, sont des fonctions rationelles de ®(2n + 1)3. En remplacant A; et
B; et substituant les valeurs de 1*(3) et ()'3)¥, il viendra:

3 b\~ B = (A T = B0 25 i P — ),

donc la valeur de ®1 5 deviendra:

d,18=>(2n+1)3+ ! “A+V@§t§%ﬁﬂﬁﬁ

2n+1°
+ [Fy + Hoy/ (A2 — B§g+1)] [A+ /(A% - an+1)}2n2ﬁ
+ o [Fap 4 Hony/ (A2 — B2r+1)] [A 4 /(A2 — B2”+1)]#¢1}

(87.)

24 Par un procédé tout semblable on trouvera

{08+ [0+ ViC>— Do)
1o + Ly/(C7 = D)) € 4 /(€7 — D)

b lKan + Lan[CT= PP [C + [CT = Do)t |
(88.)

1

@ =
b 2n+1

ou Ky, Lo, K3, L3....Ko,, Ly, sont des fonctions rationelles de ®,4.

Ces expressions de @15 et &5 n'ont que 2n + 1 valeurs différentes, qu’on
obtiendra en attribuant aux radicaux leurs 2n + 1 valeurs. — Il suit de notre
analyse, qu’on peut prendre \/(A2 — B2ntl) et \/(C’2 — D2n+1) avec tel signe
qu’on voudra.

23 Bditorial note: In the first of these two equations the subscript of the printed v is dam-
aged; it should read '3 without subscript, and the quotient in the preceding display should
likewise have !4 in the numerator.

24 Bditorial note: In the second line the printed B under the radical carries the subscript
2n, which the first and third lines lack; an apparent misprint.
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18.

8

La valeur, que nous avons trouvée pour ®(3) ou ® (m

) contient, encore outre
la fonction ®a, les suivantes:

67 c’ 97
> mw o mwi f mw 7
2n+1 2n+1 2n+1
! mwi F mw F mwit ’
2n+1 2n+1 2n+1

pour des valeurs quelconques de m depuis 1 jusqu’a 2n. Maintenant quelle

mw
2n+1 )

f(Qgrl)’F(szﬁ) en<I>(2n°fH>,et<I>(;Zﬁ),f(ﬁiﬁ),F(z’;ﬂ) en@(Z;Lﬂll)'

Tout est donc connu dans ’expression de ¢

que soit la valeur de m, on peut toujours exprimer algébriquement ® (

(&3 A . 7’
m), excepté les deux quantités

indépendantes de a; @ ( L ), P (ﬂ) — Ces quantités dépendent seule-

2n+1 2n+1
ment de c et e, et elles peuvent étre trouvées par la résolution d’une équation
du degré (2n + 1)? — 1, savoir de P'équation % = 0. — Nous allons voir

dans le paragraphe suivant, comment on peut en ramener la résolution a celle
d’équations moins élevées.

B V.
C. Sur l’équation Papyq = 0.

19.

L’expression, que nous venons de trouver pour & ( =2 contiendra, comme
) 2n+1 ’

nous avons vu, les deux quantités constantes ® (2;;-1) et ® (2;:7_&1) On trou-

vera ces quantités en résolvant 1’équation
Papyp1 =0,

dont les racines seront représentées par

mw + i
= ——— |,
2n+1

ol m et u pourront étre tous les nombres entiers depuis —n jusqu’a +n. Une
de ces racines, qui répond a m = 0, p = 0, est égale a zéro. Donc P51 est
divisible par z. En écartant ce facteur, on aura une équation

R =0, du degré (2n+1)? — 1.
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2n+1)%>—1
SEEEL =

En faisant z? = r, ’équation (90.) R = 0, en r, sera du degré
2.n(n + 1), et les racines de cette équation seront

mw £ pwot
r = @2 (2’,]—'—1) 5 (91)

1 et m ayant toutes les valeurs positives, au dessous de n, en faisant abstraction
de la racine zéro.

Nous allons voir maintenant, comment on peut ramener la résolution de
I’équation R = 0 a celle de deux équations, I'une du degré n et 'autre du degré
2n + 2.

D’abord, je dis, qu’on peut représenter toutes les valeurs de r par

9 [ MW 9 Hw + i
o (2n+1) et ® (m2n+1 ) ...... , (92.)

en donnant a p toutes les valeurs entieres depuis zéro jusqu’a 2n, et a m toutes
celles depuis 1 jusqu’a n.

En effet ®2 (zﬁfl) représente d’abord un nombre n de valeurs de 7; or les

Hw~Tot
2n-+1
mp = (2n + 1)k +m’, ot m’ est un nombre entier compris entre les limites —n

et +n. En substituant, on aura

. , .
P2 m.LJ+wZ = ¢ k_w+7mw+uwz
2n+1 2n +1

_ 32 m'w + pwi _ 32 —m'w — pwi
B n+1 ) 2n + 1 '

g (m%) est donc une valeur de r; maintenant a chaque valeur de m,

répond une valeur différente de m’. Car si I'on avoit

autres peuvent étre représentées par ®2 (m ) Soit, pour le démontrer,

map = (2n+ )k +m/,

il s’en suivrait
(my —m)u=2n+1).(k — k1),

ce qui est impossible, en remarquant que 2n + 1 est un nombre premier. Donc

2 (m%ﬁ”) combiné avec $2 (221-01:1) représente toutes les valeurs de r.

Cela posé, soit

{T_CDQ <2nw+ 1” {r_q’z <2n211>} [T_q)z (27?1 1)] (93.)

=r"+ pn—1-7’n71 +p7l_2.7‘n72 +.o + p1.7 + po-
Les quantités pg, p1, ...pn_1, seront des fonctions rationelles et symétriques de
P2 (727:11)’ P2 2721‘;’1) B2 (225:1 ); or ces fonctions peuvent étre trouvées au

moyen d’une équation de degré 2n + 2.
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. . . J 2 ’ 2 2w’
Soit p une fonction rationelle et symétrique quelconque de ® (2;’ +1) , @ ( -

ou w’ désigne la quantité mw + pwoi.
Par les formules que nous avons données plus haut pour exprimer ®(nf3)

en ®8, il est clair, qu’on peut exprimer ®2 (m' . 27‘:’_@) en fonction rationelle de
g (27TJ;1). Donc on peut faire
w' w' 2w’ nw'
= . |3 =0 |®? P2 o @?
p=v { (2n+1)] [ <2n+1>’ m+1) m+1)]

(94.)
f désignant une fonction symétrique et rationelle. En mettant vw’ au lieu de
w’, il viendra

5 v’ B o f v o [ 2w o5 [ nvw’
w{q’ (2n+1)]_9[® <2n—|—1>7® <2n—|—1 P gt ) )

(95.)

or, en faisant:
av=2n+1).k + kg,

ou k, est entier et compris entre —n et +n, la serie

donc il est clair, que le second membre de I’équation (95.) aura la méme valeur

que p. Donc:
ol (a57)] =o [ (253) | 56

25 équation, qui en faisant w’ = w et w’ = mw + wi, donnera ces deux-ci:

v {Q)Q (2:1 1)] - {qﬂ (%ﬁ 1)] ’

. . (97.)
b | @2 Vmw—Hm — | @2 mw + @i
" on+1 B 2n + 1 ’
ou bien, en faisant, pour abréger,
vw mw + i
i =r, P (v.——— ) =1y .
(2n+1> v (V 2n+1> Tvims (98.)
il viendra:

wmu = 1P7“1§ 1ﬁ""u,m = wrl,m- (99)

25 Editorial note: The exponent of the second Phi in (96.) is damaged in the print and
appears as a raised dot; read as the exponent 2 of the first member.
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Cela posé, soit

{(p —ri)(p—rio)(p—ria)(p—Yriz) ... (p—9Prien) (100.)
=@+ ap+ e+ o™+
26

Je dis, qu’on peut exprimer les coefficiens qg, q1 etc. rationellement en e et

D’abord en vertu des formules connues on peut exprimer rationellement ces
coefficiens en ty, to...ta,, si 'on fait, pour abréger,

tk = (’L/)Tl)k —+ (1,[)7'170)16 =+ (’L/)TLl)k 4+ ...+ (1,[}7"172”)]6. (101)

Il s’agit donc de trouver les quantités ¢, ts .. ., or cela se pourra aisément au
moyen des relations (99.). En effet, en y faisant successivement v = 1, 2...n,
apres avoir élevé les deux membres a la k°™° puissance, on en tirera sur le champ:

1
(r)* = =~ [(r)* + (r2)* + ..+ (yra)]
n
1 (102.)
('ﬁzjrl,m)k = n [(wrl,m)k + (wTZ,m)k +.oo+ (d)ﬁz,m)k] .
Donc en mettant pour m tous les nombres entiers 0, 1, ... 2n, et ensuite sub-
stituant dans I’expression de t, il viendra:
nty = (Pr)f 4+ (Pra)f 4+ .. + (¢prn)®
+ (Yr10)* 4+ (Pra0) +.... .. + (¥rno)*
+ (ri)F + (e + + (Wrp)k (103.)
_|_ .....................
+ (Wrion)® + (ragn) 4+ ... + (Yrn,2n)

Cette valeur de tj, est, comme on voit, une fonction rationelle et symétrique
des 2n 4 2 quantités r1, 72, ... Th; 71,0, 72,0, -+ -Tn,0--- T1,2n, 72,20 - - - 'n,2n, qui
sont les 2n + 2 racines de ’équation R = 0. Donc, comme on sait, t; pourra
s’exprimer rationellement par les coefficiens de cette équation, et par suite en
fonction rationelle de e et ¢. Ayant ainsi trouvé les quantités tx, on en tire les
valeurs de qo, q1, . ... G2n+1; qui seront également des fonctions rationelles de
e et c.

20.
Cela posé, en supposant

O=q+q@p+q@p+...... + Gony1.p?" T p? 2 (104.)

26 Editorial note: The exponent of the last term is partly obscured by a smudge and reads
2n; the degree 2n + 2 is expected from (104.).
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on aura une équation du (2n + 2)™¢ degré, dont les racines seront

Yry; Yrioe; Yrig; Yrig e Yr on.

La fonction 911, c’est-a-dire, une fonction quelconque rationelle et symétrique
des racines ry, o, T3, .. .. .. r,, pourra donc étre trouvée au moyen d’une équa-
tion du degré 2n + 2.

Donc on aura de cette manieére les coefﬁcieng DOy Py v vee-- Pn_1, €n résolvant
un nombre n d’équations, chacune du (2n + 2)°™¢ degré.

Ayant déterminé pg, p1, ... ... , on aura, en résolvant I’équation

-1
O=po+pir+...... + P17+, (105.)

la valeur des quantités
T1, T2y «von.. Tn; T1,05, 72,05 «+---- Tn,05 T1,1, 72,15 «----- Tn,1 etc. etc.,

w
2n+1

ou bien la résolution de I’équation R = 0, qui est du degré (2n+2).n, est réduite
a celle d’équations du degré (2n + 2) et n.

Mais on peut encore simplifier le procédé précédent. En effet, comme nous
le verrons, pour avoir les quantités pg, p1, -..... , il suffit de connoitre I'une
quelconque d’entre elles, et alors on peut exprimer les autres rationellement par
celle-la.

Soient généralement p, ¢ deux fonctions rationelles et symétriques des quan-
tités r1, o, oo ... Ty, on peut faire, comme nous 'avons vu:

dont la premiére est égale & ®2 ( ) . Donc la détermination de cette quantité,

p=1ry; q="0r,

Yry et Ory désignent deux fonctions rationelles de r1, qui ont cette propriété:
de rester les mémes, si I’on change r; en une autre quelconque des quantités rq,

Supposons maintenant:
sk = (Yr1)".0r + (Yr10)".0r10 + (bri)* . 0r s + .o + (Yr1.20) %071 90,

je dis que si pourra étre exprimé rationellement en e et c.
En effet, on a

1

(Yr)*.0r = (Yr,)k .07, = - {(wrl)kﬂrl + (pro)f 0y + ... + (wrn)kﬁrn} ,

1
(Q/Jrl)m)k.Her = (wTV,m)kﬂr,,,m = {(wrlﬁm)kﬂrl,m + (’L/JT‘Q’m)k.GTQ’m + ...+ (wrn’m)kﬂrn,m} .

En faisant m =0,1,2,...... 2n, et substituant dans 'expression de s, on verra,
que si sera une fonction rationelle et symétrique des racines rg, r1, ...... 71,0
etc., etc. de I’équation R = 0; donc s pourra s’exprimer rationellement en e et
c.
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Connoissant s, on obtiendra, en faisant £ = 0, 1, 2, ...... 2n, 2n + 1
équations, desquelles on tirera aisément la valeur de fr, en fonction

rationelle de v17.2” Donc, une fonction de la forme p étant donnée, on peut
exprimer une autre fonction quelconque de la méme forme en fonction rationelle
de p. Donc, comme nous 'avons dit, on peut exprimer les coefficiens pg, p1,
...... Pn—_1 rationellement par I'un quelconque d’entre eux. Donc enfin, pour en
avoir les valeurs, il suffit de résoudre une seule équation du degré 2n + 2, et par
conséquent, pour avoir les racines de I’équation R = 0, il suffit de résoudre une
équation du degré 2n + 2, et 2n + 2 équations du degré n.

21.

Maintenant, parmi les équations, dont dépend la détermination des quantités

o) (QWZJT), %) (2;”431) .28 celles du degré n peuvent étre résolues algébriquement.

Le procédé, par lequel nous allons effectuer cette résolution est entieérement
semblable & celui, qui est dii & M. Gauss pour la résolution de I’équation

62"l —1=0.
Soit proposée ’équation
O=pr+prr+por?+...... + 1. e (106.)

29 dont les racines sont:

w’ 2w’ nw’
? . ®? S P2
(2n+1>’ (2n+1>’ n+1)’

oll w' a une des valeurs de w, mw + wi. Désignons par o une des racines
primitives du nombre 2n+1, c’est-a-dire, un nombre entier tel, que pu = anml?’o
est le nombre le plus petit, qui rende o — 1 divisible par 2n + 1, je dis, que les
racines de ’équation (106.) peuvent aussi étre représentées par

d2(g), ®*(ae), ®%(a’e), ®*(a’e)... ®*(a" o), (107.)

/

A — w
ot e = 5.
Soit

o™ = 2n+ Dk, £ apm,

ou k est entier et a,, entier, positif et moindre que n + 1, je dis, que les termes
de la série

27 Bditorial note: Printed 17 with the subscript on the psi; 1r; is expected, as on the
previous page.

28 Bditorial note: Printed 2m + 1 in the first denominator; 2n + 1 is apparently expected.

29 Editorial note: The first coefficient is printed p1; po is expected.

30 Bditorial note: The characters after 2n are overstruck by a heavy bar and hard to read;
= 2n is expected.
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seront tous différens entre eux.
En effet, si ’'on a
Am = Qs

il en résulte,
ou o™ —aor = (2n+1)(ky — k),
ou o™+ o =2n+1)(kn + k).

Il faut donc que 'une des quantités o™ — o, a™ + ot soit divisible par 2n + 1;
or soit posé m > u, ce qui est permis, il faut que o™ * — 1 ou @™ + 1 soit
divisible par n,3! or cela est impossible, car m — u est moindre que n.

Donc les quantités 1, a1, as...a,—1 sont différentes entre elles et par con-
séquent elles coincident, mais dans un ordre différent, avec les nombres 1, 2, 3,
4...n.

Donc, en remarquant que

902{[(271 + Dkm £ amle} = ‘PQ(amE)»
on voit que les quantités (107.) sont les mémes que celles-ci:
P2 (e), ®?(2) ... D*(ne),

c’est-a-dire les racines de ’équation (106.) c. q. f. d.
Il y a encore a remarquer, qu’ayant

o™ = (2n+ 1)k, — 1,

on aura
a™t™ = (2n + 1)k,a™ — ™,
donc
Ap+m = :l:am
et

P*(a"TMe) = P*(a™e).
Cela posé, soit 6 une racine imaginaire quelconque de I’équation
" —1=0
et
P(e) = D(e) + D% (ae)d + B (a?e)0? + ... + P (o™ e)om L. (108.)

En vertu de ce que nous avons vu précédemment, le second membre de cette
équation peut étre transformé en une fonction rationelle de ®2(g). Faisons

() = x[@*(e)]. (109.)

31 Bditorial note: Printed n here; 2n + 1 is apparently expected.
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En mettant dans la premiére expression de ¥(g), a™e au lieu de ¢, il viendra:

P(a™e) = *(a™e) + (™ Te).0 + P2 (a™T2e).0% + ...
c @2 (). 0T 4 B2 (). 0T L+ D (T )

mais nous avons vu, que ®?(a"*me) = &2(a™e); donc:

P(a™e) = 0" ™D (e) + 0" LD (ae) + 0722 (aPe) +- ...
0B e) + B (M) + 0.9% (@™ T e) ..+ 0T LD (0" e).

En multipliant par 6™, le second membre deviendra égal a v(¢), donc:

P(a™e) = 07" a(e), (110.)
ou bien:
P(e) = 0™ X[ (a™e)],

d’ou, en élevant les deux a la n®™° puissance, on tire en vertu de la relation
grmn = 1.

[p(e)]" = {(x[@*(a™e)]}". (111.)

Cette formule donne, en faisant successivement m =0, 1,2, 3...... n—1n
équations, qui, ajoutées membres & membres donneront la suivante:

n[e(e)]" = {(x[@*(e)]}" +{x[®*(ae)]}" +{x[®*(a®e)]}" +. ..+ {x[®*(a" 'e)]}";

(112.)
or, le second membre de cette équation est une fonction rationelle et symétrique
des quantités ®2(g), ®%(ae) ... ®%(am le), c’est-a-dire des racines de I'équation
(106.); donc (1e)™ peut étre exprimé en fonction rationelle de pg, p1...DPn—1,
par conséquent en fonction rationelle de 'une quelconque de ces quantités. Soit
v la valeur de v¥(g), on aura

Yo = 0%(e) + 0.0%(ae) + 02.0*(a%e) + ... + 0" L (" o). (113.)

Cela posé, soit 6 = cos 27“ +isin 2% Les racines imaginaires de I’équation 8™ —1
peuvent étre représentées par

Donc en faisant successivement 6 égal a chacune de ces racines et désignant les
valeurs correspondantes de v par vy, vs...v,_1, il viendra

o1 = B(e) +0.9%(ae) + ... + 072 (0" ),
g = %(e) + 6°.9%(ae) +...... + 60272 3% (a" Le)
Vo = %) + 0" 82 (ae) ...+ 6O @2 (o),

En combinant ces équations avec la suivante:

—pp_1 = 0% e) + D% (ag) +...... + ®* (" te),
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on en tire aisément:

1
% (a™e) = o { =P+ 07T+ 072" g + 07 s

(114.)
ARk =y ¥
et pour m = 0:
1
P2 (e) = - {=Pn-1+ i+ Yv2+...+ a1} (115.)

22.

Toutes les racines de I’équation (106.) sont contenues dans la formule (115.),
mais puisque leur nombre n’est que n, il reste encore & donner & ®2(g) une
forme, qui ne contienne pas des racines étrangeres a la question. Or cela se fait
aisément, comme suit:
Soit
an

Sp = ———.
(/vr)*

En posant ici € au lieu de a™e, /vy, se changera en ~*™. /g, et vy en 7™ vy,
donc si, se changera en:

g—Fkm o B /U,
Gy (Y
La fonction si, comme on voit, ne change pas de valeur, en mettant ae au
lieu de €. Or s, est une fonction rationelle de ®2(g). Donc, en désignant sy par
A[@2(¢g)], on aura
sk = A[@%(a™e)],

quel que soit le nombre entier m. De la on tirera de la méme maniere, et comme
nous avons trouvé (¢e)™, la valeur de s, en fonction rationelle de I'une des
quantités pg, p1, ....pn_1. Connoissant s, on a:

ok = sk (/01"

Donc, en mettant v au lieu de vy, I'expression de ®2(a™e) deviendra:

1 .
<I>2(am€) = - {fpn_l T+ 529727".11% F e Sy (DM, o } ,
n
(116.)
pour m = 0:
9 1 1 2 3 n—1
o(e) = - {fpn_l + v + S9.0m + 3.0 + oo + Sp_1.0 } . (117.)

Crs ., 1
Cette valeur n’a que n valeurs différentes, qui répondent aux n valeurs de v=.
Donc en dernier lieu la résolution de ’équation P41 = 0 est réduite a celle
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d’une seule équation du degré 2n+2; mais cette équation ne parait pas en général
étre résoluble algébriquement. Néanmoins on peut la résoudre complétement
dans plusieurs cas particuliers, p. ex., lorsque e = ¢, e = ¢V/3, e = ¢(2 + V/3)
etc. Dans le cours de ce mémoire je m’occuperai de ces cas, dont le premier
surtout est remarquable, tant par la simplicité de la solution, que par sa belle
application dans la géométrie.

En effet entre autres je suis parvenu a ce théoreme:

On peut diviser la circonférence entiere de la lemniscate par la régle et le
compas seuls, en m parties égales, si m est de la forme 2" ou 2" + 1, le dernier
nombre étant en méme temps premier; ou bien si m est un produit de plusieurs
nombres de ces deux formes.

Ce théoréme est, comme on voit, précisément le méme que celui de M. Gauss,
relativement au cercle.

g. VL

Ezpressions diverses des fonctions ®(ns), f(n8), F(np).

23.

En faisant usage des formules connues, qui donnent les valeurs des coefficiens
d’une équation algébrique en fonction des racines, on peut tirer plusieurs expres-
sions des fonctions ¢(nfg), f(nB), F(npB) des formules du paragraphe précédent.

Je vais considérer les plus remarquables.

Pour abréger les formules, je me servirai des notations suivantes: Je désign-
erai:

k/
1) Par Z w( ) la somme, et par 1};[ 1(m) le produit de toutes les quantités
m

de la forme 1/)( ), qu’on obtiendra, en donnant & m toutes les valeurs entiéres,
depuis k& Jusqu a k', les limites k et k&’ y compris.

kv

2) Par E E 1/1(m u) la somme, et par H H Y(m, p) le produit de toutes
kmvu
les quantltes de la forme ¥ (m, 1), qu’on obtiendra, en donnant & m toutes les

valeurs enti¢res de k & k', et & p les valeurs entieres de v & v/, en y comprenant
toujours les limites.
D’apres cela il est clair, qu’on aura:

%mzb(m) =9k) +k+1) +....0(k), (119.)
32
IIZImz/J(m) — BR) bk 4 1) + b (), (120.)

32 Editorial note: No equation number 118. is printed; the numbering passes from 117. to
119.
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33

kv v’ v’ v
X% (mp) =% k) + 2 Dk 1p) 4+ 5 G(K,p), (121
mVp Vi Y Y
kv v v v
T ljﬂ(m, 1) = i V(k, u)-{lul//(k + 1, ). i (&, ). (122.)
Cela posé, considérons les équations
P.
d(2n +1)8 = =22+
Q2n+1
Pyt
f@n+1)p= 24 (123.)
Q2n+1
P//
F(2n +1)5 = 22241
Q2n+1

Nous avons vu, que P, 1 est une fonction rationelle de 2 du degré (2n+1)?2
et de la forme 2.¢(2?). De méme P}, et F} ., sont des fonctions de cette
méme forme, la premiére de y et la seconde de z.3* Enfin Q2,41 est une fonction
qui, exprimée indistinctement en z, y ou z, sera du degré (2n + 1)? — 1, et
contiendra seulement des puissances paires. Donc on aura

Pypi1 = ApCtD? L + B Py = A/.y(2n+l)2 I + By
Py =AY 4B Qopgy = Ca®rtD 14 4Dy
Q2n+1 _ C'.y(2"+1)2_1 + o+ D'; Q2n+1 — C//_Z(2n+1)2_1 + ... +D"

En substituant ces valeurs dans (123.), il viendra

{Ax@ )" 4 4 Bal—@2n+1)8.{C.a® V"1 4 4 DY,
(A y@tD)* L LByt — f(2n+ 1)BAC T L L D)
(A" 240" 4 B2} — F(2n+ 1)B.{C" 23144 D"}

Dans la premiere de ces équations A est le coefficient du premier terme,
—p(2n 4+ 1)B.C celui du second et —¢(2n + 1)5.D le dernier terme. Donc
%<p(2n + 1) est égal a la somme et i%g&(Qn + 1)8 égal au produit des racines
de I'équation dont il s’agit, équation, qui est la méme, que celle-ci:

P2n+1

®(2n+1)8 = (124.)

Q2n+1 ’

Donc en remarquant que A, C et D (et en général tous les coefficiens) sont
indépendans de g, on voit que ®(2n + 1)5 est (d'un coeflicient constant pres)
égal & la somme et au produit de toutes les racines de 1’équation (124.).

33 Editorial note: A plus sign is printed before the row of dots in the product; a multiplication
dot is expected.
34 Bditorial note: Printed Fy .y where Py . is expected.
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De la méme maniére on voit que f(2n+1)8 et F(2n+1) 8 sont respectivement
égaux au produit ou a la somme des racines des équations

/
P2n+1
2n+1

fen+1)8 =

/1
P2n+1

; F(2n + ]-)B = 5
2n+1

en ayant attention de multiplier le résultat par un coefficient constant, choisi
convenablement.

Maintenant les racines des équations (123.) d’aprés le No. 11. sont respec-
tivement:

_ m 1% X
x=(— )+H<I)<ﬂ+2 +1 +2n+1wz>,
_ peo
y=(=D" f<5+2 1 +2n+1m)’
_ po_
2= (=D" (6+2n+1 +2n+1m>’

ou les limites de m et © sont —n et +n.
Donc en vertu de ce qu’on vient de voir, et en faisant usage des notations
adoptées, on aura les formules suivantes:

W+ pwi
B2n+1)8= A 2 _1)mte g me T pet
enrns=a¥ ¥ ymine (e mETE
T +4n mw + i
Mm+1F=A.T T (-1)", w7 pegt
fenrnp=a ¥ ¥ cymy s+ T,
Fen+1)=A4"% ¥ (~1)..F <B+W);
—Mp =Ny 2n+1
d@n+1)f=B.1 1 .0 e T pegt
(2n+1)p non <ﬂ+ 1 )
f(2n+1)IB—B’ ﬁL ﬁL f(ﬂ+mw+uwz>’
—Npp =y, 2n+1
. /
Fen+1)8=B"1 I F<f3+m‘;++“fz).

Pour déterminer les quantités constantes A, A’, A", B, B, B”, il faudra
donner & [ une valeur particuliere. Ainsi en faisant dans les trois premieres

formules 3 = 5 + F4, apres avoir divisé les deux membres par ®43, il viendra,
en remarquant que ‘I> (2 + %z) = %:
A p(2n+1)8
B
2 1
A’_if( nf—g )5 pourﬁ:%—i—%i.
fB
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35

Soit 8 =% + Fi+a, on a:

¢ ((2n+ 1)+ nw + nwi + £ + Zi)
plats+35i)
e ((2n+1)a+ ¢+ Zi) %

A:

<p(a+%+%i) e(2n+1)a’
f(2n+Da+nw+nwi+ £ + Zi)
flats+%9)
— (-1t ((Qf”(;' ff‘;ig; 2 e
F((2n+1)a+nw+nwi+ % + i)
Fa+$+%i)
F(2n+Da+ 4%+ %)
Fla+$+5i)

A=
pour o = 0.

flat%)
f ((2n+ Da+ %)’

A/I —

F (a+ %)
F(@2n+ Do+ %i)

= (—-1)". = (-1)™

Ces expressions de A, A’, A” deviendront de la forme %, en faisant a = 0,

donc on trouvera d’apres les regles connues:

A= A" = (_1)n
2n+1°

D’apres cela les trois premiéres formules deviendront:

1 tn An mw + uwot
P(2 1)8 = XY (—1)mte, _
es1s= 5o ¥ E w(ﬁ+ oL )
(=)™ +n 4n mw + pwi
1)8 = . -, _ .
font0f =g g 8 8 (g (84 AT ) (126.)
(=™ A A4 " mw + pwi
F@2n+1)p= 2n+1'—nm§zﬂ( DEF(B+ ST .

Pour avoir la valeur des constantes B, B/, B”, je remarque, qu’on aura:

ir_[Z Ji_[Z Y(m, p) :1/)(0,0).1?[ z/)(m,o),fll[ ¥(0, )
A 11I b(m, ) (=m, _M)'E[ 11[ (m, —p).p(—m, p).
mLp mlp

En appliquant cette transformation aux formules (126.), divisant la premiére
par @, la seconde par f( et la troisieme par F'3, faisant ensuite dans la premiére
B =0, dans la seconde 8 = ¢ et dans la troisieme 8 = i, et remarquant que

35 Bditorial note: The denominator of the third fraction is printed f8; Ff is apparently
expected.
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M:2n+1,pourB:0,queW:2n+1,p0ur5:%76tque
F(2;7;1)ﬁ:2n+1’ pour 3 = Zi: on trouvera:
n mw n Pl
on+1)=BIl ¢? I ¢* (s—
(2n+1) mw <2n+1> 1MSD <2n—|—1>
CIT 1 g2 (et pm e (e — pwi
Tl 2n+1 )7 2n+1 )’
o) =B 2 (L M) g (Y
(2n+1) 1mf (2+2n+1 1Hf 2 2n+1
n o n w  mw + uwi o (W | MW — pwi
xIIL f2( =+ ———— . o Ton 1
1'rn1uf <2 on+1 )f (2+ 2n +1 >7
o) = prd g2 (Zag M) i pe (T b
(2n + 1) . > T on1) 2 a1
Gl g (B e e (@, e — i
Tmly 2 2n+1 . 2 n+1

(128.)

En tirant de ces équations les valeurs de B, B/, B”, et les substituant ensuite

dans les formules transformées, il viendra:
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¥ <5 + 27;11> P (ﬁ - Qzl_fl) IT_L[ ® (ﬁ + 211{3’-11) - (ﬁ - 2/:1?11)
1

(2n + 1)@[3 1;[ . pp
mn ©? (2n+1> " @ (h)
mw—+pcot mw—+pcot mw— oot mw— Ut
b ¥ (3 + ot ) P (/B — ) ¥ (ﬁ + ot ) P (3 — ot )
x Im1ly 2 [ mw+tpwi ' 2 [ mw—pwi ’
@ 2n+1 14 2n+1
fen+1)8 =
n S (5+ 2n+1) f (ﬂ B 277?1)1) n f (5"' 2%11.1) f (5 - 21:?1)
(2ﬂ + 1)f5 111 2 w mw 1;[ 2 KT
" f (5 + 2n+1) " f ( + 2n+1)
oo (8 ) 0 (5 mai) £ (04 ) o (6 - )
x 11[ 11[ + 3 ’ mw— (ot ?
i (g ) 72 (5 +25)
F(2n + l)ﬂ =
o F(B+52) F (8- 22) n F(8+437).F (8- £3%)
n + FBI] 1 -
" 2 (fl + 22%1) . B2 (*Z + 2i+1>
mw—+uwi mw—+uwi mw—uwi mw—puwi
non (B + 2nf1 ) F (B - 2nﬁl ) F (ﬂ + 2n—ﬁ1 ) F (ﬂ - 2nr1 )
x II 11 . . . .
tmle P (g mpet) P2 (i me)
(129.)

On peut donner a ces formules des formes plus simples, en faisant usage des
formules suivantes:

p(B+a)p(B—a) 11— &
o2 1- %7
@2(a+7+7z)
1 L2
[Bta)fB-a) 1" Pl
2 (2 +a) 1= m
e
F2(3+).F(3—a) _ 1~ F(5ea)
F?(3i+a) L= mgrga)

36

qu’on verifiera aisément au moyen des formules (13.), (16.), (18.).

36 Editorial note: The numerator of the third left-hand fraction is printed F2(8+a).F(8—a);
F(B + «a).F(B — «) is apparently expected.
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En vertu de ces formules il est clair, qu
sous la forme:

‘on peut mettre les équations (129.)

P(2n+ 1) =
1— ﬂ 1-— gaziﬁ
n 992(2':5:1) n @2(2‘:;111)
(2n+ 1)®A.II 75 A5 225
) B _ _
Algrgitas) T (g3t EEs)
. 1— — 28
n on o2 (i) o2 (M5t )
<A1 1 el 1 — ’
m — i - :
S I CE T
f@2n+1)8=
1 _ % 1 — %
n f2 271%1 JF% w ‘fz %+2,i:fl
(20 +1)fBI — 723 e P8
P25 +5 it o) P(s+5it45r) (130,
1_ 28 1— -
1 (5 + 2 ) (s +25E)
leluli fQB ‘ 17 f2B _ )
(g +Zir gty P25 +5 i+ ")
F@2n+1)p=
1 F8 1 8
n F2 (=i me n F2(Zi+L4=
(2n + 1)F51;I 1 { 21;2[32n+1) I;I 1 : 2;252n+1)
S - R _ P
FPstgian) | P(3tgithan)
1- 51— -
n n 2 (g i+ MgTiet) F2(g it mget)
x ];[m]-;[# ]_ — Fzﬁ - ’ 1 - F2B L '
Fg gt ) © (g i)

Ces formules donnent, comme on voit, les valeurs de ®(2n+1)3, f(2n+1)8
et F'(2n + 1)8, exprimées respectivement en fonctions rationelles de ®8, ff5 et

Fj3, sous la forme de produits.

Nous donnerons encore les valeurs de f(2n+1)8, F(2n+ 1)8 sous une autre

forme, qui sera utile dans la suite.
On a f28 =1— c?yp?3, donc

2 .2

2

f28 _ (@B - %) _ 2y Ol
L= pa™ " fa ~ Y T
et
P @lPs-P(5ital
Flgita) . PE)
or en vertu de (18.) on a:
w . e2+c? 1
F(ite) =5 pa



donc:

—% 1 e4e 1—$2§
e e B )
On trouvera de méme:
17?55 1 A4 1—2225

En vertu de ces formules, et en faisant S = 0, pour déterminer le facteur
constant, il est clair, qu’on peut écrire les expressions de f(2n+1)8, F(2n+1)8,

comme suit:

37

Dans ce paragraphe

1— % 1— ( ©*B )
_ i P? (5 +antT w 2 (Fitg5T
fenA DB =fBI Ty T —
P*(5 50t an) P ($+5i+437)
1— ©*B 1— o’
<0 f (5 + 25 )
Tm iyl — ©*B 1 228 0
T T CE =) ,
9 ) (130".)
1 o B 1 ¥B8
n 2 E'+ mw n 2 E'+ =z
F(2n+1)ﬁ:FﬁH ® (222 2"+1) I ¥ (212 2n+1)
Tml— @2 1u]— ©B
¢2(%+%i+22’$1> 502(%"'%""'2‘:;111)
1— ©*B v 1— ©’B v
« lT_L[ ﬁ Lp2(%i+m;zn+rlwi) SDQ(% _‘_nu;n—rlwz)
Tmlp] — ©2B 1 p2B -
esr5im5dT) (35 meET)

nous n’avons considéré les fonctions ®(ng), f(ng),

F(npB), que dans le cas des valeurs impaires de n. On pourroit trouver des ex-
pressions analogues de ces fonctions pour des valeurs paires de n; mais comme il
n’y a dans cela aucune difficulté et que d’ailleurs les formules, aux quelles nous
sommes parvenus, sont celles qui nous seront le plus utiles dans la suite, je ne

m’en occuperai pas.

g. VIL

Développement des fonctions ®a, fa, Fa en séries et en produits infinis.

37 Editorial note: In the numerator of the second product of the first line, the print sets an
i after w/2; there is apparently no ¢ there, by analogy with the first product. Reproduced as

printed.
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24.

En faisant dans les formules du paragraphe précédent g = ﬁ, on obtiendra
des expressions des fonctions ®«, fa, Fa, qui, a cause du nombre indéterminé
n, peuvent étre variées d’une infinité de manieres.

Parmi toutes les formules, qu’on obtiendra ainsi, celles qui résultent de la
supposition de n infini, sont les plus remarquables. Alors les fonctions @, f, F
disparaitront des valeurs de ®a, fa, Fa, et on obtiendra pour ces fonctions des
expressions algébriques, mais composées d’une infinité de termes. Pour avoir ces
expressions, il faut faire dans les formules (126.), (130.) 8 = g1 et ensuite
chercher la limite du second membre de ces équations pour des valeurs toujours
croissantes de n. Pour abréger, soit v une quantité, dont la limite est zéro pour
des valeurs toujours croissantes de n. Cela posé considérons successivement les
trois formules (126.).

En faisant dans la premiere des formules (126.) 8 = o1 eb remarquant
que

+n +n n 2
X X 0(m,p)=6(0,0)+% 6(m,0)+% 6(0,u)
) 1m 1y
o (131.)

+X X {e(ma M) + 9(_m7 _:u) + 9<m> _M) + 9(_m7 M)L

Imly

il est clair, qu'on peut mettre la formule, dont il s’agit, sous la forme:

1 « 1 =n a+ mw a— mw
da = . Y (=)< d | ———+ ol ——
“ 2n+1“’<2n+1)+2n+11m( ) { <2n+1>+ <2n+1>}

L5y {cp (‘”’“m) +o (0‘_’““)} LSS (O™ —myn — )

2n+11, 2n+1 2n+1 ec 1;mly
+ iz b (*1)m+”~7/11(" -—m,n — :U‘)7
clmly
(132.)
ou l'on a fait, pour abréger,
1 1 1
PY(m, p) = : + :
o+ 1 a+(m+ Dt (ut 2w a—(mt )w—(u+3)wi
2 2n+1 1 n+1
1 1 1
1[}1 (ma p’) = . +
2n+1 a+(m+%)w—(u+%)wi a—(m—i—%)w-&-(u-&-%)wi
¥ 2n+1 ® 2n+1
(133.)

Maintenant, en remarquant, que

<I> (a—l—mw) Lo (a—mw) _ 2p (27511) f (221:1) £ (22?1) Ay

- Y
2n+1 2n+1 1+6262.¢2(le)@2(27&1) 2n+1
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(o222 o (nm) 2l E) ()
2n+1 2n+1 1+6202.<p2 (2;;?_11)'@2 (27ﬁ|—1) 2n +1

ol A, et B, sont des quantités finies, la partie de I’équation (132.) jusqu’au
membre, qui a le signe —, prendra la forme:

1 « 1 n
. 2 (-1)™(A,, + B,);
o+ 1 @(2n+1) s T, D A+ B

or la limite de cette quantité est évidemment zéro; donc, en prenant la limite
de la formule (132.), on aura:

b = —— lim. %L) % (=)™ H ah(n — m,n — p)
+ — lim. %l] %L] (1) 4y (n — myn — p),

ou bien: ) ) .
da=—"lim ¥ % (=1)™E ap(m, )
e Om O u (134.)

1 n—1 n-—1
— lim. ¥ X (=1)mte, .
o m R (1) )

11 suffit de connoitre I'une de ces limites, car on aura 'autre, en changeant
seulement le signe de 1.
Cherchons la limite de

n—1 n—1

2% Cyram ).

Pour cela, il faut essayer de mettre la quantité précédente sous la forme
P+ v,

ou P est indépendant de n, et v une quantité, qui a zéro pour limite; car alors
la quantité P sera précisement la limite, dont il s’agit.

25.

Considérons d’abord ’expression:

S ()t asm ).

1
Soit o0
6m, ) = a? — (mw + pwi)?’ (135.)
et faisons
2
Y(m, p) —0(m, p) = W-Rm (136.)

o7



on aura:

n—1 n—1 n—1 R
S (CUramp) =5 (1) 8Gm g = 2.5 (1 T

. . ) TR (137.)

38

Cela posé, je dis que le second membre de cette équation est une quantité
de la forme ﬁ
D’apres (12.), (13.) on aura

1 N 1 _ o(B+e)+p(B—e¢) _ 2pB.fe.Fe
e(B+e)  @(B—e)  @B+e)p(B—c) 2B —p%’
donc en faisant 3 = 5.%7 et € = m;’jﬁm = 2:11 et fe.Fe =6, on a:
20 (525 ) .0 (52
1 Y\ a1 In+1
w(m, ) (zt) * ()

T ot o :
ne ©? (2n+1) - ¢? (2Zi1)

Maintenant on a:

« o« n Aa?
loant1)  2n+1 " @nt D)3

donc:

w(m’ :u) =

et par conséquent:

o 0(mi) !
o = | S (T
N 2403 9<22i1
@n+1)* (27;11) — ? (ﬁil)

Donc la valeur de R, deviendra

_ ‘9<2§i1) { Aa? }_ 1
) - () U (T ()
(138.)

38 Editorial note: The exponent of the factor —1 in the last sum is apparently printed n; u
is expected, as in the two sums on the left.



s . N 17 . . I ’ . .
Cela posé, il y a deux cas a considérer, savoir si 5—4— a zéro pour limite ou

2n+1
non.
a) Si 2511 a zéro pour limite, on aura:
902 Eu _ Ei 4 BN.Ei
2n +1 2n+1)2  (2n+1)Y

9 «@ a? D.a*
2 = + ;
2n+1 2n+1)2  (2n+1)*

ou By, C, D ont des limites finies; donc en substituant:

14 _Cu
Ru = AO&Z. Eﬁ Gr1)” 2
a2 1+ Dat B €2
€2 (2n+1)2.e2 M (2n+1)2
R (139.)
CI"? - i O’u + BI‘
+ H Iz

22 2 Da4 €2 ’
(1-%) - (- %) {etig ~ Bomie )

or soit que €, soit fini ou infini, il est clair, que cette quantité convergera toujours
vers une quantité finie pour des valeurs toujours croissantes de n. Donc on aura

R, =r,+v,, (140.)

ol r,, est une quantité finie indépendante de n.

b) Si 2211 a pour limite une quantité finie, il est clair, qu’en nommant cette

limite 6,,, on aura:

0(6,) 1
wQ(gu) + 5 + v}, (141.)

R, =~

n
4, 1z . R
) I w
Cela posé, considérons I'expression Xllu( 1) SeTERyER On a

n R 1
Y (=M. b — ARy — -
1“< ) (2n+12 (2n+1)2 {flo = Fo + Ry = s +
A+ (1) MR, 1+ (-1)""Ryy1 — Ruy1 + Rujo — Ruyse. + (=) " LR, 1]}
(142.)

39 Supposons d’abord, que 2’:;:‘1 ait pour limite une quantité finie, quelle que

soit la valeur de p. Alors en remarquant, que

6#"!‘1 = 5#7

39 Bditorial note: The first term inside the square bracket is printed R, 41; Ry is apparently
expected.
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on aura
1 1
R, — Ry+1 =0, — 0,41,
donc:
—1
n R, 1

(=)~ = (vé—vi+v%—v§+....+v,ﬁ72—v,}371)+

B
>
7, n+ 12 (2n+1)?

2n+ 12’

ou k =n oun — 1, selon que n est pair ou impair. La quantité B a toujours
pour limite une quantité finie, savoir B = 0, si n est pair, et B = R,,_1, si n est
impair.

Maintenant on sait, qu'une somme telle que

1 1 1 1 1
Vg — V] F VU3 — e FVj_g — Vg1,

peut étre mise sous la forme k.v, v ayant zéro pour limite. Donc en substituant:

n-1 R k. B
S (= U
0 . 2n+1)2 (2n+1)?
or, k étant égal a n ouan —1, et B fini, la limite de iji? sera zéro, donc:
n—1 R
S (e = (143.)
0 4 Cn+1)2  2n+1
Supposons maintenant, que ﬁ a zéro pour limite. Alors 2211 a également

zéro pour limite, & moins qu’en méme tems X n’ait pour limite une quantité
finie. Soit dans ce cas v le nombre entier immédiatement inferieur a /n, et
considérons la somme

Ry—Ri+Ry—R3+....+ (—1)V_1Rl,,1.

En supposant, que g est un des nombres 0, 1, ....v, il est clair, que -t =

(2n+1)
mw-+puwi . PRI . 3 3} cpz
“oni1 a zéro pour limite; donc, selon ce qu’on a vu, R, sera une quantité

finie, et par conséquent
Ry—Ri+ Ry — ...+ (—1)y_1R,,_1 =R,

ol R est également une quantité finie.
Considérons maintenant la somme

(=1)"{R, — Rys1 + Ryyo — . + (=1)" "7 LR,_1}.

Si 2511 a pour limite une quantité différente de zéro, on a, comme on verra:
— 1 1.
Ry — Ryt1 =0, —v,41;

si au contraire s—“— a pour limite zéro, on a:
2n+1 J

_ 1.
Ru—vu+vu,
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or, si en méme tems p > /n, il est clair, qu’en vertu de la valeur de R,
v, = B, — Cy;

or il est clair, que B,, et C,,, tous deux, ont pour limites des quantités indépen-
dantes de p, donc en nommant ces limites B et C, on aura:

R,=B—-C+Huwy,
et par suite, aussi dans ce cas,
Ry — Ryp1 = vy — vpgr

40
Donc comme dans le cas ou 2;’;1 auroit une limite différente de zéro pour

toutes les valeurs de p, on démontrera que

(=1 1
R, — R, e+ (=D)"VTR, 4} =
o 1)2{ 41+ e+ (1) 1}
Maintenant en combinant les équations ci-dessus, on en tirera

" R, _ 1 v
u(_l) ‘2n+1)2 (2n+1)2 (WR) +

(2n+1)

3
oM
AR

or a zéro pour limite, donc

prEs)
n—1 = R, __ v _
" (2n+1)2 2n+1

oM

Donc cette formule a toujours lieu, et par conséquent la formule (137.) devien-
dra:

n—1 n—1
D elm g = % (<1 0m g0 = T

(144.)

n—1
Cela posé, il s’agit de mettre %] (=1)#8(m, p) sous la forme P + 52=. Or

c’est ce qu’on peut faire comme il suit. On a:

3 Mo

0 0 = (1M 00m )~ (<17 0(m ) et

K Iz u

(=D)*.0(m,u) = (=1)"{0(m,n) — O(m,n+ 1) + 6(m,n + 2) — ....etc.}.
(145.)

3 Mo

m

Or d’apres une formule connue on a:

O(m,n) —0(m,n+1)+0(m,n+2)—.....
A0(m,n) 9%9(m,n)
G B :

40 Bditorial note: The last subscript is printed indistinctly, apparently vu4+1 with the p
damaged in print.

=10(m,n) + A
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ou A, B.... sont des nombres; or

2a
9 —
(m, n) a? — (mw + nwi)?’
donc en substituant:
e 4Aawi.n
0 -0 H+...=
(m,n) = 8(m, n+1) + a? — (mw + nwi)? + {a2 — (mw + nwi)?}?

41 De 13 il suit, que

o v v

0 -0 N+..=——+—5=—.
(m,n) = 6(m,n+1) + w?n? n?2 2n+1

Donc en vertu des équations (145.)

n—1

1
0 v
S (=1)"6 =X (-1)*.0 —
= (1O = (S1)Bm )+ 5
et par conséquent
S S (—1).0 o 146
= () = § ()00 + 5t (146)
26.
n—1
Ayant transformé de cette sorte la quantité %] (=1)*.4p(m, u), on tire de
nw
I’équation (146.):
nil nil —— nil m nil Um,
5 5 DT ) = B (S0 em + 0T (147.)
en faisant -
om =3 (=1)".0(m, p); (148.)
o
or
"il Un VotV FV2...Up 1 MU W
0 2n+1 2n +1 S 2n4+1 2
v ayant zéro pour limite. Donc I"équation (147.) donnera, en faisant n infini:
n—1 n—1 o]
lim. EOJ %J (=)™ ap(m, ) = %J(—l)m.gm. (149.)
m 0 p

De méme, si 'on fait, pour abréger:

2a
— (mw — pwi)?’

01(m7/””) = 3

¢ (150.)

O =3 (=1)".0:(m, p),
Op

41 Bditorial note: The exponent outside the braces in the denominator of the second term
is printed indistinctly; 2 is read here.
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on aura: ) .
lim. ¥ % (=1)" e (m,p) =

m /
_— (=1)™.0,. (151.)

oM

Ayant trouvé ces deux quantités, dont ’expression de ®« est composée, on aura,
en substituant:

i x i x i x
Qo= ——.5(~1)"0pm + —.5(~1)".0, = —.3(~1)"{c},, — om},
a=——3(=1)"om+ B0 = — D=1 {on — om}

ou bien, en remettant les valeurs de g/, et o,

i x o0 2a 2a
da=—23 (=1)"<{X — .
2o b {m{@—Km+bw—w+§ﬁﬂ2 M—Km+bw+m+bwm}}
(152.)
Maintenant

2a 1 1

= + )
2 —[m+Hwt(p+iwi? a—(m+HwF(p+wi a+(m+HwE(p+3)wi

donc:
2a 2a
o —[(m+ 3w = (p+5)@i* = [(m+3)w+ (n+ 3)wi]?
2u+ 1)wi (2u+ 1)wi

[+ (m+ D+ (u+ 2202 [o— (m+ w2 + (u+ 1)2w?’

donc l'expression de ®a deviendra sous une forme réelle:

1 > s 2u+1w Qu+1)w }
da=—3 (—1)™.% (—1)". - :
e A {m—mﬁéwP+m+9%ﬂ [t (m+ D + (ut 1P
(153.)
c’est-a-dire, on aura:
w
Pa=—(0p— 01+ 02— 03+ ... +(=1)"6y, — ....)
ec
o (154.)
— g(% =0+ 0, =05+ .+ (=)™, — ),
ou bien:
5 1 - 3 . 5 -
Tole—ma P+ fa- (et e+ o (mt ]+ B
) 1 3 5
0y = 1 z 1 oz T 1 2B5w?
[a+(m+3)w2+ 5 [a+(m+5)w?+ " |Ja+ (m+ 5)w]? + =7
(155.)

n—1 n—1
Sil’on commence la recherche de la limite de la fonction %] %) (=)™ ah(m, p)
m 0 p

n—1 n—1
par celle de %3 (=1)™4(m, p) au lieu de celle de % (=1)#4p(m, ), comme nous
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I'avons fait, on trouvera au lieu de la formule (53.)4? la suivante:

da=—5 (1S (—1)m.{ @ut 1w - Gut
cc’0u 7 Om [ = (m+ 3)w] + (u + 3)*w” [a+(m(+§))w]2+(u+ 2
156
c’est-a-dire:
Do = g(eo — 361 +5ey — Teg + oo+ (—1)P.(2n+ e, — .0 )
157.
- 2(56 =3} +5eh — Teh 4+ o+ ()M 2u 4 ey — .0,
43 ol
o 1 1 1
H w - o\ 2 w2
(@—9)" +(p+3)32e® (@—3)" +(p+i)P2e® (a—2)"+(u+
o 1 - 1 1
B O s
27.

Cherchons maintenant ’expression de fa, au moyen de la deuxieme des formules
(126.). En y faisant 8 = 71 et remarquant, qu’alors la limite des quantités
contenues dans les deux premieres lignes, devient égale a zéro, on aura:

fa= lim.(—l)”% %LJ (=)™ p(n—m,n — p)
a (159.)
—|—1im.(—1)”21] le (=D)™ap1(n—m,n — p),
mlp

ou l'on a fait pour abréger:

o(n —mym— 1) 1 {f(oz—i—rmu—i—/um')_~_f(oz—mw—,uwi)}7

T2+l 2n +1 2n + 1
1 a+ mw — pwi a —mw + pwi
¢1("_m’”_“)_2n+1{f< o+ 1 )+f( o+ 1 )}
Maintenant on a:
FB—)+ f(B—c)= e T o

-1 T e220% 028 e2c2p?e 2 +

e2c2p2e

44

42 Editorial note: Printed (53.); the formula meant is presumably (153.), an apparent mis-
print.

43 Editorial note: In the second row the last term is printed with en without the prime; EL
is expected, an apparent misprint.

44 Editorial note: Printed f(B — €) in both terms; the first term is presumably f(8 +¢), an
apparent misprint.

64



Soit

_mw + pwi
n+1 7
on aura:
1 w, @ (n—m+ 3w+ (n—p+ 3)wi
— = —iec (— —i—¢) = —iec.® ,
pe 2 2" 2n+1

fe_ WEFA) e Y2

o F@—%O VGl G

cp ((omt Rt ),

2n+1

Donc on aura, en substituant et mettant m et p respectivement au lieu de n —m
et n—

1 1 . 1 1 .
(m+35)wt(p+35)wi (m+35)w+(p+35)wi
2‘P< 2 Int1 : ) F< 2 2n+1 2 )

Y(m,p) = —. 1 1 :
e (m+35)w+(p+5)wi
(2n +1) [@2 (z1) — ¢ <22n+’f2ﬂ

On aura la valeur de 11 (m, u), en changeant seulement le signe de i. En faisant
maintenant

@Cm+ 1w+ 2p + Dwi
a2 —[(m+ Hw+ (n+ 1)wi]?

0(m,p) =
et
2m+ 1w — 2pu + 1)wi
T+ Do (at P

et cherchant ensuite la limite de la fonction

91“n7u)::a2

n—1 n—1
% % (_1yﬁ¢ﬁnﬁn7
m 12

de la méme manieére que précédemment, on trouvera:

n—1 n-—1

: m 1 S m
ins' "% o = 12 {3 omomn]

et
S S ()™ () = 5 {Ozo (—1)m.91(m,,u)};

0m 0 4 e o, | om

donc en substituant dans (159.), et remettant les valeurs de 6(m,u) et
alﬁnwﬂ)von>w

1x % m @2m+ Dw + (2p + 1)wi 2m+ Dw — 2p + Dwi
o= 35 s Bt (et D atﬂm+bwzw;me}
160.
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La quantité renfermée entre les crochets peut aussi se mettre sous la forme:

2[a — (m + 3)w] B 2[a+ (m+ 3)w]
[a — (m+ w2+ (p+ 3@ [a+ (m+ 3w+ (u+ 3)2@?
donc aussi:
Clx e 2[a — (m+ 3)w] X m 2[a+ (m + 3)w]
o T e T R B e )
(161.)
On aura de la méme maniére:
Clx e 2u+ 1w X 2u+ 1w
ORI (nt P+ (it Dt oY '[a+<m+;>w]2+<u+;>w2}'
(162.)
45
28.

Venons maintenant aux formules (130.). Pour trouver la valeur du second mem-
bre, apres avoir fait g = ﬁﬂ, et supposé n infini, nous allons d’abord chercher
la limite de I’expression suivante:
2 o
1 _°% (z1)

i , 163.
Tu 1— 02 (5 ) ( )
¢2('77Lw;nu+zvlz+l)

ou k et [ sont deux quantités indépendantes de n, m, p.
En prenant le logarithme, et faisant, pour abréger:

1— o ( Maﬁ)
P ( mw;:ﬁwrk )

T/J(m, ,LL) = log 2( o ’ (164)
1— ¥ 2n+1_)
W2(WLW;,LI$?Z+Z)

on aura:

logt =% % ab(m, ). (165.)

Imly

Considérons d’abord ’expression: ? P(m, p). Soit
m
1 o
et i (166.)
1— (mw+pwitl)?

0(m, p) = log

45 Bditorial note: Both denominators are printed with (p+ %)wQ; the square on the bracket,
(n+ %)217;2, is expected as in (161.), an apparent misprint.
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on aura:

1— o lmm) .2
2( mwtpwit - o«
~ 2n4l mw+pwi+l)?
ons) = ) = 1og § =
T Omotpwidk)? 1 — — 2l

()

Cela posé, je dis que le second membre de cette équation est pour toute valeur
de m et u de la forme:

v
-0 = —"\
Y(m, p) —0(m, p1) CEESIE
Pour démontrer cela, il faut distinguer deux cas, si la limite de % est
une quantité différente de zéro, et si elle est égale a zéro.
a) Dans le premier cas on aura, en nommant a la limite, dont il s’agit:
i+ k
o [ MW + pwt + =<I>2a—|—v,
2n+1
i+ 1
o [ MW + pwot + = B2+,
2n+1
9 « a? v
<p = 2 + 27
2n+1 (2n+1) (2n+1)
donc:
. ¢? (mﬁu) 1 a? N v
9 (merpwa»k) - (2’rL + 1)2@20/ (21’L + 1)2,
¥ 2n+1
¥? (2710;1) a? v
1- ; =1- 2 2 2"
(pQ (mw;;::_wlz-&-l) (277, + 1) pa (271 + 1)
On a de méme
a? _1 a? _1 a? L v
(mw + pwi + k)? B (2n 4 1)2 {mo?;:ﬁz;rk} o (2n+1)2a2  (2n+1)%’
a? a? v
1- . =1- + .
(mw + powoi +1)2 (2n+1)2a®>  (2n+1)2
46

En substituant ces valeurs, l'expression de t(m,u) — 6(m,u) prendra la
forme:

1— 5% 1— 5%
2n+1)2 2n+1)2
(m, 1) = 0(m, ) = log § ——0% BRI 4
@z 1 — (2n+1)2

46 Bditorial note: In the first line the braced quotient in the middle denominator is printed
without a square; a square is expected, as in the neighbouring terms.
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les quantités v, v, vy, v] ayant toutes zéro pour limite.
On a donc:

log (1— Y = Y etc.,
(2n +1)2 (2n +1)2

v
2n+1)2

et par conséquent:

mw-+pwi

b) Si la limite de la quantité 5 -

est égale a zéro, on aura:

o [(mw+ pwi+ kY (mw+ pwi + k)2 (mw+uwi+k)4+
2n + 1 N (2n +1)2 T (2n+ 1)t

P (LT DL
2n+1 (2n +1)2 2n+1)4 Y
donc:
[0} a4
902 (2n+1> 042+A/.W+ .....
1= mw+pwit+k =1- . 2 (mw+pwit+k)t "
02 (#) (mw + powi + k)2 + A e

Si maintenant mw + pwi ne va pas indéfiniment en augmentant avec n, on
aura:

2 @
) ® <2n+1> . a? N B
2 (mw+mwi+k> B (mw + pwi + k)2 (2n+1)2’
¥ 2nt1
47 de méme:
2 [e%
) ® (2n+1) _ o? N C
2 (mw-&-uwi+k) N (mw+ pwi +1)2  (2n+1)%’
¥ 20+l

48 Jonc dans ce cas:

1_L
2n+1)2
w<m,u>0<m,u>log{1 e }

BRCIES)E
B’ et C' ayant des limites finies, ou bien:

D

¢(m=u) - 9(maﬂ) = ma

la limite de D étant également une quantité finie.

47 Editorial note: Printed mwi in the argument of the denominator function instead of puwi;
an apparent misprint.

48 Editorial note: The argument of the denominator function is printed with +k (the glyph
is blotted) where +1 is expected, as in the right-hand side.
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Si au contraire la quantité mw + uwi augmente indéfiniment avec n, on a:

]. — 7902(#.) 2 A A/ a2
G =) o — 2 tmutpwmit k)
2 - N 2
1- o 2 (2n + 1)2 mw+pwitk
(mwtpwi+k) 1+ A e
1
X7 e ;
T (mwtpwitk)2
or les quantités — +,1m. el mw; Ti‘zﬁk ont zéro pour limite; donc la quantité
précédente sera de la forme:
2
a
14— "
(2n+1)27" 7

A" ayant une quantité finie pour limite. En changeant %k en [, et désignant la
valeur correspondante de A” par Af, la valeur de (m, u) — 6(m, p) deviendra:

14+ _a? A" 204" _ AV
@nri)? _o( 1) v
14+ ﬁfy{ (2n+1)2 (2n+1)2

¢(maﬂ) - e(mvﬂ‘) = 1Og

Maintenant la limite de A” est la méme que celle de A; or il est clair, que cette
derniére limite est indépendante de k, m, p (elle est en effet égale au coefficient
de o* dans le développement de ®2a). Donc on aura:

A" =M + v,

et en changeant k en [:
1 =M+

d’ott A” — A] =v—v' =v. Donc A” — A a zéro pour limite, et par conséquent
on a:

v
-0 =
Donc nous avons démontré, qu’en faisant
Am,p

la limite de A, , sera égale a zéro toutes les fois que mw + pwi augmente in-
définiment avec n, et qu’elle sera égale & une quantité finie dans le cas contraire.

29.

Cela posé, considérons la quantité
n

2 p(m, ).
“w
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En substituant la valeur de ¢ (m, u), il viendra:

Y p(m, ) = 0(m, ) +
“w o

n

W.%(Am’ﬂ). (168.)

Soit v le plus grand nombre entier, contenu dans y/n, on peut faire:

n
21: Am,u = Am71 + Am,Z +..... + Am v
n

+ Am,y+1 + Am,u+2 + . + Am,n-

r, d’apres la nature des quantités A,, ,,, la somme contenue dans la premiere
Or,d’ la nature d tités Ay, 1 t dans 1

ligne sera égale & v.A,,, et la seconde égale a A! (n — v — 1), ot A, est une
quantité finie et A, une quantité, qui a zéro pour limite, donc:

% A =V Ay +(n—v—1)A], = (2n+1).B,,
m

ol

v n—v—1,

S 2n+ 10 21l T

Donc la quantité B,, a zéro pour limite, en remarquant, que v ne surpasse pas

NG

Par 1a 'expression de Xll ¥(m, 1) se change en:

m

n
S pm, ) = 3 0(m, ) + 2 (169.)
2 m, i =3, myp) + 5 )

n
Pour avoir la limite de 21] O(m, ), jécris
o

5 6(m, p) - O(m, ) — 5 6(m, 1) - Q(m,,u)—glo O(m, p+n).
Lp Lp ntly Ly Ly

oo
Or on peut trouver la valeur de 213 6(m, p + n) comme suit.
o
On a:

o?

T moF(un)witk]?
o2

- [mw+(p+n)wi+l]?

O(m.pu+n) = log

2 { 1 B 1 }
B [mw+ (p+n)wi+ 12 [mw+ (u+n)wi + k]2

1 1
1.4 N
2¢ {[mw+(u—|—n)wi+l]2 [mw—&—(u—&—n)wi—l—kP}
+ etc.
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49 De 1a on tire:

$ otmtm = Cnto (L) - 2osto (B) 4.

PR S
n (meH + i + %wif ("“’jj'k + i + %wi)Z

SERS

1 1
o ( ) - +1 : N +k ; N
("“;’L + wi + %wz) (m“;L + wi + %wz)
etc.

Or on sait que la limite de

L1 U
%LﬁH (5) est egalea/o 0(z) Ox

n) /Ome(:z:)azva,

2 | AN z
- (E) —/0 01(1:)833+v1,

donc:

—~M=
ES
S
)
/N
=

et par conséquent, en substituant:

K a? [ at [ va?  vad
Xllﬂ(m,u+n)f;./0 0(9:)—2—713./0 O1(x) + oo + — — +

m

50 or

o(z) = 1 1

(—m":{” + wi + a:wi)2 - (L“:fk + wi + xwi)2
etc.

donc on aura:

z 1
0(x)0r = —. _
/0 () wi { "“"H + wi + xzm) (% + wi + xwi) }

1 1
@i { mw+l+wz)(7m‘:'k+wi)}
k—

1 1
T wi .(M—sz—&—xwz)(%ﬂc—kwi—i—xwi)
ik:—l 1

wi n '(m‘*’H +wz) (%*k —l—wi).

49 Editorial note: Printed 6(m.pu + n) with a full stop instead of a comma between the
arguments; an apparent misprint.

50 Editorial note: The integrals are printed without the differential Oz, and the last fraction
has a3 where a? is expected; both apparent misprints, reproduced as printed.
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xr
La limite de cette expression de / 0(x) Oz est zéro pour une valeur quel-
0

xT
conque de z. De méme on trouvera, que la limite de / 01(z) Oz est zéro,
0

donc:
Il a? at o
>0 =—v——v +—0"— ...
T, (m, i+ ) n ' 2n3v+3n5v
B a? 772/+a74,,7 2Zn+1 v
o 2n 1 2n?2 3n4 n  2n+1’
donc aussi, en faisant y = oo:
5 ( +n) !
m n)=
1#‘ ,,LL 2TL+1’
d’ou:
n (o] v
¥M¢(mvﬂ + ’I'L) - %MQ(WMN) - ma et
5 SN Um 170
T i) =3 60m )+ 57 (170.)

U, ayant zéro pour limite. De 1a on tire

n

n o0 n ’Um
Evema =3 {5 o+

~M3

En prenant la limite des deux membres et remarquant, que

N Um V1 + U2 + ... Um
by = =,
12n+1 2n+1
on aura;:
limY X ¢(m,p) =% {E H(m,y)}. (171.)
Imly Im (1p

En remettant les valeurs de 1(m, ) et 8(m, ), et passant des logarithmes aux
nombres, on en tire:

1 () ) o2
n o n 2( mwtpwitk %) 0o —_———
lImII 1T d (2 sl B G tmertpeott 7 | 4. (172.)
et |1 alemm) e | e \ L - G
¥ (T)

Par une analyse toute semblable a la précédente, mais plus simple, on trou-
vera de méme:

1 — ‘Pz( Zn(:—lk) 1— o2
lim. 11 2U) U (e £1)” (173.)
-1m ‘P2(2na+1) Im 1-— o? ’ ’
1-— P (mw+1)2
<p2( 2n++1l>
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1— ©* (z1) o?

n 52 ( =itk oo —
lim.IT % =1 { =tk (174.)
Lo | g 2l [ e | 1= e

o (5rr)

51

30.

Maintenant rien n’est plus facile, que de trouver les valeurs de ®a, fa, Fa.
Considérons d’abord la premiére formule (130.). On a:

] 1
Q222 (MWL
2n+1 2<mw+uwi_£_gi)
g 2n+1 2 7 2
. 1
9 (n—m—&-%)w—&-(n—y—&-%)mi ’

¥ 20+l

donc:
S midi- &8

i L e _ R G G i)
11 -

14 €222 (%ﬁm) 0B

2n+1

I
I ILJ1— ol
1m1 02 ((nm+2)w+<"u+2)wi>
1— B

P )

1— 2B
2 <7n.w+p.wi+%+%i)

2n+1

Cela posé, si l'on fait § = 527 et qu’on suppose n infini, il viendra, en
faisant usage des formules (172.), (173.), (174.), et remarquant que « est la

limite de (2n + 1)@ (ﬁ) et égale a a:

ba = aﬁm {1 - (ﬂfj)z}'ﬁ{l—i_ (Ma;)z}

2 2
o) 0 1- —& - o 1 — —«
% 11[ 1;[ . (1’rw.1—ci;f2rzm)2 1;[ (mw;;;wz)2
m w — u
[(m—3)w+(u—5)wil? [(m—3)w—(u—5)wil?

(175.)

51 Bditorial note: In the left side of the last equation the lower fraction is printed with k in
the argument of the denominator function, as the upper one; presumably [ was meant, as in
the right side. An apparent misprint.
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Les deux formules (130.) donneront de la méme maniére, en faisant 5 =

2 €t remarquant, que f(0)=1, F(0)=1:
Oé2 Q2
o oo 1- T 12 - 1 2
fa _ T o [(m—2)u;+p,wz] [(m— 2)u;—uwz]
im )1 1_ o _ o
! [(m—3 )t (1= 2y wil? [(m— %) (u— L) il?
oo a2
x 31— —>+ U
R
. (176.) .
1 o 1 o
o0 2 o) ) mw-+ _1 wi)? mw+ _1 wi)?
Fa—=1 J14 «Q b o [ (u22) ] [ (u22) ]
Ou (;H—%)w? tm | p | 1= 1 - 1
[(m—3)w+(u—73)wi]? [(m=3)w+(u—73)wi]?
52
On peut aussi donner une forme réelle aux expressions précédentes comme
suit:
oo 2 oo a2
Ca=a IlIM (1 + ,LLQ'WQ) .Illm (1 N m2w2)
1 2
o oo 1+ (a—i;mu;)z 1+ (o¢—2mu2))2 1+ (m72§):w2 (178)
x II 1I i i . L ,
T Ly N [a+(’n’;72)w] 1+ [af(ngfé)w}z 1+ Zl;;;
n2w n2w
oo a2
o=l (- )
12 2\ 2
1 (m—3)"w
o s 14l amogel? (14 ﬁ (179.)
n2w n2w 2
% I;Iml;[u [a+(m—73)w] [ozf(mf%)w]2 (m7%)2w2 ’
e T e T
L—2 w L—2 w
oo a2
Fa=1I |1+
1 (=)
(a+mw)? (a—mw)? (m—%)sz ’ (180 )
oo ulie ' TuTpe [Tl '
- IllmlliﬂH fatOm=3)e]? | | [a—(mog)ef? | 14 e
(=732 T et

52 EBditorial note: The two factors of the last product are printed identically, where the
earlier formulas have opposite signs; an apparent misprint, reproduced as printed. In the
preceding formulas the factor (m + %)2(1.)2 of (176.) carries its square, and the product index
there is printed p although m occurs; the factor (u + %)w2 of (177.) is printed without a
square on the bracket. All reproduced as printed.
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Ces transformations s’opérent aisément au moyen de la formule:

(@) (- )

L PP (0t (y

B 2

31.

Dans ce qui précede nous sommes parvenus a deux especes d’expressions des
fonctions ®a, fa, Fa: les unes donnent ces fonctions décomposées en fractions
partielles, dont la totalité forme des séries infinies doubles, les autres donnent
ces mémes fonctions décomposées en un nombre infini de facteurs, dont chacun
est & son tour composé d’une infinité de facteurs.

Or on peut beaucoup simplifier les formules précédentes au moyen des fonc-
tions exponentielles et circulaires. C’est ce que nous allons voir par ce qui suit:

Considérons d’abord les équations (178.), (179.), (180.). En vertu des for-
mules connues, on a:

siny _ 2 y? b Y
:1} <1_ 22>;cosy:111 (1_122);
Y Iz pem Iz (n—35)2m

donc:
o (1 - yi?) sinz B (u—i)w2 CoS 2
II = ; IO 2 = .
1y y? zecosy 1,1\ 1 Y cosy
1= (M*l)fr2 (Mié)ﬂz
53

En vertu de cette formule il est clair, que les expressions de ®a, fa, Fa
peuvent étre mises sous la forme:

. T2\ oo 2
o~ @ Sl % (1_ @ )
m

a a o a
1 1 1- 1-
< +a+bi>< +a—bi>< a—i—bi)( a—bz’)

(a—a)

1

b2

i Im m2w?
% sin(a + mw) Zi. sin(o — mw) Zi. cos*(m — 3)wZi (mw%i)Z
X .
Um \ cosla+ (m — 3)w] Zi. cos[a — (m — )w] Zi.sin® mwZi (o + mw)(a — 77%1).22—22’2

53 Editorial note: In both products the bracket (u — %) under 72 is printed without the

square (the denominator of the first product, and the numerator and denominator of the
1y2,2

second); an apparent misprint for (u — 5) 7, reproduced as printed.
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o ( cos(a + mw)gi. cos(a — mw)gi. cos?(m — %)wgz )

F ( ™ ) I
a=cos|a—i).
@ /T \ cos[a+ (m — §)w] Zi. cosfa — (m — §)w] Zi. cos® mw. Zi

2 2

On trouvera des expressions réelles, en substituant au lieu des fonctions
circulaires leurs expressions en fonctions exponentielles.

On a:
sin(a — b).sin(a + b) = sin? @ — sin? b,
cos(a + b). cos(a — b) = cos? a — sin” b,
donc:
sin(a + mw) Zi. sin(a — mw) Zi sin® a X
sin? mwZi B sin? mwZi ’
cos[a + (m — $)w] Zi. cosloar — (m — §)w] Zi B sin? aZi
cos?(m — $)wZi cos?(m — §)wZi’
. sin? ali
1 T, 1 T 9 1 ™, sin%m—%)w%i
tang[a+(m—§)w]Ez.tang[a—(m—i)w]Ez. cot (m—§)w;z =— SnTa £

=

cos? (m—7)wZi

D’apres cela et en remarquant, que

m2w? 1 ¢
= — e
aZ — m2w2 1 0242 2
mew
(m — 1)2w? B 1
aQ—(m— 1)2w2 1 — a? ’

il est clair, qu’on aura:

2

(a ) 1 sin a%i

T sin (Zme) o T osinZmwZi

da = —. = . . s , (181.)
w i 1m 1 _ sin® a -1

Cos2(m7%)wgi

54 Bditorial note: In the denominator of the second fraction the factor Z—z is printed with
w, where w is expected (compare the factor g elsewhere in the line); an apparent misprint,
reproduced as printed.

55 Bditorial note: In the first line of the expression for fo the upper limit of the product is

printed as «, where co is expected; an apparent misprint, reproduced as printed.
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56
2

sin” a X i
- 1 X
oS} sin?(m+5)wZi
fa=1I . 2= (182.)
Om 1 sin? a X4
cosQ(m—Q—%)w%i
sin? =i
o )\ *® T cosZmEmi
Fa = cos (fm> Bi smom (183.)
o Tm' ] _ sin? 2 7q
cos%m—%)%ﬂ'i

En substituant au lieu des cosinus et sinus d’arcs imaginaires leurs valeurs
en quantités exponentielles, ces formules deviendront:

a o 2
1_( | )
w a o e} mZr_p-—mZm
da=31.— (h="—h"=") .1l . L b 5, (184)
™ 1m a _a
1+ hwe"—h ="
h(M7%>%”+h7(m7%)%ﬂ
« «@ 2
1- < 1haﬂ_h_;w T
e} h(m+§)%ﬂ—h_(m+§)%ﬂ
fa=1I . 5, (185.)
0m o _a
1+ hw" —h ="
h(m+%)gﬂ+h7(m+%>gw
14+ he™—h~ =" 2
1 g an § Rt ST
Fa=3(e="+e ) l;[ (186.)

29
m & o B
hw"—h =
1 + _1lyw —(m—L1)yw
ROm— 3 = (m—f)

ol h est le nombre 2,1718218..... 57 58

On peut encore transformer cette formule de la maniere suivante:

Si l'on remplace o par ai, on aura les valeurs de ®(oi), f(wi), F'(ai). En
changeant maintenant c en e et e en ¢, les quantités:

w; @; ®(ai); f(ai); F(ai)
se changeront respectivement en:
w; w; 1Pa; Fa; fa,

donc les formules précédentes donneront:

4sin?(aex
1 + moo }E m)w-rr)2
Do = 2 sin 1T _ : (187.)
s W 1lm 1 4 sin ("”’)

56 Bditorial note: The factor before the sine is printed as the fraction with 7 over w, whereas
the preceding expression has to over 7; an apparent misprint, reproduced as printed.

57 Editorial note: The value of h is printed as 2,1718218; the base of the natural logarithms
is 2,7182818; an apparent misprint, reproduced as printed.

58 Bditorial note: In the first factor of the last formula the base is printed as e in the sum,
where the other exponentials of the page use h; an apparent misprint, reproduced as printed.
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4 sin? ( o )

1+ (h (2m;r1)w7r . (2m+1)w7r>
Fa=1I — (188.)
0m 1— 4 sin ( )
<h (2m-2+1)w7r (2m+1)w7r>
1 4sin?(2z)
o (h m:—;w +h7 ’"Lgﬂ' )2
fa = cos (ﬂ) A0 — , (189.)
w 1m 1-— 4 sin (7)
( 2m+)wn _(@m+wr )2
h 2w +h 2w
32.
Considérons maintenant les formules (160.), (161.), (162.).
On a: @ 0 )
S (=Dr. 5 s = 7y =
Op v +(p+3)2m%  hY+h
donc, en faisant
_ 1T
y=lat(m+ 5)0‘1];
%0 L 2u+1)w 27 1

Y (=1~ = —. .
0u< ) [ai(m+%)w]2+(ﬂ+%)2w2 w h[ai(m-{-%)w]% +h—[ai(m+%)w]%

En vertu de cette formule il est aisé de voir, que les expressions (153.), (162.)
de ®a et Fa deviendront:

2 ™ m 1 1
da = ;;%m(_l) . {h[a_(m_'_é)w]; _i_h—[a—(m—%)w]g o h[a+(m+%) 1z + h- [at+(m+3)w] = }’
(190.)
59
2 mx 1 1
Fa=—-.—.
e {h[a—<m+;)w1;:, A DeIE | platmiDelE | polarmr Dl E
(191.)

Les expressions précédentes de Pa, Fa, peuvent étre mises encore sous beau-
coup d’autres formes: je vais rappeler les plus remarquables. D’abord en réu-
nissant les termes du second membre, on trouvera:

(W5 — h—%) <h<m+%>% - ;ﬁm%)%)
RS 4 B 4 h@mAD S g Cmi

2
ec’

da = , (192)

BRCIS

SH

59 Bditorial note In the first denominator the second exponent is printed with m — % where

the first has m + 5 ; an apparent misprint, reproduced as printed.
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2 7o (h%Jrh*%“) (nomt% 4 p-mih )
Fa=-—% . — e — (193.)
c w Om h - + h(2m+1) + h (2m+1)?
Si, pour abréger, on suppose:
h's =cet h= =12 (194.)
ces formules, en développant le second membre, deviendront:
2 1 r—1 rd— L r®— L
daz 2. (c 1 : R RN
ec @ 3 S N S JNUp= i i
(195.)
F 2 + 1 T+ l _|_ 3 + + r° 4 %5
a=—-.—.le+— — . p.
¢ w € rrt+e2+L+L 424 L+ L 0424+ 544
(196.)

En mettant ai au lieu de o dans les formules (192.), (193.), changeant ensuite
cen e et e en ¢, et remarquant, que les quantités

w, @, ®(ai), Flai), h*'% — h~%% | p%% 4 p¥i%

60 se changeront respectivement en:

. ..o ™
w, w, 1®(a), fa, 2i.sina—, 2cosa—,
w w

il viendra:

1 sin - (h("” 2% — h*(m+%)?>

T o0
da=—"% (—1)m - .Y (197
T w 0m< ) RCm+DEE 4 2cos 20T + h~(mADEE (197)
am (m+l)ﬁ”r yE=x
4 1 o cos . (h 2 Z )
=_.=-3 — - 198.
fOé e w 0m h(2m+1) 4 2cos 2a + h— (2m+1) =z ( )
En faisant pour abréger
h% =, (199.)
et développant, on obtiendra:
(w) 7r,<7r) 0—3 Q—L n 0 — 2%
a—)=—.—.sin(a=). - —
7\ ec w 2 0% + 2cos(am) + é 0% + 2 cos(am) + # 019 + 2 cos(am) + Q%
(200.)
f( w) 47 (7r> oty n +% N 0° + N
a—)=-.—.cosa=]). - p
2 ew 2 0? +2cos(am) + 5 0+ 2cos( ™)+ 5 010+ 2cos(am) + i
(201.)

60 Bditorial note: In the last quantity the;r sign of the second exponent is printed without a
minus sign; an apparent misprint for h~**= | reproduced as printed.
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En substituant dans les formules (190.), (191.) au lieu de h®= et h3= leurs
valeurs ¢ et r, il viendra:

Doy — 2 T 05 1 1
a—&.—.Om(—m). e.r—(@m+1) | o—1 p2m+1 T ep2mtl 4 el p—C@mt1) [’

. (202.)
2 ™ X 1 1
Fo= E;%‘m {€.r2m1 R G T S R I pp T } - (203.)
En supposant maintenant o < %, on aura:

1 gty l —2m-1_ .3 .—6m—3,_5 . .—10m—5
cr—2m—1 L o—1 p2m+1 -1 T e2 p—4m—2 =er —e.r e -
62

1 . —2m—

1 __ ¢ Lremd —elp2mel_ =3, —6m-3, 5 —10m-5_
€.T2m+1 +E_1.T_2m_1 1 +€—2.7a—4m—2
donc:

2 T [
da = —.—. {XOJ (=)™ {(5 ) K e (o e R N (o I KA
ec w m
2 T 1 ') o)
=—.—.<(e—¢ Y (—1)mp2mel (@2 T3y 1)m.p=om=3 4
22{e-en3 - ()
Or:
OEO (—1)m. p=2m=1 —1 =8 b rt r
1™y =r ' —r P — = = ,
0m 1+r=2 r241
[e%s) 7,73 7"3
DR G LG L S it S BT R =
0 m( ) 1476 7641
63 etc., donc:
o 2w g—¢e ! g3 —g™8 B g5 (204)
o=—.—. - — .. . .
ecw |r+r1 p34p3 p5pp5
De la méme manieére on trouvera:
271 [ed+e !l B4e3 Hyed
Foa=—-.—. — - — s . 205.
@ cw{r’rl r377’*5+7’57r*5 ( )

61 Editorial note: The factor is printed as (—m) where (—1)™ is expected; an apparent
misprint, reproduced as printed.

62 Editorial note: In the first fraction the numerator is printed e ~1.r=2"~1 where e.r
is expected (the expansion beside it begins with e.r~2™~1); an apparent misprint, reproduced
as printed.

63 Editorial note: The exponent in the summand is printed 3m — 3 and the series exponents
as —3, —6, —9; the sum is evidently meant to be that of (71)’“.1"767"737 with series 73 —
r=9 4 ¢=15 _ . apparent misprints, reproduced as printed.

—2m—1
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En mettant a5 4 au lieu de o, et changeant ensuite e en c et c en e,

e w; ¢ (a%i)  F (a%i) sy M e ™ M —eT™

se changent en:

w; Wi 1 (a%) i f (ag) ; 0; 2cos (mag) ; 2¢sin (mag) ;

2
donc:
4 sin (aZ sin (3as sin (bas
gp(af) 2T 12) _sin( f) ( 12) b (206)
2 ec w o+ 03+ i 0° + i

(207.)
0 0~ 0~

{cos (ag) _ cos (30[%) n cos (50[%) B }
Ces quatre dernieres formules offrent d’expressions tres simples des fonctions
®a, fa, Fa. Par les différentiations et intégrations on peut en déduire une foule

d’autres plus ou moins remarquables.

33.

Dans le cas, e = ¢, les formules précédentes prennent une forme plus simple, &
cause de la relation w = w, qui a lieu dans ce cas. Soit pour plus de simplicité
e=c=1. Ona:

r=hi= =h?, g=h2 =h?,

donc en substituant, et faisant dans (204.), (205.) a = %, il vient:

(ag) _ o7 h%s — h=% B B T N B 3%t -
N B A G ’
w 7 [ +h=F RS LR RS %
F(CK*) =<4 3 —_=x 37 37 + 5 5r | e ’
2 w h2z —h™ 2 h2 —h~ 72 h2 —h~ =2
( f) _4i sin (aﬁ) hi — sin (3a ) z + sin (5a7> hE _
)T 2) 1+ A" 2) 1+ h3w 2) 1+ how ’

64

64 Bditorial note: In the last display the third term has a sine, where the pattern of the first
two terms requires a cosine; an apparent misprint, reproduced as printed.
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Les fonctions ¢, f, F' sont déterminées par les équations

w w
o= —
2 2

® Ox ) B 1 ox .
:/o NEEro) ‘/o Ja—a)
e () VT 1 (o) - T P (o).

Si dans les deux derniéres formules on fait & = 0, et qu’on remarque, qu’alors

a¥% sin (maZ
la valeur de M est = £, et celle de — ( 2) = m, on trouvera:
sin (ag) 4 sin (ag)
w 7w | h% hE N hE B /1 o
2 2 |hm—1 K™ —1 A" -1 " N2

w22h%3h%’“5h%” o )

(La continuation dans le cahier suivant.)
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