Beweis der Unmoglichkeit algebraische Gleichun-
gen von hoheren Graden als dem vierten allge-
mein aufzulGsen.

(Von Herrn N. H. Abel.)

Bekanntlich kann man algebraische Gleichungen bis zum vierten Grade all-
gemein auflésen, Gleichungen von héhern Graden aber nur in einzelnen Féllen,
und irre ich nicht, so ist die Frage:

Ist es mdglich, Gleichungen von hoéhern als dem vierten Grade allgemein
aufzulésen?

noch nicht befriedigend beantwortet worden. Der gegenwértige Aufsatz hat
diese Frage zum Gegenstande.

Eine Gleichung algebraisch auflésen heifit nichts anders, als ihre Wurzeln
durch eine algebraische Function der Coefficienten ausdriicken. Man muf} also
erst die allgemeine Form algebraischer Functionen betrachten und alsdann un-
tersuchen, ob es moglich sei, der gegebenen Gleichung auf die Weise genug zu
thun, daff man den Ausdruck einer algebraischen Function statt der unbekan-
nten Grofle setzt.

§. I. Ueber die allgemeine Form algebraischer Functionen.

Wenn 2/, 2", 2’ ... eine endliche Menge beliebiger Grofien sind, so sagt man: o
sei eine algebraische Function dieser Grofien, wenn es sich durch z/,z"”, 2" etc.
vermittelst folgender Operationen ausdriicken 1&8t. Erstlich durch die Addition,
zweitens durch die Multiplication, sowohl von Grofien, die von o/, z”, 2" ... ab-
héngen, als von Groflen, die nicht davon abhéngen; drittens durch die Division;
viertens durch Ausziehen von Wurzeln mit Exponenten, die Primzahlen sind.
Wir nennen die Subtraction, Potenziirung und Ausziehung von Wurzeln mit
zusammengesetzten Exponenten nicht besonders, weil sie offenbar in den vier
vorhin genannten Operationen mit enthalten sind.

LaBt sich die Function ¢ durch die drei ersten der vier obigen Operationen
zusammensetzen, so ist sie algebraisch rational oder blos rational; und

sind nur die beiden ersten Operationen néthig, so heifit sie algebraisch-
rational und ungebrochen, oder auch blos ganze Function.

Essei f(a', 2", 2" ...) eine beliebige Function, welche durch die Summe einer
endlichen Zahl von Gliedern von der Form

Ag'migme

ausgedriickt werden kann, wo A eine von 2z, 2" etc. unabhingige Grofie ist,
und mq,mo etc. ganze positive Zahlen bedeuten; so ist klar, dafl die zwei er-
sten obigen Operationen besondere Félle der durch f(z',z”...) bezeichneten
Operation sind. Man kann also ganze Functionen, ihrer Definition zufolge, als
aus einer endlichen Zahl von Wiederholungen dieser Operationen entstehend
betrachten. Bezeichnet man nun durch o', ¢”, 0’ etc. mehrere Functionen der



GroBen o/, 2" 2" ... von der namlichen Form wie f(a’,2"...), so ist auch of-
fenbar f(o, 0", 0" ...) eine Function von eben der Form wie f(z',2"”...). Nun
ist f(o',0"...) der allgemeine Ausdruck der Functionen, welche durch zweima-
lige Wiederholung der Operation f(z’,x”...) entstehen. Man findet also auch
immer das ndmliche Resultat, wenn man die Operation beliebig oft wiederholt.
Daraus folgt, da$ jede ganze Function mehrer Grofien 2/, 2 . .. durch die Summe
mehrer Glieder von der Form Az'™12"™2 .. ausgedriickt werden kann.

Wir wollen nunmehr die rationalen Functionen betrachten.

Wenn f(z/,2”...) und p(a’, 2" ...) zwei ganze Functionen sind, so ist klar,
dafl der Quotient

fl', 2" ...)

o,z . ..)
ein besonderer Fall der Resultate der drei ersten Operationen ist, welche ratio-
nale Functionen geben. Man kann also eine rationale Function als das Resultat
der Wiederholung dieser Operation betrachten. Bezeichnet man durch ¢’, ", o'’

fl@ 2. ..)
el " ...)

wiederum auf die ndmliche Form gebracht werden kann. Es folgt

etc. mehrere Functionen von der Form , so ist leicht zu sehen, dafl

fle,o"...)
p(e,0"..)
also, wie oben bei den ungebrochenen Functionen, dafl jede rationale Function
von mehreren Grofien z/, 2" ... immer auf die Form

fl', 2" ...)
o,z . ..)
gebracht werden kann, wo Zahler und Nenner ganze Functionen sind.
Wir wollen ferner die allgemeine Form algebraischer Functionen suchen.
Man bezeichne durch f(z/,2”...) eine beliebige rationale Function, so ist
klar, daB jede algebraische Function vermittelst der durch f(z',z” ...) bezeich-
neten Operation, verbunden mit der Operation /7, wo m eine Primzahl ist,
zusammengesetzt werden kann. Sind also p’,p” ... rationale Functionen von

', x" ..., so wird
!/ 1"
pL=f 2" N, D)

die allgemeine Form algebraischer Functionen von x’, 2" ... sein, in welchen sich
die durch %/r ausgedriickte Operation nunmehr nur auf rationale Functionen
bezieht. Wir wollen die Functionen von der Form p; algebraische Functionen
von der ersten Ordnung nennen. Bezeichnet man durch p},p] etc. mehrere
Groflen von der Form pq, so wird

po = f(a' 2" .. D, N P )
die allgemeine Form algebraischer Functionen von z’, 2" ... sein, in welchen die
Operation %/r sich nur auf rationale und auf algebraische Functionen von der
ersten Ordnung bezieht. Wir wollen die Functionen von der Form p, algebrais-

che Functionen von der zweiten Ordnung nennen. Auf dieselbe Weise wird der
Ausdruck



in welchem p}, p§ Functionen der zweiten Ordnung sind, die allgemeine Form al-
gebraischer Functionen von z/, z” . .. sein, in welchen die Operation %/r sich nur
auf rationale und auf algebraische Functionen der ersten und zweiten Ordnung
bezieht.

Fahrt man auf diese Weise fort, so bekommt man algebraische Functionen
von der dritten, vierten ...u'*™ Ordnung, und es ist klar, dafl der Ausdruck
der Functionen von der u'®® Ordnung der allgemeine Ausdruck algebraischer
Functionen sein wird.

Bezeichnet man also durch p die Ordnungszahl einer beliebigen algebraischen
Function und durch p die Function selbst, so ist

o= f(r',r" ... “{/]?, "W...),

wo p’,p” ... Functionen von der Ordnung g — 1; r/,7” ... Functionen von der
Ordnung i — 1, oder niedrigen Ordnungen, und n/,n” ... Primzahlen sind. f
bezeichnet, wie immer, eine rationale Function der Gréfien, welche zwischen den
Klammern stehen.

Man kann offenbar annehmen, daf es unmaoglich ist, eine der GréSen \/p/, "V/p” . ..
durch eine rationale Function der iibrigen und der Grofen r/,r” ... auszu-
driicken; denn wére es moglich, so wirde o die einfachere Gestalt

o=f' "N, NP

haben, wo die Zahl der Gréflen %/p’, "\/p” ... wenigstens um eine Einheit
geringer wire wie oben. Reducirte man nun, wenn es angeht, diesen Ausdruck
von g eben so noch weiter, so mifite man zuletzt nothwendig entweder auf einen
irreductibeln Ausdruck, oder auf einen Ausdruck von der Form

Q = f(r/’ 7’”77"’” M ')

kommen. Diese Function wire aber blos von der p — 1**® Ordnung, wihrend o

von der p*" Ordnung sein sollte; welches sich widerspricht.

Ist in dem Ausdruck von o die Zahl der GréBen /P, "v/p” ... gleich m, so
wollen wir die Function o von der u'**® Ordnung und vom m'® Grade nennen.
Auf diese Weise ist eine Function von der p*® Ordnung und vom 0% Grade
das nemliche, wie eine Function von der p — 1'**® Ordnung, und eine Function
von der 0%*" Ordnung ist das ndmliche wie eine rationale Function.

Daraus folgt, dal man setzen kann

o= f(r'.,r" ... 3/p)

wo p eine Function von der p — 1%® Ordnung ist, r’,r” ... aber Functionen von
der p*** Ordnung und héchstens vom m — 1% Grade und von der Art sind, dafl
es unmoglich ist, {/p durch eine rationale Function dieser Groflen auszudriicken.

Da eine rationale Function mehrer Gréflen, wie wir vorhin sahen, immer auf

die Form s

t



gebracht werden kann, wo s und ¢t ganze Functionen der nemlichen verdnder-
lichen Gréflen sind, so kann g immer durch
(" yp)
T(r',r" ... /D)
ausgedriickt werden, wo ¢ und 7 zwei ganze Functionen der Groflen 7/, 7" ...

und {/p bezeichnen. Vermdoge dessen, was wir oben fanden, kann aber eine
ganze Function mehrer GroBen s, r’, " ... immer durch’

to + t181 + t282 c. thm)

ausgedriickt werden, wenn tg,t; ...t ganze Functionen von ', v" r'" ...
ohne s bedeuten. Man kann also

1 2 m
to +tip= +opw .. typr T

1 2 m/ 1%
0o + 01p™ + 02P™ ... 0D ™
setzen, wo tg,t1...t, und gg, 01 ...0m ganze Functionen von 7/,r”,r"" etc.
sind.

Nun moégen Vi, Vs ... V,,_1 die n — 1 Werthe von V sein, welche man findet,
wenn man o -p%,oﬂp?,a‘?p% ...a"_lp% statt p% setzt: «a bedeutet eine der
Wurzeln der Gleichung o™ — 1 = 0, die nicht 1 ist. Alsdann erhélt man, wenn
man den Bruch % oben und unten mit

ViVa ... V,_1 multiplicirt,

TV Va Vi
TV Ve Vot
Das Product V' -V ...V,,_1 kann aber, wie bekannt, durch eine ganze Function
von p und von den Grofien v/, 7" ... ausgedriickt werden, und das Product T -
Vi - V...V, ist, wie man sieht, eine ganze Function von g/p und r/,r" ...
Setzt man also dieses Product gleich

2
n

1 E
S0 + s1p™ + sop™ ... Skp™,

so findet man ) , .
So + S1pn + Sopn ... Skgpn
M b

S0 S1 S2 .
oder, wenn man qg, q1,qs2 ... statt —, —, — etc. schreibt,
m’'m’ ' m

1 2 k
0=qo+qip~ +qpn ...+ qxp™,

WO o, q1 - - - G Tationale Functionen der Grofien p, 7/, r” etc. sind. Welche nun
auch die ganze Zahl p sein mag, so kann man setzen

u=an+a,

L Editorial note: The following display closes with a parenthesis that has no matching
opening parenthesis in the print — an apparent typographical slip, reproduced here as printed.



wo a und « zwei ganze Zahlen sind und « < n ist. Daraus folgt, daf3

s an+ta
n

:p n :pa.p%.

p

Setzt man daher in den Ausdruck von p, statt p diesen Ausdruck, so erhalt
man

0=do+@pT +@pt .+ guap T
WO o, q1, g2 etc., wie vorhin, rationale Functionen von p,7’,r"” ... und
folglich Functionen von der p*® Ordnung und héchstens vom m— 1% Grade
und von der Art sind, dafl sich p% nicht durch rationale Functionen dieser
Groflen ausdriicken 1a8t.
In dem obigen Ausdruck von ¢ kann man immer

g =1

setzen. Denn wenn ¢; nicht Null ist, so erhilt man, wenn man p; = p- ¢ setzt,
1

p= p—rll, und p% = p—l, also
q1 q1
v 92 2 In—1 "+
0=q+pi + 5P+ o
q1 91

welcher Ausdruck von der nemlichen Gestalt ist, wie der vorige, nur dafl ¢; = 1.
Ist g1 = 0, so sei g, eine von den Gréflen ¢1, gz . . . gn—1, welche nicht Null ist und
q,p" = p1. Dieses giebt q, p = py. Nimmt man daher zwei ganze Zahlen
a und S, welche der Gleichung au — fn = p’ genugthun, wo p’ eine ganze Zahl
ist, so erhélt man

/ a

Brntp o ' _ _ «
gp+ =py undpr =g, -p 7 pr.
1
Diesem zufolge und weil qup% = py ist, wird ¢ die Form

n—1

1 2
0=4qo+p{ +@p{ .. .Gn-1p"

haben.

Aus allem diesen folgt Nachstehendes:

Wenn ¢ eine algebraische Function von der Ordnung g und vom Grade m
ist, so kann man immer setzen:

n—1

1 2 3 n—1
0=4qo+pr +qpr +q3p" ...qn-1p )

n ist eine Primzahl, qg, g2 . . . ¢,,—1 sind algebraische Functionen von der Ordnung
1 und hochstens vom Grade m — 1 und p ist eine algebraische Function von der
Ordnung i —1 und von der Art, daf} sich p% nicht durch eine rationale Function
von qg, qs . - . ¢n—1 ausdriicken la83t.



§. II. Eigenschaften der algebraischen Functionen, welche
einer gegebenen Gleichung genugthun.

Es sei
co+eytey. . ey 4y =0 (1)

eine beliebige Gleichung vom Grade r, wo cg, ¢ . .. rationale Functionen von
/2" ... sind. 2',2” ... sind beliebige unabhangige Grélen. Man nehme an,
es lasse sich derselben genugthun, wenn man statt y irgend eine algebraische
Function von ', 2", ... setzt. Diese Function sei

1 2 n—1
Yy=qo+pr +@pr ...+ q1p " (2)

Substituirt man diesen Ausdruck von y in die gegebene Gleichung, so erhélt
man, dem Obigen zufolge, einen Ausdruck von der Form

1 2 n—1
ro+ripm +repn ...+ 1rp_1pn =0 (3)

WO Tg,71,T2 ... nh—1 rationale Functionen der Groflen p, qg,q1 - - - gn—1 sind.
Nun behaupte ich, daf§ die Gleichung (3) nicht Statt finden kann, wenn nicht
einzeln
7"0:07 1 :O...Tn,1 =0

ist. Denn es sei nicht so, so mifiten, wenn man z. B. p% durch z bezeichnet, die
beiden Gleichungen
z" —p=0und
To+Tz4+1022 . 4T 12" =0
eine oder mehrere gemeinschaftliche Wurzeln haben. Es sei k die Zahl dieser
Waurzeln, so 148t sich, wie bekannt, eine Gleichung finden, welche diese & Wurzeln
hat und deren Coefficienten rationale Functionen der Gréflen p,rg,71...70n_1

sind.
Die Gleichung sei

so+s12+ 5222 A sk,lzkfl +22F=0

und
to+ti1z + t222 oo+ t“_12"u71 + 2

ein Factor ihres ersten Gliedes, wo tg, t1 etc. rationale Functionen von p, g, 71 ...7p_1
sind, so ist auch?

to+t12+t22...+tu_12#71—|—zﬂ:O,

und es ist klar, dafl man es als unméglich annehmen kann, eine Gleichung von
niedrigerem Grade von der nemlichen Form zu finden. Diese Gleichung hat nun
ihre p Wurzeln mit der Gleichung z" — p gemein. Nun aber sind die Wurzeln

2 Editorial note: In the following display the third term is printed t2z without an exponent;
by the line just above it should read t2z2. An apparent misprint, reproduced here as printed.



der Gleichung z™ — p alle von der Form az, wo « irgend eine Wurzel der Einheit
ist. Erwédgt man also, daf p nicht kleiner sein kann als 2, weil es unméoglich sein
soll, z durch eine rationale Function der Gréflen p,rg, 71 .. .7,—1 auszudriicken,
so folgt, daB zwei Gleichungen von der Form

to+ti1z +ta2% ... + t#,lz“_1 + z* =0 und
to + atiz + ata2% .. + a“_ltu_lz“_l +atzt =0

Statt finden miissen. Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man z# eliminirt,
to(l—a)+t1(a—a)z... + tu_l(oz“fl —a") =0,

Da nun aber die Gleichung z* + ¢, 12"~ ... = 0 irreductibel ist, so mu8 sie,
weil sie vom g — 1%" Grade ist, einzeln

b —1=0,a—a"=0...a" 1 —a* =0

geben; was nicht sein kann.
Es muf} also
7"0:07 1 :O...T‘n_l =0

sein.

Finden nun aber diese Gleichungen Statt, so ist klar, dafl der gegebenen
Gleichung durch alle die Werthe von y genug gethan werden muf}; welche man
findet, wenn man der Grofle p% alle die Werthe ap%7a2p%, . a”_lp% beilegt.

Man sieht leicht, daf} alle diese Werthe von y von einander verschieden sein
miissen; denn sonst wiirde man eine Gleichung von derselben Gestalt wie (3)
erhalten, und eine solche Gleichung wiirde, wie wir sahen, auf Widerspriiche
fithren.

Bezeichnet man also durch 1, yo . . . ¥, n verschiedene Wurzeln der Gleichung
(1), so findet man

1 2 n—-1
Y1 =4¢qo+p" +qp" ...+ qn-1p "

n—1

o a" g, ap e

2
n

1
Y2 = go + ap™ + a’qp

-1, L — 2 n—1
Yn = Go + "I + " gepn o aguap T
Aus diesen n Gleichungen folgt leicht

1
(1025(1/1+y2~-~+yn)

3=

1 _ _
P ZE(y1+a” Yo +a"2ys ..+ ayy)

2 1 _ _
Gp™ = —(y1 +a" Zyo +a"Hys ..+ a?yn)



n—1 1 —
qn—1p " = ﬁ(yl +ayz +a’yz... +a" 1yn)-

Man sieht daraus, daf} alle die Groflen p%,qo,qg ...Qn—1 durch rationale

Functionen der gegebenen Gleichung ausgedriickt werden kénnen.
In der That ist

CyitaTtytays oy,
(y1 +atya +a2y3... +a"(Dy, )»

qu = nt!
Man nehme nun eine allgemeine Gleichung vom Grade m an, z. B.
0=ag+ a1z +ax®...+am_12™ ' +2™
und setze, sie sei algebraisch auflésbar. Es sei

1 2 n—1
T =50+ po" + 820" ...+ 510 " ,

so lassen sich dem Obigen zu Folge die Groflen g, sg, so etc. durch rationale Func-
tionen von x1,xs...x,, ausdriicken, wenn man durch x1,zs...z,, die Wurzeln
der gegebenen Gleichung bezeichnet.

Nun untersuche man irgend eine der Groflen g, sg, s2 etc., zum Beispiel p.
Man bezeichne durch g, g9, ... 0n, die verschiedenen Werthe von g, welche man
findet, wenn man die Wurzeln x1, x5 . .. x,, auf alle mégliche Weise untereinan-
der verwechselt; so 1483t sich eine Gleichung vom Grade n’ aufstellen, deren
Coefficienten rationale Functionen von ag,as,...a,_1 und deren Wurzeln die
Groflen o1, 02 ... 0, sind, welche rationale Functionen der Gréflen x1,zs ... 2,
sind. Setzt man also

g:tOJru% +t2u%...+tu_1u%1

so sind alle die GréBen u» ,to,ta ... t,_1 rationale Functionen von o1, 02, . .. 0n/,
also auch von x1, x5 ... x,,. Verfahrt man eben so mit den Gréflen w, ty, to etc.,
so folgt Nachstehendes:

Wenn eine Gleichung algebraisch auflosbar ist, so kann man der Wurzel
allezeit eine solche Form geben, dafl sich alle algebraische Functionen, aus
welchen sie zusammengesetzt ist, durch rationale Functionen der Wurzeln der
gegebenen Gleichung ausdriicken lassen.

§. IIl. Ueber die Zahl der verschiedenen Werthe, welche
eine Function mehrerer Grofien haben kann, wenn man
die Groflen, von welchen sie abhingt, unter einander ver-
tauscht.

Es sei v eine rationale Function mehrerer von einander unabhéngiger Grofien
T1,T3...T,. Die Zahl der verschiedenen Werthe, deren diese Func-



tion durch Vertauschung der Gréflen, von welchen sie abhéngt, fahig ist,
kann nicht grofler sein als das Product 1-2-3...n. Dieses Product sei gleich pu.

Nun sei
afvyd ...
v
abed ...

der Werth, welchen eine beliebige Function v bekommt, wenn man darin x,, Ty, T, T4
etc. statt x4, g, 2, x5 etc. setzt, so ist klar, dafl wenn man durch A;, Ay ... A4,

die verschiedenen Formen bezeichnet, deren 1,2,3,4...n durch Verwechselung
der Zeiger 1,2,3...n fiahig ist, die verschiedenen Werthe von v durch

() () o) ()

ausgedriickt werden konnen. Man setze, die Zahl der verschiedenen Werthe
welche v hat sei kleiner als i, so miissen mehrere Werthe von v eitnander gleich

sein. Es sei also
A (A B Ay
vAl =0 A, .= A )

Unterwirft man diese Groflien der durch ( AA1+1) bezeichneten Verwandlung, so
bekommt man die neue Reihe gleicher Werthe:

()=o) =)
v = o= ,
A1 Ay Ao,

welche Gréflen von den vorigen verschieden, aber an Zahl ihnen gleich sind.
Verwandelt man diese Gréflen von Neuem, wie es durch ( A2A1 ) ausgedriickt
wird, so erhélt man ein neues System von gleichen Gréfien, die simmtlich von
den vorigen verschieden sind. Fahrt man auf diese Weise fort, bis die moglichen
Verwandlungen erschopft sind, so werden die p Werthe von v in eine gewisse
Zahl von Systemen, jedes von m gleichen Werthen, zerlegt sein. Es folgt also,
dafl wenn die Zahl der verschiedenen Werthe von v gleich p ist, welche Zahl der

Zahl der Systeme gleich kommt, dafl dann
om=2-3-4...n

sein muf}, das heif3t:

Die Zahl der verschiedenen Werthe, welche eine Function von n Gréfien durch
die moglichen Vertauschungen dieser Groflen erhalten kann, ist nothwendig ein
Submultiplum des Products 1-2-3...n; wie bekannt.

Es sei nunmehr ( 2‘;) eine beliebige Verwandlung. Dieselbe werde mit v

mehreremal vorgenommen, so entsteht eine Reihe von Werthen
v,V1,V2...Up—1,Vp,

und es ist klar, dafl v nothwendig wiederholt vorkommen mufl. Kehrt v nach
p Verwandlungen wieder, so nennt man (fl) wiederkehrende Verwandlung von

der p**® Ordnung. Man hat alsdann die pe?iodische Reihe

v,V1,V2...Vp—-1,V,0V1,02...,



oder wenn man durch U( 211 )T den Werth von v bezeichnet, welcher entsteht,

nachdem die durch ( If;) bezeichnete Verwandlung r mal wiederholt worden,
die Reihe
ANY (ANt AN AN rAN°
vAm ,vAm ,vAm ...vAm ’UAm
Hieraus folgt, daf3
Al ap—+r B Al T
v A, = A,

Al ap_ Al O_
v Am = Am =

Nun setze man, p sei die grofite in n enthaltene Primzahl, und die Zahl der ver-
schiedenen Werthe von v sei kleiner als p, so miissen unter p beliebigen Werthen
von v nothwendig zwei einander gleich sein.

Es miissen also zwei von den p Werthen

AN\ 7ANY /AN A\
UAm ,vAm ,vAm ) A,
gleich sein. Es sei z. B.
A1 T_ A1 "
v A, = A, )

. Al r+p—r7v A1 r/+p—7”
A, —\4,,

Dieses giebt, weil 11(244 )p = v, wenn man r statt r’ + p — r setzt,

1
p— 1 T.
Y Am ’

wo r offenbar kein Vielfaches von p ist. Der Werth von v wird also durch
die Substitution ( :1) nicht mehr verwandelt, folglich auch nicht durch die
Wiederholung derselben. Es ist also

oo Al (e’
B A?’ﬂ ’

wo « eine ganze Zahl bedeutet.
Wenn nun p eine Primzahl ist, so 13t sich offenbar immer eine ganze Zahl
S finden, von der Art, dafl

so folgt daraus

ra=ps+1.

Al pB+1
o= v(Am) ,

10

Also ist



A4 )Pﬂ

oder weil v = ’U(A
m

war,

V=0 A, )

Der Werth von v wird also durch die wiederkehrende Verwandlung (:;L) vom
Grade p nicht veréndert.
Nun ist klar, daf

(aﬁ’y& (77) and (6’7(55 na)

Byde...n«u yaBd...Cn

zwei wiederkehrende Verwandlungen vom Grade p sind, wenn die Zahl der Zeiger
a, B,7...n gleich p ist. Der Werth von v wird also auch durch die Verbindung

dieser beiden Verwandlungen nicht verdndert. Die beiden Verwandlungen sind
aber offenbar gleich bedeutend mit der einen

(5e3)
yop

und diese eine mit den beiden nach einander vorgenommenen

() e (33)

Der Werth von v wird also durch diese beiden mit einander verbundenen Ver-
wandlungen nicht verdndert. Also ist

= () ()
Ba)\yp
()
YB)\67)’
_ faB\(vd
= (3)(2)

folgt.

Man sieht hieraus, daf§ die Function v durch zwei aufeinander folgende Ver-
wandlungen von der Form (g 2 ), wenn « und B zwei beliebige Zeiger sind, nicht
verdndert wird. Nennt man daher eine solche Verwandlung, Versetzung (Trans-
position), so folgt, dafl ein beliebiger Werth von v durch eine grade Zahl von
Versetzungen nicht verdndert wird, und daf folglich alle Werthe von v, welche
eine ungrade Zahl von Versetzungen geben, gleich sind. Jede beliebige Ver-
tauschung der Elemente einer Function kann aber durch eine gewisse Zahl von
Versetzungen geschehen: Die Function v kann also nicht mehr als zwei ver-
schiedene Werthe haben. Dieses giebt folgenden Lehrsatz:

Die Zahl der verschiedenen Werthe einer Function von n Gréflen kann en-
tweder gar nicht bis unter die gréfite Primzahl; die sich unter den Factoren von
n befindet, vermindert werden, oder nur bis auf 2 oder 1.

und eben so

woraus

11



Es ist also unmoglich, eine Function von fiunf Gréfien zu finden, welche 3
oder 4 verschiedene Werthe hétte.

Der Beweis dieses Lehrsatzes ist aus einem Mémoire von Cauchy genommen,
welches sich in dem 17ten Hefte des Journal de I’école polytechnique pag. 1 etc.
befindet.

Es mogen nun v und v’ zwei Functionen sein, welche jede zwei verschiedene
Werthe haben, so ist dem Vorigen zufolge klar, dafl wenn man durch vy, v und
v}, vh jene doppelten Werthe bezeichnet, daf alsdann die beiden Ausdriicke

v1 + vy und v1vV] + VoV
symmetrische Functionen sind. Es sei
v1 + vy =t und V1] + VoVl = ty,

so findet man
t- ’Ué — tl
v = 7
Uy — 13

Man setze nunmehr die Zahl der Gréflen z1, x5 . . . x,, sei fiinf, so ist das Product

0= (x1—x2)(r1—23)(x1—24)(T1—25) (w2 —x3) (xo—24) (T2 —x5) (x3—T4) (T3—25) (X4 —T5)

offenbar eine Function, welche zwei verschiedene Werthe hat; der zweite
Werth ist die nemliche Function mit entgegengesetztem Zeichen. Setzt man

also v} = g, so ist v = —p. Der Ausdruck von v; ist also
th + oty
vy = ———, oder
20
1 1
v = 3t + 550,
2 2Q2

WO %tg eine symmetrische Function ist. g hat zwei Werthe, die nur dem Zeichen

. . ty . . .
nach verschieden sind, so daf also 2,2 ebenfalls eine symmetrische Function ist.

Setzt man also %tg = p und 2—12 = q, so folgt

dafl jede Function von fiinf Groflen, welche zwei verschiedene Werthe hat,
durch p + ¢ - o ausgedriickt werden kann, wo p und g zwei symmetrische Func-
tionen sind und

0= (x1—x2)(x1 —x3) ... (T4 — x5)
ist.

Fiir unsern Zweck ist noch die allgemeine Form der Functionen von fiinf
Groflen nothig, welche fiinf verschiedene Werthe haben. Man kann dieselben,
wie folgt, finden.

Es sei v eine rationale Function der Groflen x1,zs,x3, 24,25, welche die
Eigenschaft hat, unverédnderlich zu sein, wenn man beliebige vier von den fiinf
Groflen z. B. xg, x3, 4, v5 untereinander vertauscht. Unter dieser Bedingung ist
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v offenbar nach x5, x3, 4, r5 symmetrisch. Man kann also v durch eine rationale
Function von z; und symmetrische Functionen von s, 3,4, x5 ausdricken.
Jede symmetrische Function dieser Grofle kann aber durch eine rationale Func-
tion der Coeflicienten einer Gleichung vom vierten Grade ausgedriickt werden,
deren Wurzeln xo, x3, 24, x5 sind. Setzt man also

(x — x2)(x — 23) (1 — 24)(x — 25) = 2* — pa® + qz® — ra + s,
so kann die Function v durch eine rationale Function von x4, p, g, r, s ausgedriickt
werden. Setzt man aber

(z —x1)(x — ) (x — 23) (2 — 24) (2 — 25) = 2° — ax + b2 — ca® + dx — e,

so erhalt man
(x—z) (2 —pz® + qa® —ra+5s) =2° —az* + b3 —ca®’ + dx —e

=" — (p+a1)a’ + (g + pr1)a® — (r + qz1)2® + (s + ra1)z — sz,

woraus
p=a—x

q:b—aacl—i—xf

r=c—bxr, + ax? — 3
s=d—cxy +br? —axd + 2}
folgt. Es la8t sich also v durch eine rationale Function von x1,a,b,c,d und e
ausdriicken.
Daraus folgt, dafl man v auf folgende Gestalt bringen kann:

wo t und (x1) zwei ganze Functionen von x1,a,b,¢,d und e sind. Multiplicirt
man diesen Bruch oben und unten mit ¢(z2), ¢(x3), o(z4), p(x5), so findet man

t-p(x2) - p(x3) - p(w4) - p(T5)
o(x1) - p(x2) - 0(x3) - (4) - P(5)

v =

Nun ist o(x2) - @(x3) - @(24) - @(x5), wie man sieht, eine ganze und symmetrische
Function von xo,x3,z4,x5. Man kann also dieses Product durch eine ganze
Function von p,q,r, s ausdriicken, also auch durch eine ganze Function von
x1,a,b,c,d. Der Zahler des obigen Bruchs ist also eine ganze Function der nem-
lichen Grofle; der Nenner ist eine symmetrische Function von x1, o, x3, 24, x5
und kann also durch eine rationale Function von a, b, ¢, d, e ausgedriickt werden.
Daraus folgt, dafl man

2
v=rg+rix; +roxy... +rmal
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setzen kann. Multiplicirt man die Gleichung

5 4 3 2
] =ax] —br] +cri —dr; +e

° so ist klar, daB man m — 4 Gleichungen erhélt, aus welchen

mit z1, 27 ... 2]
sich der Reihe nach 259,29 ... 27" finden lassen, und zwar durch Gréfen von der
Form

a+ Bry +yx? + dx3 — et

in welchen «, 3,7, §, € rationale Functionen von a, b, ¢, d, e sind.
Man kann also v auf die Form

2 4
v =1o + 11Ty + rox] + 1375 + ryx) (a)

bringen, wo rg, 71,72 etc. rationale Functionen von a,b,c,d, e sind, das heifit
symmetrische Functionen von 1, xo, x3, x4, T5.

Dieses ist die allgemeine Form der Functionen, welche sich nicht verdndern,
wenn man die Groéflen s, x3, x4, x5 vertauscht. Sie haben entweder finf ver-
schiedene Werthe, oder sie sind symmetrisch.

Es sei nunmehr v irgend eine rationale Function von x1, x2, 3, x4, 5, welche
die fiinf Werthe v1, va, v3,v4, v5 hat. Man nehme die Function z7*v:

Verwechselt man in derselben die vier Groflen xs, z3, x4, 5 auf alle mogliche
Art, so wird z7"v jedesmal einen der Werthe

m m m m m
x{ vy, 2 e, 23, 2 va, 25

bekommen.

Nun behaupte ich, dal die Zahl der durch diese Vertauschung entstehenden
Werthe von z{*v kleiner als fiinf ist. Denn nimmt man alle fiinf Werthe an, so
entstehen durch die Vertauschung von x; mit zo, x3, x4, x5 aus diesen Werthen
zwanzig andere, die nothwendig unter sich und von den vorigen verschieden sind.
Die Function wiirde also iiberhaupt 25 verschiedene Werthe haben, welches nicht
moglich ist; denn 25 ist kein Divisor des Products 1-2-3-4-5. Bezeichnet man
also durch p die Zahl der Werthe, welche v bekommt, wenn man die Gréflen
T2, X3, T4, x5 unter einander vertauscht, so mufl p einen der vier Werthe 1, 2, 3,4
haben.

1. Es sei p =1, so ist v, vermoge des Obigen, von der Form (a).

2. Es sei =4, so ist v1 + v2 + v3 + v4 eine Function von der Form (a). Es
ist aber

vs = (v1 +vo +v3 +vg+v5) — (V1 + V2 + v3 + v4)

= einer symmetrischen Function, weniger (v] + vy + v3 4 v4); also ist vs von der
Form (a).
3. Es sei u = 2, so ist v; + vy eine Function von der Form (a). Es sei also
_ 2 3 4 _
v1 + vy =10 + Xy + roxy + r3xy + rax] = o(x1)

Vertauscht man der Reihe nach xy mit xs, z3, 24, x5, so erhélt man

v + vy = p(x1)
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vy +v3 = p(z2)

Um—1 + Um = @(xm—l)
U + 01 = @(Tm),

wo m eine der Zahlen 2,3,4,5 ist. Fiir m = 2 ist p(x1) = p(x2), welches nicht
moglich ist, weil die Zahl der Werthe von ¢(z1) finf sein soll. Fir m = 3 ist

v +v2 = @(x1), v2 +v3 = p(x2), v3+v1 = p(x3),

welches
2u1 = p(x1) — p(x2) + p(z3)

giebt. Das zweite Glied dieser Gleichung hat aber mehr als fiinf Werthe, nemlich
30. Auf dieselbe Weise 148t sich zeigen, dafl auch m nicht gleich 4 sein kann. p
kann also nicht gleich zwei sein.

4. Es sei p = 3. Alsdann hat vy + ve + vs, folglich auch vy + vs = (v1 +
vy + v3 + vg + v5) — (v1 + v2 + v3), funf Werthe. Wir sahen aber, dafl diese
Voraussetzung nicht Statt findet. Also kann auch nicht u = 3 sein.

Zusammengenommen also findet man folgenden Lehrsatz:

Jede rationale Function von fiinf Groéflen, welche fiinf verschiedene Werthe
hat, ist nothwendig von der Form

2 4
ro + 11T 4+ rox” 4 r3x3 + rqx,

wo 1o, 71,72 etc. symmetrische Functionen sind, und x eine von den fiinf Gréfien
ist.
Aus

ro + 1T + rgsc2 + T3133 + 7’49:4 =

findet man leicht, wenn man von der gegebenen Gleichung Gebrauch macht, den
Werth von x, wie folgt, ausgedriickt

T = Sg+ S1v + 521)2 + 531)3 —+ 541)4

WO Sg, S1, S2 etc. eben wie rg, 71,72, etc., symmetrische Functionen sind.
Es sei v irgend eine rationale Function, welche m verschiedene Werthe vy, va, v3
hat. Setzt man

(=) (V=) (v —=v3)...(V =) = o+ QU+ @V ...+ gm_10™  + 0™ =0,

so sind bekanntlich qqg, g1, gs ... symmetrische Functionen, und die m Wurzeln
der Gleichung sind vy, v ...v,. Nun behaupte ich, dal es unmoglich ist, den
Werth von v als Wurzel einer Gleichung von derselben Form, aber von einem
niedrigeren Grade auszudriicken. Denn es sei

t0+t1v—|—t2v2...—|—tu_1v"_1—i—v":0
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eine solche Gleichung, wo tg,t; etc. symmetrische Functionen sind, und v; sei
ein Werth von v, der der Gleichung genug thut, so ist

vh +tuflv“_1 coo=(Ww=v1)- Pr.

Verwechselt man nun unter einander die Elemente der Function, so findet man
folgende Reihe von Gleichungen:

vt +tu_1v“*1 .= (v—1v9) - Py,
ottt = (v —vs) - P,
oM 4 t#_lv’“l o= (v—vy) - Pny.

Daraus folgt, dafl v — vy, v — v9,v — v3 ...V — v, s@mmtlich Factoren

von v +t,_1v*~t ... sind, und daB folglich y nothwendig gleich m sein mus8.
Man erhélt daher folgenden Lehrsatz:

Wenn eine rationale Function mehrerer Grofien m verschiedene Werthe hat,
so laft sich allezeit eine Gleichung vom Grade m finden, deren Coefficienten
symmetrische Functionen sind, und welche jene Werthe zu Wurzeln haben; aber
es ist nicht moglich eine Gleichung von der ndmlichen Form von niedrigerem
Grade aufzustellen, welche einen oder mehrere jener Werthe zu Wurzeln hat.

§. IV. Beweis der Unmdoglichkeit der allgemeinen Auflésung
der Gleichungen vom fiinften Grade.

Vermoge der oben gefundenen Sétze zusammengenommen 148t sich behaupten:
dafl es unmoglich ist, Gleichungen vom fiinften Grade allgemein aufzulésen.
Nach (§. II.) ndmlich kénnen alle algebraische Functionen, aus welchen ein

algebraischer Ausdruck der Wurzeln zusammengesetzt sein mag, durch rationale

Functionen der Wurzeln der Gleichung ausgedriickt werden.

Da es nun unméglich ist, die Wurzel einer Gleichung allgemein durch eine
rationale Function der Coeflicienten auszudriicken, so muf]

1
Rm =wv...

sein, wo m eine Primzahl und R eine rationale Function der Coefficienten der
gegebenen Gleichung, das heifit, eine symmetrische Function der Wurzeln ist; v
ist eine rationale Function der Wurzeln. Daraus folgt:

v —-R=0

und da es zufolge (§. II.) unmoglich ist, den Grad dieser Gleichung zu erniedri-
gen, so wird die Function v, zufolge des letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph,
m verschiedene Werthe haben. Da nun m ein Divisor von 123 -4 -5 sein
muB, so kann m gleich 2, 3 oder 5 sein. Nun existirt aber zufolge (§. III.) keine
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Function von fiinf Gréfien, welche 3 Werthe hat: es muf3 also m = 5 oder m = 2
sein. Es sei m = 5; so erhélt man, zufolge des vorigen Paragraphs,

VR = ro+rix+ r2x2 + r3x3 + 7"4154
und hieraus ) , , .,
T =89+ $1R5 + s9R% + s3R5 + s4R5.
Nach (§. II.) folgt daraus

1
s1R5 = x1 + 044332 + oz?’xg + o’z + azcs,

wo o = 1. Diese Gleichung ist unméglich, weil das zweite Glied 120 Werthe
hat, und gleichwohl die Wurzel einer Gleichung vom fiinften Grade 2° —s}R = 0
ist.

Es muf} also m = 2 sein.

Alsdann ist nach (§. II.)
VR =p+gs,

wo p und g symmetrische Functionen sind, und
s=(x1 —x2)...(xq4 — x5)
ist. Also ist, wenn man z; mit x5 vertauscht,
—VER=p—gs,

woraus p = 0 und V'R = gs folgt. Man sieht daraus, daB alle algebraische Func-
tionen vom ersten Grade, welche sich in dem Ausdruck der Wurzeln befinden,
von der Form a + 3 - Vs2 = a + s sein miissen, wo a und 3 symmetrische
Functionen sind. Da es nun unméglich ist, die Wurzeln durch eine Function von
der Form a + 8v/R auszudriicken, so muB eine Gleichung von der Form

Y (a+pVs?) =v

Statt finden, wo a und f nicht gleich Null sind, m eine Primzahl ist, & und g
symmetrische Functionen sind, und v eine rationale Function der Wurzeln ist.

Dieses giebt
N (a+ Bs) =v; und Y/ (a — Bs) = ve,

wo v; und vy rationale Functionen sind. Multiplicirt man vy mit v1, so erhélt

man
vovr = V(a? — 52s2).

Nun ist a? — 3252 eine symmetrische Function. Wenn also %/(a? — 32s2) nicht

eine symmetrische Function wére, so mifite, dem Obigen zufolge, m = 2 sein.

Alsdann aber ist v = 4/ (a + 3 @), und v hat folglich vier verschiedene Werthe;
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welches nicht moglich ist. Es muf also 7/(a? — 52s2) eine symmetrische Func-
tion sein. Eine solche Function sei v, so ist

vov; =y und ve = l.

U1
Nun nehme man den Ausdruck
vy +ve = (a—I—B\/s»Q)—i—#:p
m/(a_i_ﬁ\/s»g)

_ w4y _pE 4 dpmt
VR R

. . 1 1 1
Man bezeichne die Werthe, welche p bekommen kann, wenn man aR=, a? R ,a>Rw . ..

statt R setzt, wo
a™ t a2 fa+1=0

ist, durch p1,ps2 ... pm, und mache das Product

(p—p1)(P—p2)...(D—pm) =p™ — A"+ A1pm 2. =0,

so ist leicht zu sehen, dafl A, A; etc. rationale Functionen der Coefficienten der
gegebenen Gleichung, also symmetrische Functionen der Wurzeln sein werden.
Diese Gleichung ist aber offenbar irreductibel. Also mufl p, zufolge des letzten
Lehrsatzes im vorigen Paragraph, als Function der Wurzeln betrachtet, m ver-
schiedene Werthe haben. Folglich ist m = 5. Alsdann aber ist p von der Form
(a) im vorigen Paragraph. Also wird

VR + —J =70+ nmx+ 7"2:102 + r3x3 + 1"4;104 =D,

VR

folglich
T =80+ s1p+ S2p” + s3p° + sap”,

das heifit, es wird, wenn man R% + %Ré statt p setzt,

@ =ty + 1 RS +taR5 + 13RS + t4R5

sein, wo tg, t1, to etc. rationale Functionen von R und von den Coefficienten der
gegebenen Gleichung sind. Daraus folgt, vermoge (§. 11.)

1
t1R5 = x1 + o*zo + x5 + o?xy + axs = D,

WO
at+at+al+a+1=0

ist. Aus p = t;R5 folgt aber p® = t2R, und weil 3R von der Form u + u;V/s?
ist, p® = u + u1V's2, welches

(¥ — u)? = uds?
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giebt. Diese Gleichung giebt, wie man sieht, p durch eine Gleichung vom 10"
Grade, deren Coeflicienten sammtlich symmetrische Functionen sind, welches
aber, zufolge des letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph, nicht moéglich ist;
denn da3

p=x1+ a4x2 —+ a?’wg + a4x4 + axs

ist, so wiirde p, 120 verschiedene Werthe haben; welches ein Widerspruch ist.

Wir schlieflen aus diesem Allen:

daf} es unmoglich ist, Gleichungen vom fiinften Grade allgemein algebraisch
aufzulosen.

Daraus folgt unmittelbar weiter, dafl es ebenfalls unméglich ist, Gleichun-
gen von hoheren als dem fiinften Grade allgemein aufzulésen. Mithin sind die
Gleichungen, welche sich algebraisch allgemein auflésen lassen, nur die von den
vier ersten Graden.

3 Editorial note: In this last occurrence the coefficient of x4 is printed o?; the identical
resolvent above and on p. 82 has a?x4. An apparent misprint for a2x4, reproduced here as
printed.
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